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PREFAZIONE. 


L’oggetto  di  quest’Opera  si  è , di  porger  comodo 
ai  dotti,  e facilità  ai  principianti.  I primi  vi  trove-, 
ranno  una  copiosa  raccolta  delle  vaste  risorse  della 
Trigonometria  : e mi  persuado  che  i secondi  mi 
sapran  grado  del  sacrifizio,  clic  ho  sempre  fatto  , 
dell’eleganza  de’ metodi  e delle  dimostrazioni,, 
alla  chiarezza  ed  alla  brevità.  Cosa  non  v’è  certa- 
mente che  sia  più  facile  ad  intendere  e ad  esegui-^ 
re , delle  sostituzioni  : questo  è quasi  l’unico  mezzo 
che  mi  ha  condotto  a tutti  i teoremi  ed  a tutte  le 
soluzioni;  presa  sovente  per  fondamento  la  cos- 
• truzione  geometrica.  L’orditura  della  quistione 
sopra  una  figura  ha  il  vantaggio  di  parlare  alla  men  te 
ed  all’occhio  insieme  : ma  se  poi  si  ricorre  oppor- 
tunamente all’analisi,  da  questo  metodo  misto  le 
dimostrazioni  ricevono  brevità , e le  figure  sem- 
plicità. , - 

Sebbene  si  tratti  di  assunto  battuto  e ribattuto, 
oso  sperare  che  questa  Trigonometria  non  com- 
parisca del  tutto  priva  di  qualche  nuova  utilità.  Mi 
hanno  fatto  principalmente  coraggio  a publicarla 
certe  formole  contenenti  sotto  espression  sem- 
plicissima i differenziali  finiti  delle  linee  trigono* 
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metriche.  Molti  sono  i servigi  essenziali  che  ques- 
te forinole  prestano  : mi  contenterò  cì’indicarne 
due  principali. 

- In  primo  luogo , facendo  uso  di  esse  nel  diffe- 
renziare un’  equazione , si  ottiene  una  equazione 
differenziale  finita,  cioè  matematicamente  rigo- 
rosa e vera  , per  quanto  sia  grande  il  valor  delle 
variazioni  o differenze.  Questa  nuova  massa  di 
equazioni  trigonometriche  serve  dunque  a risol- 
vere altrettanti  problemi,  quante  sono  le  diverse 
grandezze  contenute  in  dette  equazioni,  giacché 
ognuna  delle  accennate  grandezze  può  esser  sola 
incognita.  Provo  in  fatti  con  molti  esempj , che 
questa  classe  di  equazioni  dà  pronta  la  soluzione 
di  tutti  i problemi,  a cui  le  ho  applicate , ed  i quali 
costaron  finora  non  lieve  fatica  per  altre  vie. 

In  secondo  luogo,  le  stesse  equazioni,  conver- 
tite in  proporzioni,  e comparate  con  le  analogie 
differenziali  notissime,  delle  quali  si  fa  tanto  uso 
ne’  casi,  in  cui  le  variazioni  son  bensì  piccole,  ma 
pur  finite,  e non  infinitamente  piccole,  svelano 
le  precise  quantità  che  sono  neglette  dal  calcolo 
infinitesimale  nelle  dette  analogie,  ed  offrono  fa- 
cile il  modo  di  tener  conto  delle  dette  quantità, 
quando  il  caso  lo  meriti.  Non  mi  mancano  esem- 
pj per  far  vedere,  che  gli  errori  delle  analogie  dif- 
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ferenziali,  negli  usi  stessi  in  cui  vengono  giornal- 
mente impiegate  » sono  più  gravi  di  quel  che  si 
creda  comunemente. 

Le  analogie  differenziali , fondate  sull’  ipotesi 
che  due  parti  del  triangolo  siano  costanti,  posso- 
no applicarsi,  con  somma  facilità  ed  utilità, anche 
ai  casi,  ne’ quali  una  sola  parte,  o nessuna  parte 
del  triangolo  sia  costante.  Ho  dato  a tal  fine  un 
metodo  generale  , al  qual  giova  specialmente  la 
cura  che  ho  avuto, costruendo  le  analogie, d’indi- 
care co’  segni  positivo  e negativo,  se  le  variazioni 
delle  parti  diverse  del  triangolo,  in  crescere  od  in 
calare , si  facciano  nel  medesimo  senso,  od  in  sen- 
so contrario. 

Quanto  alla  risoluzione  de’ triangoli , che  è lo 
scopo  primario  della  Trigonometria,  mi  lusingo 
che  in  questa  parte  altresì  non  siano  riusciti  del 
tutto  infruttuosi  i miei  studj.  Senza  parlar  delle 
forinole  nuove  che  il  Lettore  distinguerà , ho  cer- 
cato di  dar  soluzioni  opportune  anche  ai  casi  par- 
ticolari ; sia  quando  in  vece  del  valore  assoluto  di 
alcune  parti  del  triangolo , note  son  le  lor  somme , 
o le  loro  differenze;  sia  quando  i seni  o coseni , 
per  esser  glandi,  non  posson  dare  con  precisione 
il  valore  degli  archi  corrispondenti , col  mezzo 
delle  Tavole  più  usitate.Ho  liberato  il  Calcolatore 
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da  ogni  considerazion  della  perpendicolare  nei 
triangoli  sferici  : e purché  osservi  le  sole  regole  in- 
torno ai  segni  delle  linee  trigonometriche  ne’ di- 
versi quarti  del  circolo , ho  disposto  le  soluzioni 
in  guisa,  che  mai  non  potrà  ingannarsi  circa  la 
specie  dell’ arco  cercato  ; sul  qual  punto  si  vedrà 
quanti  esistano  fallaci  precetti  in  celebri  Autori. 
Ho  pur  ridotto  i Casi  dubbj  dentro  i limiti  più  ris- 
tretti, in  cui  possa  la  Trigonometria  confinarli  da 
per  se  sola.  Finalmente  ho  chiamato  a compara- 
zione i triangoli  sferici  coi  rettilinei  ; e questo  as- 
sunto , per  avventura  non  men  curioso  che  nuovo., 
non  mi  è sembrato  mancante  di  utilità. 

Per  quel  che  riguarda  le  pratiche  della  Trigo- 
nometria sul  terreno,  non  ho  tralasciato  di  sminuz- 
zare tutto  ciò  che  è più  necessario  e più  utile  da 
sapersi  dagl’ Ingegneri  e da’  Geografi , onde  operare 
con  la  più  scrupolosa  accuratezza. 

La  Trigonometria  somministra  i mezzi  per  va>- 
Icrsi  comodamente  de’  logaritmi  nelle  addizioni  e 
sottrazioni , in  qualunque  caso  e per  qualsivoglia 
.espressione.  Non  pretendo  che  questa  idea  sia 
affatto  nuova;  ma  la  mancanza  di  un  metodo  ge- 
nerale di  facile  uso , quale  è il  metodo  che  da  me 
viene  esposto,  fu  causa  che  non  siasi  pensato  ad 
usare  gli  accennati  mezzi  in  moltissimi  incontri, 
ove  riescono  assai  vantaggiosi. 


Digitized  by  Googl 


V 


PREFAZIONE. 

Da  questo  metodo  scaturiscono  , come  da  ma- 
turai fonte , le  soluzioni  di  tutte  le  equazioni  di 
secondo  e di  terzo  grado , per  mezzo  della  Trigo- 
nometria. .1 

Mi  si  è poi  affacciato  al  pensiero,  che  il  cal- 
colo differenziale  possa  condur  facilmente  al  va- 
lore della  grandezza  ignota  nelle  equazioni  di  qua- 
lunque grado  e natura.  Questo  espediente  è al- 
quanto ovvio  ; pur  lo  credo  affatto  nuovo  : giudi- 
cheranno i Lettori,  se  maneggiato  , come  le  mie 
forinole  differenziali  trigonometriche  mi  han  sug- 
gerito , sia  degno  di  qualche  attenzione. 

Ilo  creduto  ben  d’ inserire  in  questo  Trattato i 
primi  precetti  del  Calcolo  differenziale,  e del  me- 
todo del  Ritorno  delle  serie, atteso  il  grande  uso 
che  faccio  dell'uno  e dell’altro,  con  non  mediocre 
utilità.  Gli  ho  dichiarati  minutamente;  giacché  in 
generale  suppongo  il  Lettore  solamente  iniziato 
nelle  Matematiche;  cioè  che  sappia  risolvere  una 
equazione  , conosca  le  proporzioni,  le\  progres- 
sioni y e le  prime  proposizioni  della  Geometria, 
non  ignori  l’uso  e la  teoria  elementare  de’logarit- 
mi,  e ben  posseda  il  calcolo  aritmetico,  massime 
per  decimali.  • ' . ; . . 

Se  non  ho  trattato  della  riduzione  deTogarifmt 
immaginar]  ad  archi  circolari,  nè  della  sommazione 
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delle  serie  infinite  col  soccorso  della  periferia  del 
circolo,  nè  dell’ uso  de’fattori  immaginar;  de’ seni, 
per  rintracciare  il  termine  generale  delle  serie  ri- 
correnti , nè  d’altri  argomenti  consimili,  che  già 
trovansi  esposti  con  eleganza  e chiarezza  insieme 
nell’  Analisi  degl’ infiniti  del  grande  Eulero;  spero 
d’ esserne  facilmente  scusato  ; poiché  queste  ma- 
terie spettano  propriamente  all’Analisi,  e la  Tri- 
gonometria vi  fa  ufizio  puramente  servile,  e per 
così  dire  accidentalissimo. 

Non  ho  poi  risparmiato  le  applicazioni  di  essa, 
dove  fa  il  principal  personaggio,  cioè  nell’  Astro- 
nomia. Le  soluzioni , che  do  del  maggior  nume- 
ro de’ problemi  di  questa  scienza,  sono  nuove, 
generalmente  parlando,  o nel  metodo,  o ne’ risul- 
tati: quivi  specialmente  si  mette  alla  prova  l’utilità 
di  tante  nuove  forinole,  che  il  presente  Trattato 
contiene. 

Mi  astengo  dal  parlar  delle  Tavole, che  ho  pos- 
te alla  fine, giacché  manifestano  da  se  stesse  i loro 
usi  ed  i loro  avvantaggi.  I logaritmi  della  Tavola 
(BB),dopo  quello  del  numero  1 1 53  , sono  stati 
da  me  calcolati  col  mezzo  delle  mie  formole  espe- 
dite,  che  trovansi  in  questo  Trattato.  Per  assicu- 
rarmi di  non  avere  commesso  errore  nel  calcolo  , 
ho  formato  tutti  i logaritmi  de’ numeri  in  termedj. 
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ed  ho  preso  le  differenze  fino  alla  settima.  Questa 
operazione  mi  ha  dato  occasion  di  verificare  l’esat- 
tezza di  un  gran  numero  d’altri  logaritmi  della  me- 
desima Tavola. 

Tralascio  di  far  qui  menzione  degli  Autori , 
da’ quali  ho  preso  liberamente,  qualunque  volta 
mi  parve  che  non  avrei  saputo  far  meglio  ; giacché 
ho  stimato  più  conveniente  di  render  loro  il  do- 
vuto omaggio  di  volta  in  volta  nel  corso  dell’O- 
pera. 

Se  abbia  studiato  di  renderla  completa , rinun- 
ziando soltanto  a que’  metodi  più  complicati  di 
cui  la  Trigonometria  non  ha  alcun  bisogno,  me- 
glio comprender  potrà  chiunque  voglia  trascorrere 
la  seguente  Tavola  delle  materie. 

Assidue  diligenze  ho  perfine  impiegate  nella 
parte  tipografica,  e col  soccorso  propizio  di  molti 
Cooperatori,  ben  conoscendo  quanto  siano  pe- 
nosi e ributtanti  gli  errori  di  stampa,  sopra  tutto 
in  un  Libro  di  Matematica.  Per  compimento  delle 
usate  cure,  mi  resta  da  pregare  il  Lettore  di  ricor- 
darsi che  v’è  un’Appendice,  la  qual  contiene  di- 
verse correzioni , ed  aggiunte,  per  cui  non  diffido 
del  suo  gradimento. 

La  traduzione  francese  di  quest’  Opera  compa- 
risce alla  luce  nel  medesimo  tempo,  e merita  in- 
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tiera  fede;  per  essere  stata  fatta  non  solo  da  mano 
perita  delle  due  lingue , e delle  materie  ; ma  di  con-, 
certo  con  me,  e direi  quasi  sotto  i miei  occhi.  11 
Sig.  Ghompré , già  noto  vantaggiosamente  per  li 
suoi  Elementi  d’ Aritmetica,  d’ Algebra,  e di  Geo- 
metria (Paris,  chez  Nyon  Vaine),  essendosi  addos- 
sato sì  pesante  lavoro  per  pura  amicizia,  fu  inoltre 
causa  co’ suoi  consigli,  e con  la  sua  versione, ch’io 
migliorassi  il  mio  testo  in  moltissimi  luoghi,  ren- 
dendo il  discorso  o più  chiaro , o meglio  dedotto , 
o talvolta  anche  più  esattamente  rigoroso, 
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E DELLE  PRINCIPALI  MATERIE. 

Capitolo  I.  Definizioni  ed  Avvertimenti  preliminari. 

Spiegazione  di  certi  simboli , e breviature  adottate 

in  quest’  Opera , 

art.  8 

Cap.  II.  Valor  relativo  delle  linee  trigonometriche. 

De’ segni  delle  linee  trigonometriche, 

35 

Tavola  dei  detti  segni,  relativamente  ai  quattro  quarti 

del  circolo , 

42. 

Cap.  III.  Idea  preliminare  della  risoluzione  de’triangoli  retti- 

linei. 

Cap.  IV.  Valori  relativi  delle  linee  trigonometriche  apparte- 

nenti  alla  somma  o alla  differenza  di  due  archi 

, ed 

agli  archi  moltiplici. 

Cap.  V.  Espressioni  dell’arco  in  parti  del  raggio,  e delle  linee 

trigonometriche  per  mezzo  delle  potenze  dell’  arco. 

Elementi  del  calcolo  differenziale , 

i3o 

Nuove  forinole  per  li  differenziali  finiti  delle  linee  tri- 

gonometriche , 

i39 

Differenziali  infinitesimi  di  esse  linee , 

i4o 

Regola  de  maximis , 

141 

Si  spiega  il  metodo  del  Ritorno  delle  Serie , 

1 48 
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tivi, 

i54 

Cap.  VI.  Delle  Tavole  trigonometriche  in  numeri  naturali. 

Si  danno  metodi  speditissimi  per  calcolare  la  Tavola 

de’  seni , &c. , 

i57 
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De’  logaritmi  delle  frazioni  decimali , 

164 
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Dalle  piccole  differenze  di  altezza  e di  azzimutto  , de- 
durre le  differenze  di  ascensione  retta  e di  declina- 
zione , 7 5i 

Metodo  spedito  per  calcolare  una  tavola  degli  azzi- 
mutti,  delle  distanze  al  zenit,  e degli  angoli  di  va- 
riazione, 755 

Trovar  l’ora  per  mezzo  di  due  stelle  osservate  in  un 
medesimo  verticale , 756 

Dell’  effetto  della  retrazione  sul  tempo  del  levare  , e 
del  tramontare  degli  astri,  767 

Determinare  il  tempo  che  il  disco  del  Sole  mette  a sor- 
gere o a tramontare , 761 

Determinar  la  durata  del  crepuscolo,  ibid. 

Del  cangiamento  d’amplitudine  prodotto  dalla  refla- 
zione orizzontale,  762 

Trovare  l’elongazion  di  un  pianeta  al  tempo  della  sua 
stazione  apparente , ■ . 766 

. Equazioni  fondamentali  della  teoria  planetaria , 767 

Problema  di  Keplero.  Soluzione  1 , 769 

Soluzione  II,  771 

Metodo  speditissimo  per  calcolare  le  tavole  dell’  equa- 
zione del  centro , e del  raggio  vettore  di  un  pianeta , 772 
Trovar  la  più  grande  equazione  del  centro , 7 7 3 

Metodo  speditissimo  per  calcolare,  con  più  esattezza 
che  ancor  non  hi  fatto  , la  Tavola  generale  del  moto 
delle  Comete  in  un’  orbita  parabolica , 774 

Trovare  il  moto  orario  di  un  pianeta  in  longitudine , 775 
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Trovare  II  moto  orario  in  latitudine,  art.  776 

Trovare  il  moto  de’ nodi  delle  orbite  de’  pianeti , sopra 
l’ eclittica , prodotto  dalle  attrazioni  reciproche , 

Trovare  il  maximum  del  moto  del  nodo  di  un  satel- 
lite sull’orbita  di  Giove , dipendentemente  dall’attra- 
zione di  un  altro  satellite , 

Trovare  il  cangiamento  dell’  ascensione  retta  , della 
longitudine,  della  latitudine  , e dell’ angolo  di  posi- 
zione degli  astri,  e quello  dell’obliquità  dell’eclit- 
tica , per  causa  dell’attrazion  de’  pianeti , 

Trovare  la  correzione  dell’  ascensione  retta  e della  de- 
clinazione d’ ogni  punto  dell’eclittica, relativamente 
alla  diminuzione  dell’  obliquità , 

Trovare  i cangiamenti  dell’  ascensione  retta,  della  de- 
clinazione, e dell’angolo  di  posizione  degli  astri, per 
causa  della  precessione  degli  equinozj , 

Degli  effetti  della  nutazione, 

Degli  effetti  dell’aberrazione, 

Determinare  le  dimensioni  della  Terra,  supponendola 
di  figura  ellittica , 

Metodo  facile  per  tener  conto  dell’  ellitticità  della 
Terra,  nel  calcolo  delle  parallassi, 

Formole  per  il  calcolo  delle  diverse  parallassi , 

Trovare  la  distanza  apparente  de'  centri  di  due  astri , 
Tavola  degli  angoli  della  verticale,  e de’  logaritmi  dei 
raggi  terrestri , 

Trovare  la  longitudine  di  un  luogo  della  Terra , 

Trovare  la  correzione  delle  osservazioni  fatte  ad  un  re- 
ticolo di  45°,  non  situato  nella  giusta  direzione  del 
moto  diurno , • 

Della  correzion  degli  errori  delle  Osservazioni  prodotti 
dalla  differenza  fra  il  parallelo  vero  ed  il  parallelo 
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;e  delle  principali  materie. 

Trovare  il  momento,  nel  quale  il  moto  di  un  astro  in 
altezza  è il  più  rapido,  83 1 

Dedurre  l’altezza  meridiana  dalle  altezze  osservate 
in  prossimità  al  meridiano , 833 

Date  tre  altezze  di  un  astro  , ed  il  tempo  allorché  cias- 
cuna fu  osservata , trovare  l’ angolo  orario  e la  decli- 
nazione dell’  astro , e l’altezza  del  polo , 834 

Date  la  declinazione  e due  altezze  di  un  astro , coi  mo- 
menti in  cui  queste  sono  state  osservate  , trovare 
l’ angolo  orario  dell’  astro , e l’ altezza  del  polo , 835 

Ai  medesimi  dati  aggiunta  l’altezza  del  polo , trovare 
l’ angolo  orario , 836 


Date  tre  longitudini  e tre  latitudini  eliocentriche  o se- 
lenocentriche di  una  macchia,  trovar  l’inclinazione 
dell’equatore  solare  o lunare , il  luogo  de’  nodi  del 
detto  equatore,  e la  distanza  della  macchia  dal 
polo  di  rotazione , 

Cap.  XXII.  Delle  projezioni,e  de’planisferj  geografici  ed  as- 
tronomici. 
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Tavolai,  formala  & corrige  y/|  +^~ì 

Errori  scoperti  dopo  la  stampa  deli  Appendice. 

Art.  807,  lin.  i3;  dalla  parallasse  corrige  dal  logaritmo  della  pa- 
rallasse 

Art.  840,  lin.  2;  uguali  dappertutto  a quelli  di  latitudine  corrige 
uguali  fra  essi  in  tutta  la  carta 


Extra  it  des  registres  de  l’Acadèmie  Royale  des  Sciences , 
du  11  Février  178  6. 

MM.  de  la  Lande  et  Méchaik  ,-qui  avoient  étt?  nommés  pour  examiner  la 
Traiti  de  Trigonométrie  par  M.  Cagnoli  ,en  ayant  fait  leur  rapport , l'Acadd- 
mie  a jugd  cet  ouvrage  digne  d’étre  approuvd  et  imprimé  sous  sob  Privilege.  En 
foi  de  quoi  j’ai  signé  le  présent  certificai.  A Paris  le  1 1 Févricr  1786. 

le  Marquis  de  Condorcet, 
Secretaire  perperpétuel. 
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TRIGONOMETRIA. 


CAPITOLO  PRIMO. 

Definizioni , ed  Avvenimenti  preliminari. 

i. Trigonometria,  nome  Greco,  significa  misura  de‘  triangoli. 
Posta  la  cognizione  di  alcune  parti  del  triangolo , la  Trigonometria 
porge  i mezzi  di  rinvenire  il  valore  di  tutte  le  altre.  Questa  ope- 
razione si  chiama  risoluzione  de ‘ triangoli.  Le  parti  del  triangolo 
considerate  dalla  Trigonometria  sono  gli  angoli , e i lati.  La  misura 
delle  superficie  racchiuse  fra  i lati  spetta  più  propriamente  alla 
Geometria. 

2.  Facilmente  risalta,  quanto  sia  vasta  1’  utilità,  e grande  il  di- 
letto che  porge  la  Trigonometria , poiché  co’  suoi  calcoli  si  misu- 
rano esattamente  e agevolmente  le  distanze  accessibili,  e le  inac- 
cessibili : come,  per  esempio,  la  larghezza  di  una  fossa , di  un  fiume, 
di  un  lago  ; 1’  altezza  di  un  campanile , d’  una  montagna  ; le  di- 
mensioni di  un  rivellino,  e delle  altre  militari  fortificazioni;  le  dis- 
ianze de’  paesi  fra  loro  ; e finalmente  quelle  degli  astri  coi  loro  di- 
versi movimenti  nell’  immenso  spazio  dell’  Universo. 

3.  Il  triangolo  formato  da  linee  rette  , appartiene  alla  Trigono- 
metria piana , o rettilinea.  Se  i lati  sono  archi  di  circolo,  conside- 
rati o descritti  sopra  la  superficie  di  una  sfera  , la  risoluzione  del 
triangolo  forma  il  soggetto  della  Trigonometria  sferica. 

Suppongo  nota,  per  la  Geometria,  la  divisione  adottala  del  cir- 
colo in  36o  parti  eguali , dette  gradi;  coinè  pur , che  ogni  grado  si 
suddivide  in  Co  minuti , o sia  minuti  primi ; ogni  minuto  primo  in 
Co  secondi , ogni  secondo  in  Co  terzi,  e cosi  discorrendo.  Per  abbrc- 
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viatura,  volendo  accennar,  per  esempio,  un  arco  di  sei  gradi  venti- 
sene minuti  quarantotto  secondi,  si  scrive  6°  27'  48”. 

4.  La  Trigonometria  si  prevale  di  certe  linee , alle  quali  furono 
imposte  le  denominazioni  seguenù. 

Dg. 1.  : Dato  un  arco  minore  di  9©%  comeBD,  terminato  dai  raggi  CB  , 
CD , se  da  una  delle  estremità  , come  B , si  conduce  la  perpendico- 
lare BA  sopra  1’  altro  raggio  CD;  BA  chiamasi  il  seno,  AC  il  coseno, 
e AD  il  seno  verso  dell’  arco  BD , o sia  dell’  angolo  ACB.  La  per- 
pendicolare è dunque  il  seno  , la  parte  di  raggio  intercetta  fra  essa 
perpendicolare  ed  il  centro  è il  coseno  , e la  porzione  di  raggio 
che  resta  fra  la  perpendicolare  e 1’  arco,  vale  a dire,  la  differenza 
fra  il  raggio  e il  coseno , è il  seno  verso , che  a ppellasi  pure  freccia , 
e saetta. 

. Poiché  un  angqlo  riceve  il  suo  valore  dall’  arco  clic  lo  misura 
nomineremo  ora  1’  uno  ora  l’ altro  indifferentemente.  Ora  (3)  l’ arco 
appartiene  alla  Trigonometria  sferica,  e 1’  angolo  formato  da  due 
linee  rette  alla  piana.  Dunque  tutto  ciò  che  diremo  delle  linee  tri- 
gonometriche spetta  ugualmente  alle  due  Trigonometrie.  Questa  è 
la  ragione,  per  cui  non  abbiamo  diviso  in  due  parti  quest’  Opera. 

5.  Per  le  definizioni  ora  date,  se  BE  sia  perpendicolare  a CF, 
BE  sarà  il  seno  , CE  il  coseno , EF  il  seno  verso  di  BF.  Suppon- 
gasi che  BF  sia  complemento  a 90°  dell’  arco  I3D,  vale  a dire, 
che  ACE  sia  angolo  retto  ; B E sarà  parallela  ed  eguale  ad  AC , CE 
sarà  parallela  ed  eguale  ad  AB;  cioè  seno  di  BF= coseno  di  BD  = 
coseno  di  (90°  — BF) , e coseno  di  BF  = seno  di  BD  ==  seno  di 
(90°  — BF).  Dunque  il  seno  di  un  angolo  è uguale  al  coseno  del 
complemento  di  esso  angolo  ; ed  il  coseno  è uguale  al  seno  del  com- 
plemento, il  qual  fu  anche  detto  .reno  secondo.  Onde  seno  40°  = 
coseno  45°,  il  che  è pure  evidente  , poiché  allora  il  triangolo  ret- 
tangolo, nel  quale  sono  considerati,  è anche  isoscele.  ^ 

EF  si  chiama  coseno  verso  di  BD,  e AD  coseno  verso  di  BF.  Onde 
il  coseno  verso  non  è altro , che  la  differenza  fra  il  raggio  ed  il  seno. 

6.  Se  la  perpendicolare  (4)  si  menasse  dall’  altra  estremità  D 
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sopra  il  raggio  GB,  no  nascerebbe  un  triangolo  eguale  affatto  ad 
ABC,  poiché  àmbi  avrebbero  un  angolo  retto  , 1’  angolo  C co- 
mune, e l’ ipotcnusa  BC  dell’  uno  eguale  all’  ipotenusa  CD  dell’ 
altro.  Dunque  la  nuova  perpendicolare  sarebbe  eguale  a BA,-  e 
dividerebbe  BC  in  due  parti  respettivàmente  eguali  ad  AC  e a AD. 

I risultati  sono  dunque  gli  stessi;  da  qualunque  delle  due  estremità 
di  un  arco  si  faccia  partir  la  perpendicolare. 

7.  Elevando  una  perpendicolare,  come  DG,  dall’estremità  di 
uno  de’  raggi  CD  finché  s’  incontri  con  1’  altro  CB  prolungato  , là 
perpendicolare  DG  dicesi  la  tangente , ed  il  raggio  prolungato  CG 
la  secante , dell’  arco  BD. 

4 

Per  la  stessa  ragione  , FH  essendo  la  tangente,  CH  la  secante, 
di  BF  complemento  di  BD,  la  prima  si  nomina  cotangènte ',  e là 
seconda  cosecante  dell’  angolo  ACB.  Così  DG  è la  cotangènte, 
CG  la  cosecante  di  BF. 

8.  Per  abbreviatura  si  scrìve,  R in  vece  di  raggio,  sen.  iil  luogo 
di  seno,  cos.  per  coseno ; tang.,  cot. , sec.,  cosec.,  in  vece  di  tan- 
gente, cotangente , secante,  cosecante  ; così  sen.v.  e cos.  v.  In  Cam- 
bio di  seno  verso  e coseno  verso.  Per  esempio,  seti,  fi  D sigili  fica 
seno  dell’  arco  BD;  e sen.BCD- significa  seno  dell’  angolo  BCD. 

Useremo  pure  log.  in  vece  di  logaritmo,  00  in  vece  di  infinito, 
e compì,  per  significare  complemento  aritmetico  fi 194)»  a 
vuol  dire  a più  grande  di  b , e a <£  b il- contrario  cioè , a minore 
di  b.  Uso  inoltre  il  segno  seguente  CO  per  indicare  la  differenza  po- 
sitiva fra  due  quantità  , cioè  per  indicare  che  la  più  piccola  deve 
esser  sottratta  dalla  più  grande.  Per  esempio,  a 00  b significa  a — b 
quando  <z  > ù,  e b — a quando  a < b.  Conseguentemente  rt  cn  b si 
puè  leggere  la  differènza  fiositiva  fra  ào  b,  e a !£  b si  può  leggere 
la  somma, ji  làdiffeYerrÉàpositàèa  diaedi&.i  ' 1 1 . 

Finalmcntè,  per  aver  più  frequènte  la  facilità  di  denotare  gli  an- 
goli con  una  lettera  sola,  ho  situato  spesso  la  lettera  dentro  la  fi- 
gura, fra  i lati  che  formano  l1.  angolo  che  denoto  con  essa  lettela. 
Così , pei  esempio,inellasfig.  i-per  angolo  C intendo  ACB. 

Aij 
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9.  Avverto  i giovani  lettori , che  farò  un  uso  continuo  delle 
seguenti  trasformazioni , di  cui  sarebbe  troppo  lungo  , e nojoso  ai 
provetti , il  dar  la  spiegazione  di  volta  in  volta.  Se  non  sapessero 
d’ Algebra  quanto  occorre  per  intenderle  tutte,  ed  averle  familiari, 
la  miglior  via  per  capacitarsi  presto,  sarà  quella  di  metter  numeri  a 
volontà  in  vece  delle  lettere , e vedere  se  1’  espressioni  diano  il 
conto  giusto. 

Ogni  ragione  geometrica  moltiplicata,  o divisa , per  una  mede- 
sima quantità  non  cangia  valore.  Onde  in  generale  y a \ b \ \ 1 
. - . . i . 1 . . am  . bm  . - 


Ogni  frazione  è una  ragione  geometrica , onde  ~b  è la  stessa  cosa, 
die  a ; b , anzi  qualche  Autore  preferisce  questa  maniera  di  scri- 
vere alla  precedente.  Perciò  la  regola  data  per  le  ragioni  conviene 
ad  ogni  frazione. 

10.  Le  proporzioni  geometriche  ammettono  ogni  trasforma- 
zione , che  non  alteri  1’  uguaglianza  fra  il  prodotto  de’  termini  medj 
e quello  degli  estremi.  Onde,  a \ b \ \ c \ d , questa  proporzione 
potrà  variarsi  come  segue  : * 

, t 

ch-ò  ; a — b ; ; c d ; c — d 
az±:b  \ a \ \ c±  d ; c 
a±b  ; b ' ^ c±  d ‘ d 
a ; azhb  \ \ c ' c ±d 
b ; a±b  ; * d \ c±d 

11.  Il  segno  doppio  ±>  impiegato  per  brevità  , significa  che 
quando  si  prende  il  positivo  in  una  ragione  , convien  prendere  il 
positivo  anche  nell’  altra.  Lo  stesso  sia  detto  del  segno  negativo. 
In  generale  nelle  equazioni  e proporzioni , ove  si  troverà  il  segno 
doppio  rtr,  ovvero  rp,  s’ intende  die  quando  si  prende  il  segno 
superiore  in  un  termine  conviene  prendere  il  superiore  in  tutti  gli 
altri  termini.  E così  deve  farsi  del  segno  inferiore. 

12.  La  proporzione  fondamentale  a \ b ” c * d,  potendosi 
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volgere , come  segue , a * c * ’ b \ d,  ne  risulta  die  le  trasfor- 
mazioni date  di  sopra  (io)  hanno  ancor  luogo , mettendo  per  tutto 
c in  vece  di  b , e b in  vece  di  c. 

Abbiamo  supposto  il  primo  termine  maggior  del  secondo,  e per 
conseguenza  il  terzo  maggior  del  quarto.  Quando  il  contrario  avrà 
luogo,  come  nella  seguente  2 ; 4 ' ' 3 I 6,  si  rovescieranno  le  pro- 
porzioni , scrivendo  6 ] 3 [ 4 I 2 ; e paragonando  questa  con  la 
generale  a \ b \ \ c \ d,  cioè  facendo  a = 6,  b =3,  &c.,  la  pro- 
porzione rovesciata  diverrà  suscettibile  di  tutte  le  trasformazioni 
indicate  di  sopra. 

Finalmente  se  due  proporzioni  avessero  comuni  i termini  medj, 
ovvero  gli  estremi  , come  a \ b \ \ c \ d,  c a m \ \ n \ d,  sarà 
b : m ::  n : c. 

1 3.  11  moltiplicare  o divider  due  proporzioni  l’ una  per  l’ altra  , 
termine  a termine,  non  distrugge  La  proporzione.  Combinando  in 
queste  due  maniere  1’  analogia , m •*  n\  \ p \ q , con  la  prece- 
dente (io)  , a \ b \ \ c \ d y si  avrà  , ani  \ bn  * * cp  \ dq  , e 

*rn  : f : : \ : ; » ° vero  " : l - : ? ’ 1>er  la  stessa  ragione  , sarà 
a1  ! ' ’ c3  ; <P  ; e per  conseguenza  \/a  * y/  b * * y/  c I y/  d. 

Similmente  il  moltiplicare , o dividere  un’  equazione  per  una 
medesima  quantità,  come  pure  il  sottrarla , o 1’  aggiungerla  a cia- 
scun dei  due  membri , non  altera  1’  equazione.  Sia  ad=bc;  si 
avrà  amd  — bme.  e — = — . e ad -f-  m — bc  -4-  m , e ad  — 

* n rt  • 


n = bc  — n. 

14.  PeT  introdurre  un  fattore  sotto  il  segno  radicale , conviene 
elevarlo  alla  potenza  indicata  dall’  esponente  del  radicale  , e mol- 
tiplicarlo perogni  termine  contenuto  sotto  il  radicale.  Viceversa  per 
estraere  una  quantità  di  sotto  al  segno  redigale , conviene  dividere 
per  essa  ogni  termine  contenuto  sotto  il  radicale  , indi  mettere  la 
radice  di  essa  quantità  per  fattore  del  radicale.  Onde^y/  m’-t-zi* 


= T N/  q>  j 


n1  -h  a*  n1  = a \/ — = \/ 

a m , / n* 

= — V1 


a*  m*  -f-  a*  n* 


an  y- 
T A 
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Se  la  quantità  da  estraere  fosso  un  divisore , allora  si  moltipli- 
cherà , in  vece  di  dividere , 1’  cspression  sotto  il  radicale.  Onde 

\/  m*  -t-  = -J-  y/m 1 r1  -+■  n\ 

15.  Ho  veduto  de’  principianti  arrestarsi  a certe  trasforma- 
zioni, volendo  intenderle  con  la  mente,  senza  pensare  a verificarle 
con  la  penna.  Per  esempio,  se  si  ponesse  ab  in  luogo  di  (— ^ — 
( ° ~ ' 'y  » basta  formar  per  disteso  i quadrati  indicali  dagli  espo- 
nenti, e fatta  la  sottrazione  si  vedrà  clic  il  resto  è ab.  Similmente  si 
trova  che  o*-t -b1  èia  stessa  cosa  che  i 
simili  casi  bisogna  dunque  far  le  operazioni  indicate  dall’  espres- 
sione , quando  si  vuole  verificarla  ed  intenderla. 

16.  Ogni  quantità,  che  variando  passa  per  zero , si  cangia  di 

positiva  in  negativa , o di  negativa  in  positiva.  Questa  verità  deve 
esser  già  nota,  essendo  nella  natura  delle  progressioni.  Per  esem- 
pio , in  questa  serie  aritmetica  decrescente  — 3 • 2 • i • o • — 
1 • — 2 . — 3 , si  vede  che  la  quantità  3 , per  via  di  diminu- 
zioni successive  , è passata  per  zero  , ed  è divenuta  — 3 , come 
sarebbe  avvenuto , se  le  diminuzioni  fossero  state  fatte  tutte  ad 
un  tratto , sottraendo  6 da  3.  Manifesto  è dunque  il  cangiamento 
del  segno  positivo  in  negativo  ; ma  non  lo  è niente  meno  quello 
del  segno  negativo  in  positivo  , bastando  a mostrarlo  la  mede- 
sima progressione  data  in  esempio , qualor  si  rovescj  come  segue  ; 
-j 3*  — 2 • — i • o • ì • 2 • 3 • 

Vedremo  fra  poco  (36)  che  questa  regola  induce  un’  egual  me- 
tamorfosi nelle  quantità  che  passano  per  1’  infinito  ; il  che  è pivi 
astratto  a conoscersi  a priori.  : 


y - <^y- 1- 
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Valor  relativo  delle  linee  trigonometriche. 

17.  Allorché  BCD  = 45°,  il  triangolo  rettangolo  CDG  è isos-  Fig.  1. 
cele,  e DG  = CD.  Dunque  tang.  45°=  R = cot.  45°. 

Ma  vedremo  (34)  che  tang.  90°  è infinita , nel  mentre  clic  1’ 
arco  di  po°  non  è altro  che  il  doppio  di  quello  di  4 5°.  Si  cominci 
dunque  ad  osservare  1’  enorme  sproporzione  che  passa  fra  la  marcia 
degli  angoli , e quella  delle  loro  tangenti. 

18.  Per  la  definizione  (4),  è facile  di  comprendere  , che  il  seno 
di  un  arco  non  è altro  che  la  metà  della  corda  dell’  arco  doppio. 

Si  sa  che  la  corda  di  6o°  è uguale  al  raggio.  Dunque  sen.3o°=j  R. 

Ma  vedremo  (34)  che  sen.  <jo°  = R (donde  il  raggio  si  chiama 
pure  seno  massimo , seno  totale , seno  tutto,  seno  intero , seno 
retto).  Si  ponga  dunque  nella  mente  di  buon’  ora,  che  anche  iseni 
non  crescono  in  proporzione  con  gli  archi. 

19.  Ogni  corda  divide  il  circolo  in  due  segmenti,  ciascuno  de’ 
quali  è supplemento  dell’  altro  a 36o°.  Un  arco  MTY  maggiore  di 
1800  non  può  dunque  avere  altra  corda  che  quella  del  suo  supple-^ 
mento  YDM  a 36o°.  Dunque  il  seno  ML  della  metà  DM  di  questo 
secondo  arco  (18)  è necessariamente  lo  stesso  che  il  seno. della 
metà  MT  del  primo.  Dunque  un  angolo  ottuso  TCM  non  può  avere 
altro  séno  che  quello  dell’  angolo  acuto  DCM,  che  è suo  supple- 
mento a 1 8o°.  Vedremo  ben  presto  che  la  stessa  promiscuità  ha 
luogo  per  le  altre  linee  trigonometriche. 

20.  Supponendo  sempre  DCF  = 90°,  i triangoli  simili  BCA, 

CCD , FCH  danno  le  proporzioni  seguenti. 

ac  : ab  ::  cd  : gd,  gd  : cd  ::  cf  : fh, 
ac  : bc  ::  cd  : cg,  ab  : bc  ::  cf  : ch. 

Sostituendo  le  denominazioni  trigonometriche  , relativamente 
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ad  un  arco  qualunque  BD,  che  noi  chiameremo  generalmente  A, 
si  avrà 

21.  Cos.A  I sen.A  URI  tang.A  = R x ,fn'\ 

O CO».  A 

22.  Tang.A  I R II  R I cotA  = -^=  fa.). 

® tang.A  *trn.  A 1 v / 

23.  cos.a  : r ::  r : sec.A  = 

cos.A 

24.  Sen.A  I R 1 1 R I cosec.A  = R n . 

25.  L’  espression  generale  R del  raggio  basta  per  far  vedere  , 

che  le  equazioni  trigonometriche  sono  vere,  qualunque  sia  la  gran- 
dezza del  circolo  , in  cui  si  considerano.  Il  valore  del  raggio  è 
dunque  arbitrario  , purché  stabilito  una  volta  si  conservi  costante , 
altrimenti  ogni  linea  trigonometrica  varierà  in  proporzione  de* 
raggi.  Se  in  vece  di  BC  si  prenda  per  raggio  CG,  e si  descriva 
r arco  GQ,  il  seno  dell’  angolo  C non  sarà  più  BA,  ina  GD.  Ora 
BA  I BC  II  GD  I CG.  Lo  stesso  si  troverà  per  ogni  altra  linea. 
Dunque  la  ragione  fra  ogni  linea  trigonometrica  e il  raggio  è cos- 
tante, avendosi  sempre  (9) , 5-^  [77-  Però  in  generale  sia  L una 

linea  trigonometrica  per  un  raggio  R,  e L'  la  stessa  linea  per  un  rag- 
gio R' , sempre  si  avrà  R I L 1 1 R'  I L'  = L-^~  = LRr , se  si  fa 
R=  1 ; cli’è  il  valor  che  vicn  dato  al  raggio  comunemente  con  ottimo 
consiglio , poiché  simplifica  mirabilmente  i calcoli  e le  espressioni. 
Dato  un  valore  al  raggio,  vedremo  in  progresso , come  si  trovi  il 
valore  d’ ogni  linea  trigonometrica  relativamente  a quello  del  raggio. 

26.  Intanto  si  osservi  nelle  equazioni  (22,  23,  24) , che  poJlo 
una  volta  il  valore  del  raggio,  quello  della  cotangente  dipende  da 
quello  della  tangente  , quello  della  secante  da  quello  del  coseno, 
e quello  della  cosecante  da  quello  del  seno  ; e reciprocamente. 

27.  Quindi  è facile  ad  intendere  la  ragione,  per  cui  non  si  fa 
quasi  mai  uso  nella  Trigonometria  della  secante  e della  cosecante  , 
essendo  sempre  agevole  il  sostituire  in  vece  loro  il  coseno  ed  il 
seno  per  mezzo  delle  equazioni  (a3,  24).  Potrebbe  sopprimersi 

parimente 
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parimente  l’ uso  delle  cotangenti , ma  in  pratica  si  vedrà  che  questo 
riesce  sovente  comodo. 

28.  I triangoli  rettangoli  CAB,  CDG,  CFH,  per  la  famosa  prò-  Fig.  1. 
prictà  dell’ ipotcnusa,  somministrano  le  equazioni  seguenti  : BCJ= 
ABI-t-AC1  = CD1  = CG1  — DG1  = CF1  = CH* — FH»;  o 

vero  II1  = sen.’A  -t-  cos.aA  = sec.’A — tang.1A=  cosec.’A  — 
cot.’A. 

29.  Dunque  sec. A = v/ (B.1-t-tang.5A)  = (23). 

30.  E cosec.A  = \/  (R1  -+-  cot.’A)  = , (24)* 

31.  Ora  ponendo  nell’  analogia  (21)  il  valore  di  cos.A  tiralo 

dall’  ultima  equazione  (29) , si  avrà  sen.A  — ; e po- 
nendo nell’equazione  (22),  cot.  A — R.  , il  valore  di  sen.A 

preso  nell’  ultima  (3o) , si  avrà  cos.A  = + 

32.  Simihnente  ponendo  nell’  analogia  (21)  una  volta  il  valore 
di  sen.A,  e uri  altra  quello  di  cos.A,  tirati  dall’ equazione  (28),  R’= 
sen.’A  -4-  cos.’A , si  hanno  le  seguenti  : 

f.n_  A R x Sfn. A y/(RR  — coa.'A) 

O y/ scn.'A)  1\  X cos.A 

33.  Se  r angolo  C cresce,  e diviene  , per  esempio , MCD,  si 
vede  che  anche  il  seno  ML,  la  tangente  DK,  e la  secante  CK 
sono  maggiori  di  quel  che  fossero  per  l’angolo  C.  All’  incontro  il 
coseno  CL,  la  cotangente  FI,  e la  cosecante  CI  sono  divenute 
minori. 

34 . Se  F angolo  cresce  fino  ad  essere  di  90%  è chiaro  per  l’ispe- 
zione della  figura , che  il  seno  e la  cosecante  diventano  eguali  al 
raggio , col  quale  si  confondono  ; il  coseno  e la  cotangente  si  ridu- 
cono a zero  ; la  tangente  e la  secante  sono  infinite  , poiché  dive- 
nute parallele  non  possono  più  incontrarsi  (7). 

35.  Se  l’angolo  seguita  a crescere  e diviene  ottuso,  come  D CO, 
non  possono  più  eseguirsi  le  definizioni  ( 4 , 7) , ed  è forza  il  ricor- 
rere alle  linee  trigonometriche  del  supplemento  TCO,  facendole 

B 
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promiscue  , come  si  è veduto  (19)  essere  di  necessità  perii  seno 
(ed  in  conseguenza  (26)  per  la  cosecante).  Da  questa  necessità 
nascono  veramente  i casi  dubbj , ne’  quali  non  è possibile  il  discer- 
nere,  per  la  sola  Trigonometria,  se  un  dato  seno  (o  cosecante) 
appartenga  ad  un  angolo  acuto,  od  al  suo  supplemento.  Ma  a tale 
inconveniente  non  vanno  soggette  le  altre  linee  trigonometriche , 
poiché  il  segno  negativo  distingue  quelle  dell’  angolo  ottuso. 

Dg-  >•  3 6.  Di  fatti  adottando  per  coseno  dell’  angolo  ottuso  DCO  il 

coseno  CP  del  supplemento  TCO,  si  osserverà  che  il  coseno  CA 
diminuendo  sempre  a misura  che  l’arco  primitivo  BD  aumentò , è 
passato  finalmente  per  zero  (34)  avanti  di  progredire  nella  dire- 
zione CP.  Dunque  (16)  il  coseno  di  un  angolo  ottuso  è negativo  , 
e,  perla  stessa  ragione,  la  cotangente,  clic  nel  nostro  caso  è FN. 
Ma  (23) , cos.  = , c (22),  cot.  = Dunque  allorché  il  co- 

seno e la  cotangente  sono  negativi , la  secante  e la  tangente  convien 
che  lo  siano  pure;  giacché  il  raggio  è una  quantità  reale,  il  di  cui 
quadrato  non  può  mai  essere  negativo.  Dunque  la  tangente,  e la 
secante  deir  angolo  ottuso  sono  negative.  Ma  esse  erano  divenute 
infinite , quando  1’  angolo  giunse  a 90%  (34  ).  Dunque  le  quantità, 
che  variando  passano  per  l’ infinito , si  cangiano  di  positive  in  ne- 
gative, o viceversa  (38),  egualmente  come  quelle  che  passano 
per  zero  (16).  Dunque  la  cosecante , ed  il  seno  dell’  angolo  ottuso, 
non  essendo  passati  nè  per  zero  nè  peri’  infinito,  continuano  ad 
essere  positivi.  Per  non  risparmiar  chiarezza  aggiungerò,  che  1’  an- 
golo ottuso  DCO  ha  CN  per  cosecante,  CU  per  secante , e TU  per 
tangente. 

37.  Considerando  la  figura  , e le  cose  dette  , si  comprenderà 
facilmente,  che  se  1’  arco  cresce  fino  ad  essere  di  180°,  il  seno  e la 
tangente  divengono  nulli , la  cotangente  e la  cosecante  infinite , il 
coseno  e la  secante  eguali  al  raggio. 

38.  Nell’  Astronomia  si  contano  le  longitudini  e le  ascensioni 
rette  degli  astri  da  o°  fino  a 36o°.  Si  ha  dunque  bisogno  delle  linee 
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trigonometriche  anche  nel  terzo  e nell’  ultimo  quarto  del  circolo.' 
Sorpassando  per  brevità  la  secante  c la  cosecante  (27);  se  si  pro- 
cede col  metodo  , e con  le  regole  ( 16,  36) , si  troverà  che  da  180° 
a 270°  il  seno  e il  coseno  sono  negativi , la  tangente  e la  cotangente 
positive.  Un  ateo  maggiore  di  180*,  come  DFTS,  haRS  per  seno, 
CR  por-coseno,  TZ  per  tangente,  VX  per  cotangente. 

• 3p.  Al  giunger  dell’  arco  a 270%  il  seno  diviene  eguale  al  raggio, 

la  tangente  infinita  , il  coseno  e la  cotangente  si  riducono  a zero. 

40.  Dunque  nell’  ultimo  quarto  del  circolo  Un  arco  qualuhque, 
come  DFTVY,  avrà  (16,  36)  il  ooseno -positivo,  il  seno,  la  tan- 
gente e la  cotangente  negativi.  • • 

41.  Finalmente  cresciuto  1’  arco  fino  a 36o°,  che  è il  punto 
stesso,  dal  quale  cominciò  a nascere,  ed  a contatti , 11  seno  c la 
tangente  divengono  nulli,  il  coseno  eguale  al  raggio,  e la  cotan- 
gente infinita. 

42.  La  tavola  seguente  servirà  di  ricapitolazione  delle  cose 
dette,  e potrà  consultarsi  più  comodamente  nell’  uso  praticojjio 
omesso  la  cotangente , la  secante  e la  cosecante,  poiché  i loro  segni 
sono  gli  stessi  respettivamente  (26,  36)  che  quelli  della  tangente, 
■del  coseno  e del  seno.  Indicai  quando  queste  lince  sono  eguali  a 
zero , all’  infinito  , od  al  raggio , ponendo  in  vece  dell'  ultimo 
1’  unità  (25).  Si  osserverà  che  la  cotangente,  la  secante  e la  cose- 
cante sono  infinite , allorché  le  corrispondenti  in  ragione  inversa 
(22,  23,  24),  cioè  la  tangente,  il  coseno  ed  il  seno  sono  eguali 
a zero.  Quando  una  linea  perviene  a zero , o all’  infinito  , le  ho 
dato  quel  segno  che  aveva  prima  di  giungervi.  Per  altro  sarebbe 
inutile  il  discutere  qual  segno  le  convenga  in  quel  punto,  giacche 
la  concordia  delle  equazioni  trigonometriche  reggerebbe  ugual- 
mente , se  si  cangiassero  i segni  nelP  atto  di  toccar  l’infinito  , od  il 
zero , purché  si  tenga  costantemente  una  regola  sola. 
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Tavola  de  Segni  delle  linee  trigonometriche  ne’  quattro  quarti 

del  Circolo. 


Arco* 

• 

Sen  0. 

Coseno. 

Tang. 

A o°  od  a 

3(?o6.  . . 

— 0 

, 

. . . — 0 

Dopo  o°  fino  a 
a 

90°.  . . 

00°.  . . 

. . . H-00 

Dopo  90°  fino  a 
a 

180°.  . . 

1 8o°» . . 

...  — t—  0 . 

>-  • • • 1 1 

. . . — 0 

Dopo  180°  fino  a 
a 

270°.  . . 

270°.  . . 

—0 

. . . -t-eex- 

Dopo  270°  fino  a 

36o°.  . . 

• • . • ..  , 

. . . . — t*  . . 

• • • ' “ 

43.  Ponendo  R = 1 , (25),  si  ha  (18) , sen.3o°==  ì;  ma  (28)^ 
cos.3  3o°  = R3  — sen.3  3o°  = 1 — j = f : dunque  cos.3o°  = \/ 1 
= if/3,  ( 1 3). 

44-  Similmente  avendosi  (28),  R3  = sen.3  45e-t- cos.3  45°= 
(5)  2 sen.345°  = 1,  risulta  sen. 45°  = y/\  = 

Siccome  abbiamo  trovato  il  valore  del  seno  e del  coseno,  di 
3o°  e di  45°,  così  fu  calcolato  dai  Geometri,  per  via  d’  altre  forinole 
che  vedremo  a suo  luogo  , il  valore  del  seno , tangente  e secante 
d’  ogni  arco  da  o°  fino  a 90°,  di  grado  in  grado,  ed  anche  di  mi- 
nuto in  minuto.  Le  tavole  da  essi  formate  contengono  dunque  la 
relazione  costante  (20),  clic  passa  fra  il  raggio  del  circolo,  cd  ogni 
linea  trigonometrica. 
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Idea  preliminare  della  risoluzione  de  triangoli 
rettilinei. 

4 6.  Sogliono  i principianti  disgustarsi  d’  esser  condotti  nelle 
scienze  per  lunghe  teorie  elementari  senza  vederne  l’ utilità  pratica. 

Serva  questo  breve  capitolo  per  far  loro  intingere  il  labbro  nelle 
applicazioni  della  Trigonometria. 

Poiché  AB  è il  seno,  e AC  il  coseno  dell’  arco  BD  descritto  dal  Fig.  i.. 
raggio  BC , saranno  dunque  vere  le  seguenti  analogie: 

bc  : ab  ::  r : sen.c,  bc  : ac  ::  r : cos.c. 

Ma  in  ogni  triangolo  rettangolo  si  può  concepir  che  l’ ipotcnusa 
descriva  un  arco,  come  BD , il  qual  vada  ad  incontrare  uno  de’ lati 
prolungato  , qual  è (CA-f-AD).  Dunque  in  ogni  triangolo  rettati -■ 
gola  l’ipotcnusa  sta  al  raggio,  come  un  lato  sta  al  seno  dell’  angolo 
opposto,  o vero;  come  un  lato  sta  al  coseno  dell’  angolo  adjacente: 

47.  A prima  vista  sembra  ai  principianti , che  non  si  possa 
cavare  alcun  frutto  da  queste  proporzioni , quasi  che  contenessero 
un  circolo  vizioso , come  se  si  dicesse  2 I 1 ! I 2 I 1 , atteso  che 
non  sono  altro  che  la  ripetizione  delle  definizioni  (4).  Si  rammen- 
tino clic  R ! scn.C  (lo  stesso  s’ intenda  di  R .'  cos.C)  è una  ragione 
costante  (20),  qualunque  sia  la  grandezza  dell’  ipotcnusa  che 
qui  rappresenta  il  raggio;  purché  l’ angolo C non  muli  : onde  anche 
GC  CD  ! R ! sen.C.  L’arte  della  Trigonometria  consiste  dunque 
in  questo  , che  il  conoscere  un  angolo  in  un  triangolo  rettangolo 
basta  per  render  palese  la  relazione  che  passa  fra  l’ ipotenusa , e 
ciascuno  de’  lati.  Donde  ne  viene  che,  se  oltre  1’  angolo  si-conosca 
il  valore  assoluto  di  un  lato,  la  Trigonometria  manifesta  con  un 
tratto  di  penna,  per  così  dire  , il  valore  assoluto  dell’  ipotenus<>; 
e viceversa  : come  si  toccherà  con  mano  negli  esempj  seguenti. 


/ 


Digitized  by  Google 


14  C a p.  III.  Idea  preliminare 

,'Fig.  i.  48.  Si  supponga  die  CL  sia  una  distanza  di  tre  miglia,  la  qual  sia 
già  nota  , e die  si  desideri  di  sapere  quanta  sia  la  distanza  CM,  la 
quale  non  possa  misurarsi  con  la  pertica , o perchè  un  fiume  vi 
passi  per  mezzo , o perchè  altro  impedimento  si  opponga.  Senza 
partire  dal  punto  C si  otterrà  1’  intento,  e con  molto  minor  fatica, 
sol  che  si  misuri  di  quanti  gradi  sia  1’  angolo  MCL;  la  qual  misura 
vedremo  a suo  luogo  , come  si  prenda  con  facilità.  Suppongo  che 
siasi  trovato  MCL  = 6o°.  Dunque  cos.MCL  = cos.6o°  = (5) 
sen.3o°=|R,(i8).  E però  sarà  (46),  MC  ! CL  ! R.  I cos.MCL  il 
A ! {R  !!  1 ! (9).  Dunque  MC  è una  distanza  doppia  di  CL, 

cioè  di  sei  miglia. 

Nel  modo  stesso,  supponendo  MCL  = 6o°,  se  la  distanza 
cognita  fosse  C D,  di  nove  miglia , si  troverà  CK  di  miglia  diciotto. 

Similmente,  sia  l’angolo  misurato  C = 36°  52',  la  distanza 
cognita  AC  di  sei  miglia,  e si  cerchi  BC.  Poiché  si  ha  dalle  tavole 

(45),  r : cos.36° 52'  ::  i : o,8;  sarà  (46),  bc  : ac  ::  r : 

cos.C  1 1 ì I 0,8.  E però  BC  = ^ = 7,5.  Dunque  BC  è 

una  distanza  di  miglia  sette  e mezzo. 

Se  invece  di  AC,  la  distanza  cognita  fosse  CD  di  nove  miglia, 
si  avrebbe  CG  I CD  ! I 1 I 0,8,  o sia  CG=  CAÌ- — 9a  = 1 1 , 25. 
Onde  CG  tirerebbe  miglia  1 1 J. 

Tanto  basti  per  un’  idea  della  risoluzione  de’ triangoli  rettangoli. 
Fig.  ì 49-  Se  il  triangolo  è obliquangolo,  come  ABC,  diviene  ora  fac  ile 
c la  sua  risoluzione  , convertendolo  in  due  triangoli  rettangoli  BCD, 
ACD,  col  mezzo  della  perpendicolare  CD,  calata  da  uno  qual  si 
voglia  degli  angoli,  come  C,  sopra  il  lato  opposto,  come  AB,  pro- 
lungato, se  fa  di  bisogno,  come  nella  fig.  3.  Si  ha  quindi  (46),  R l 

scn.B  bc  : cD=^;n,  B,  eii  : sen.A  : : ac  : cd= ACx;,n  A. 

Dunque  ponendo  in  equazione  i due  valori  trovati  di  CD , si  ha 
.BC  X sen.B  = AC  X sen.A  ; e riducendo  in  proporzione  , 

BC  ! AC  I ! sen.A  I sen.B. 
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Se  si  riflette  che  (fìg.  3)  sen.  A = sen.CAD  = sen.CAB,  (19),  e 
che  le  fìg.  2 e 3 , nelle  quali  non  abbiamo  fissato  la  grandezza  degli 
angoli , nè  dei  lati,  rappresentano  ogni  triangolo  obliquangolo  pos- 
sibile (ifclie  sia  detto  una  volta  per  sempre) , si  ricaverà  dall’  ultima 
proporzione  la  seguente  regola  generale  : i lati  di  un  triangolo  ret- 
tilineo sono  proporzionali  ai  seni  degli  angoli  opposti. 

Questa  regola  è comune  evidentemente  ai  triangoli  rettangoli, 
poiché,  per  esempio  , nella  proporzione  R I sen. A ! ! AC  .'CD,. 

R non  è altro  che  il  seno  (18)  dell'  angolo  retto  D opposto  all’  ipo- 
tenusa AC. 

La  stessa  regola  congiunta  con  1’  altra  ( 18)  ci  fa  poi  conoscere  ,- 
che  sebbene  il  lato  maggiore  sia  sempre  opposto  all’  angolo  mag- 
giore, e viceversa , pur  non  vi  ha  proporzione  fra  i lati,  e gli  angoli 
opposti. 

5o..  Esempio  della  risoluzione  del  triangolo  obliquangolo;  Sia  F*g>  7* 
cognita  la  distanza  AC  di  pertiche  1000,  e col  mezzo  degl’  istro- 
menti  convenevoli , di  cui  parleremo  a suo  tempo  , siansi  trovati , 

B = 53°  8',  e A = 3i°  20'.  Si  ha  nelle  tavole  sen.53°  8’  = 0,8  ; 
e sen.3i°  20'  = o,5a.  Dunque  (49)»  BC  — = 

-003-*  0’?1  = ^2  = 65o.  Però,  senza  misurar  colla  pertica  la  dis- 
tanza BC,  la  Trigonometria  fa  sapere  coll’  ultima  precisione  eli’  essa 
è di  65o  pertiche. 

Questa  non  è che  una  sola  maniera  di  risolvere  i triangoli  obli- 
quangoli , data  per  saggio.  Vedremo  le  altre  a suo  tempo  per  tutti  ii 
casi  e combinazioni. 
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CAPITOLO.  IV. 


Valori  relativi  delle  linee  trigonometriche  apparte- 
nenti alla  somma,  o alla  differenza  di  due  archi , 
e agli  archi  moltiplici. 


-•  5i.  I pochi  principi  » che  abbiamo  fin  ora  esposti , faremo  che 
bastino  per  condurci  a tutti  i teoremi  della  Trigonometria , e spin- 
gerci avanti  in  questa  scienza , sia  coll'  uso  degli  stessi  metodi  e 
regole  , sia  per  mezzo  di  pure  sostituzioni.  Tale  facilità  mi  pro- 
curerà l’ indulgenza  di  que’  lettori,  i quali  notassero  qualche  pro- 
lissità ne’  capitoli  precedenti , dove  importava  non  risparmiar  chia- 
rezza. 

Problema.  Conoscendo  i seni  e i coseni  di  due  archi,  trovare  i • 
seni  e i coseni  della  somma  e della  differenza  di  essi  archi. 

Dg-  2*  Rifletto,  clic  in  ogni  triangolo  rettilineo  la  somma  di  due  angoli 
è sempre  supplemento  del  terzo , o sia  che  in  un  triangolo  ABC  , 
per  esempio , A -4-  B = 180°  — AC  B , sicché  (19),  sen.ACB  = 
sen.(A-t-B).  Ciò  posto,  la  Trigonometria  trae  da  se  stessa  la  solu- 
zione , senza  bisogno  d’aver  ricorso  ai  triangoli  simili,  ed  a figure 
complicate. 

Di  fatti  ( 49) , AC  ! scn.B  ! i AB  I sen.ACB  ==  = 

sen.(A-t-B).  Ma,  supponendo  CD  perpendicolare  sul  lato  AB, 
si  ha  (46)  1 BC  I CD  I Il  ! scn.B  = n *j-n.  Sostituendo  questo 

valore  di  sen.B  nell’  equazione  precedente  (faremo  queste  sosti- 
tuzioni d’  ora  in  avanti  senza  dillo,  giacché  saltano  agli  occhi),  si 

avrà  sen.  (A  -+-  B)  ==  ^ra  AB  = BD  -4-  AD.  Dunque 

sen. 
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Delle  linee  trigonometriche  della  somma,  &c. 
sem  (A  -+-  B)  = 


>7 


rxcdxbd  ^ILxjtd.x^.  Ma(46)>S  = 


AC  X BC  ' AC  X BC 
BD  cos.B  CD  scn.B  AD  cos.A  r\ 

bc=—  i bc  = — >eÀc  = — • Dunque 


sen.(A-t~B)  = 


sen.  A ros.B  -4-  wn  B co*.  A 


Si.  Applicando  la  soluzione  medesima  alla  fìg.  3 , si  osserverà 
die  AB  = BD  — AD;  che  ACB  = 180®  — CAB  — B = 
CAD  — B ; e che  CAD  è l’angolo  A identifico  delle  equazioni 
e AE_  Con  queste  avvertenze  e cangiamenti , 

la  dimostrazione  precedente  darà 

,K  -n  v sen.Acos.B — «en.Bcos.A 

sen.(A  — B)  == - ^ * 

53.  (28),  cos.*(A  -+-  B)  = R®  — sen.®  (A  -4-  B)  = (5i) 

^ . Ma  COS.  13  = 

sen.®B,  e sen.’B  = R®  — cos.®B.  Sostituendo  questi  valori,  e 
notando  che  R4 — R®(sen.aA-t-cos.*A)  = (28)  R4  — R4  = o , si 


ha  cos.®(A  -4-B)  = 
estraendo  le  radici, 
cos.  (A 


cos.  *A  cos.  *B  — 1 scn.  A cos.  A sen. B cos.  B sen.  * A sen.  *B 


ed 


B) 


cos.A  cos.B  — scn. A sen. B 
R * 


54.  Operando  nel  modo  stesso  sulla  forinola  (52),  si  troverà 


cos.  (A  — B)  = 


cos.  A cos.  B -4-  sen.  A sen.  B 


La  soluzion  del  problema  ha  prodotto  quattro  equazioni,  delle 
quali  si  fa  uso  continuo  nella  Trigonometria.  Sarebbe  fuor  di  pro- 
posito il  citarle  perpetuamente  , e però  conviene  impararle  a 
memoria , il  che  è facilissimo , poiché  in  sostanza  si  riducono  a 
due,  e il  solo  cangiamento  del  segno  ne  forma  quattro: 

È facile  il  vedere,  che  le  stesse  equazioni  servono  a sviluppare 
i valori  de’ seni  e coseni  della  somma  e della  differenza  di  qual- 
sivoglia numero  di  archi.  Per  esempio,  sen. (A  -+-  B -f-  C)  = 
sen.(A-+-B  -4-  C)  = sen.Acos.(B  -t-  C ) -4-  cos.  A sen.  ( B -f-C) 
= sen. A cos.B  cos.C  — sen.A  sen.B  sen.C  -4-  cos.A  sen.B  cos.C 


cos.  A cos.B  sen.C.  Così  sen. (A  — B • 


C)=sen.(A — B — G) 
C* 
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18  Cap.  IV.  Delle  linee  trigonometriche 
= sen.Acos.(B  — C)  — cos.Asen.(B  — C)  = sen.A  cos.B  X 
cos.C  -t-  sen.A  sen.B  sen.C  — cos.A  sen.B  cos.C  cos.A  X 
cos.B  sen.C. 

55.  D’ ora  innanzi  abbrevieremo , ponendo  sempre  1 in  vece 
diR,  (25).  Ne’ casi  ove  il  raggio  sia  diverso  da  quello  delle  ta- 
vole , come  succede , per  esempio , nella  risoluzione  delle  equazioni 
del  terzo  grado , ecco  la  regola  per  introdurlo  convenevolmente  in 
qualsivoglia  formola  trigonometrica. 

In  ciascuna  delle  proporzioni  ed  equazioni , che  abbiamo  ve- 
duto fin  qui , e che  sono  le  fondamentali,  da  cui  traggono  origine 
le  più  composte , si  pub  riscontrare  che  ogni  termine  contiene  un 
numero  eguale  di  fattori.  Prendendo  per  esempio  una  delle  equa- 
zioni meno  semplici,  cioè  (53),  R*  X cos.a(A  -+-  B)  = cos.’A 
cos.’B  — 2 sen.A  cos.A  sen.B  cos.B  -4-  sen.’A  sen.*B,  si  osservi 
che  ogni  termine  è di  quattro  dimensioni , cioè  formato  dal  prodotto 
di  quattro  fattori,  giacché,  per  esempio,  il  primo  membro  è R X 
R X cos.(  A -t-B)  X cos. ( A -+- B ) , e così  degli  altri  termini. Questo 
egual  numero  di  fattori , algebraici  , o geometrici  ( i coefficienti 
numerici  non  entrano  in  questo  conto  ) fa  che  i termini  di  una 
equazione  si  chiamino  omogenei , o sia  di  ugual  dimensione.  Se  si 
conservasse  la  lettera  R in  tutte  le  operazioni  trigonometriche  , si 
troverebbe  ogni  formola  con  tutti  i termini  di  ugual  dimensione. 
Sarà  dunque  facile  renderli  tali  al  bisogno  , accoppiando  a ciascuno 
il  fattore  R elevato  alla  potenza  occorrente  per  farli  omogenei. 
Nominando x,y  due  linee  trigonometriche,  sia , per  esempio,  una 
equazione  di  questa  forma , 4^=  3x  — y -+-  2 , dove  x3  è di  tre 
dimensioni,  x e y di  una  sola,  2 di  nessuna;  il  raggio  sarà  conve- 
nevolmente introdotto,  scrivendo  come  segue,  — 3 R’x  — 
R’j'  -+-  2 R3.  Tale  sarebbe  stata  l’equazione  di  sua  natura,  se  R 
non  fosse  sparito,  per  essersi  fatto  eguale  all’ unità. 

56.  Noi  prendiamo  a comporre  gran  numero  di  formole , ma  la 
loro  utilità  non  si  può  conoscer  che  a mano  a mano  nel  decorso 
della  Trigonometria. 
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DELLA  SOMMA  O DELLA  DIFFERENZA  DI  DUE  ARCHI , &C.  19 

Tang. (A-t-B)=(2i)  s-^±£  = Dividendo 

O v ' v ' cos.(A-f-B)  cos.Ap«4Ut.  B — sen.Aten.B 

ogni  termine  di  quest’  ultima  frazione  (9) , una  volta  per  cos.A  X 
cos.B,  e un’  altra  per  sen.A  sen.B , si  avrà 

Mn<r  rA-UlV»  Ung.A  + ung.B  cot.B  + cot.A 

tang-(AH~«) 1— L»g. A tang.B  col.Biot.A- 1 * 

57.  Procedendo  nel  modo  stesso  sui  valori(52, 54)  di 
si  troverà 

Mn<T  (\ RN  tang. A — tang.B  cot.B— col.A 

O’ ' * 1 -f- tang.  A tang.B  couB  col.  A4- 1* 

58.  Similmente  operando  , si  avrà 


cos.  (A  — B) 


aen.(A-hB)  tang.  A -f-  tang.B  _ cot.B  -f-  cot.  A 

ttn.(A — B)  tang.  A — tang.B  cot.B — col.A* 


5p.  Or  dividendo,  una  volta  per  sen.B  cos.  A,  e un’  altra  per 
sen.A  cos.B  , i valori  (53  , 54)  di  , si  avrà 


cos.  (A  - 

cos. (A  -f-  B)  cot.B  — tang.  A cot.  A- 

cos.(A  — B) 


- tang.B 


cot.B  -4-  tang.  A cot.  A -f-  tang.  B* 

60.  A e B sono  espressioni  indeterminate  denotanti  due  archi 
di  qualsivoglia  grandezza.  Si  può  dunque  dar  loro  ogni  valore 
che  ad  archi  circolari  convenga. 

Si  faccia  primieramente  B = A.  Se  si  pone  nelle  tre  forinole 
(5i,53,56),Ain  cambio  di  B,  si  avranno  le  tre  forinole  se*, 
guenti  : 

sen.2A  = asen.A  cos.A. 

6 1.  Cos.2A  = cos.*A  — sen.’A. 

62.  Tang.  2 A =1—^^-  = 

63.  In  queste  tre  equazioni  il  primo  membro  contiene  un  arco 
doppio  di  quello  che  trovasi  nel  secondo.  Dunque  potranno  anche 
esprimersi  come  segue. 

sen.A  = 2 sen.  ì A cos.  ì A. 

64.  Cos.A  = cos.*l A — sen.1! Ai 

Tana  A atanS+A  acot*A 

60.  lang.A  — 4_u»g.*-j-A  — cof-fA— 1‘ 

Ci} 
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20  Caf.  IV.  Delle  linee  trigonometriche 

66.  Sostituendo  alternativamente  nell’equazione  (64)1  valori 
(28)  di  cos.5;  A e di  sen.5;  A,  si  ha  pure 

cos.A=  1 — 2sen.*jA  = 2 cos.5;A — 1. 

67.  Quindi  si  vede  che  2 sen.5;  A = 1 — cos.A  = sen.v.  A, 
(4).  Le  due  prime  espressioni  sono  quelle  die  s’impiegano  in 
luogo  del  seno  verso , di  cui  non  si  fa  uso  nella  Trigonometria. 

68.  Si  divida  per  tang.  ;A  il  secondo  membro  della  prima  equa- 
zione (65),  e si  tenga  sempre  a memoria  che  -^-=«>1.(22),  si  avrà 

tang.  A = coL+A_,ills^A- 

69.  Se  ne  cava  cot.  ì A — tang.  ; A = = 2 col.  A.  Dunque 

tang.  ; A = cot.  ; A — 2 cof.  A. 

| 70.  1 — cos.A  = (67)  2 sen.  -A  sen.  ; A = (63)  ser.jA  X 
= sen. A tang.jA,  (21).  Dunque 

1 — cos.A 


tang.  \ A ; 


sen.  A. 


^ 71.  1 -t-cos.A  = (66)2cos.ìA  cos.  ìA  = cos.  ;A  X = 


Dunque  si  ha  pure 


fcing.  7 A* 


tang.  j A = • 


sen.  A 


O*  3 1-4-  cos.A" 

v 72.  Moltiplicando  insieme  le  due  precedenti  forinole, 
tang.’  ; A : 


1 — cos.A 

1 cos.A* 


v 73.  Sen.  A=  (63)  2 sen.;  A cos.  ;A  = (21)2  cos.8;  A tang.  ; A. 
Dunque (29) 

A a Unc.  t A 

= ■ -r-i-r- 

1 -+-  tang.*-;  A 

74.  Questa  equazione  divisa  per  la  prima  (65)  dà  (21) 
cos.a  = 

1 -+-  tang.*  fA 

75.  Moltiplicando  questa  frazione  per  cot.;  A , e tenendo  sempré 
a mente  che  cot.  X tang.  = 1 , (22),  sarà 


cos.A  = 1211^-^44. 

*oL  *7  A -f- tang.  -7  A 


DiaiiizotLbv-Geegfe  ^ 


DELLA  SOMMA  O DELLA  DIFFERENZA  DI  DUE  ARCHI,  &C.  2T 

76.  Moltiplicando  questa  equazione  con  l’ altra (68) , ne  risulta 

sen.A=  . . . 2 . t-7. 

cot.  t A H-  tang.  - A 

77.  Sostituendo  in  questa  il  valore  (69)  di  tang.  ì A , e dividendo 
la  frazione  per  2 , si  avrà 

sen.A=  . , . ' 

r cot.  7-  A — cot.  A 

^ 78.  Qui  sostituendo  il  valore  di  cot.  ì A preso  nella  equazione 
(69),  sarà 

sen.  A — — — r-r : 

cot.  A -f-  tang.  ? A 

/ 79-  Tang.  1 A = (70)  Perù  tang.i  A X 

tang-A  = = TZTk  — J. Dunque  ^ = tang.^A  X 

tang.  A , e per  conseguenza 
• cos.A  = 


1 -4-  tang.  f A tang.  A* 


80.  Sen. (A  h-B)  X cos.(A  — B)  = (5i  , 54)  sen. A cos.A  X 
(sen.’  B cos.*  B)  -4-  sen.Bcos.B  (seii.*  A -4-  cos.-*  A)  = (28) 
sen. A cos.A  -+-  sen.B  cos.B  = (6o)ì,(sen.2  A t(-  sen.a  B). 
Dunque  (63) 

sen.A  -4-  sen.B  = 2 scu.  5 (A  -4-  B)  cos.  ì (A  — B). 

81.  Similmente  procedendo  sulle  equazioni  (62, 53),  si  tro- 
verà 


sen. A — sen.B  = 2 sen.  ; (A-r^B)  cos.  ì(A-hB), 

82.  Cos.  ( A-+-B)  cos. (A  — B)  = (53 , 54)  cos.’A  cos.’B  — * 

sen.’A  sen.  ’B = ( 28  ) cos.  ’A  — ^sen.  ’B  ( sen.’A  cos.  ’A) . Dunque 

cos.’A  — sen.’B  = cos.  (A  -4-  B).qos.  (A  — B)  = cos.’B  — sen.’A. 

83.  Cos.’A=(66)  1 (1  -4-  cos. 2 A),  e sen.’B  = ;(i — COS.2B). 
Con  queste  sostituzioni  la  forinola  precedente  diviene  j cos.2  B -4- 
ì C0S.2A  = cos.(A  -4-  B)  cosj(A  — r-  B).  Laonde  (63) 

cos.B-t-cos.A  = 2 cos.  ì (A-t-B)'cos,  j (A  — B). 

84.  Operando  sulle  equazioni  (5i , 62),  come  si  è fatto  per  le 
due  forinole  precedenti,  si  troverà 
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2a  Cap.  IV.  Delle  linee  trigonometriche 
scn.’A  — scn.'B  = scn.(A-t-B)sen.(A — B)  = cos.3B — cos.’A  , 
(28); e 

85.  Cos.B  — cos.A  = 2 sen.  j (A  4-  B)  sen.  1 (A  — B). 

85.  Rammentando  ancora  una  volta  che  — = tane.  , e = 

coi.  O 7 sen. 

cot.  (ai , 22),  si  avrà  (80,  81) 

srn.  A-f-srn.  B . i/a  . r>\  . . / * tì\  tane.  f(A  + B)  . 

— ■? 5 = tane.  ; (A  -+-  B)  cot.  ■ (A  — B)  = . — » • 

tei».  A — sen.  B u J 2 v * tanfi,  t (A  — B) 

87.  Similmente ( 83,  85) 


cos.B  cos.A 


= cot.  ;(A-t-  B)  cot.  ; (A B)  = 


Uilg. 

col.  t (A  + B) 


cos.li  -eoa » V'*  ~ > lang.  f (A  — B)  * 

88.  Nel  modo  stesso  si  trovano  le  seguenti  formole,  delle  quali 
non  mi  è caduto  sin’  ora  sott’  occhio  il  caso  di  forno  uso  ; ma  non  so 
tralasciarle  a cagione  della  loro  semplicità  , giacché  la  sostituzione 
dell’  espressione  di  mezzo  sarebbe  molto  utile  , se  in  qualche  caso 
si  avessero  mai  l’esprcssioni  estreme. 


sen.  A -+-  sen.B 


cos.A  -4-  cos.B 


= tang.  j(A  + B)  = 


cos.B  — cos.A 
scn.A  — scn.B" 


sen.  A - 


cos.B  — cos.A 

89.  Tang.A 
Dunque 


senB  = cot.  1 (A  — B)  = S^4  + co* B 

* v / sen.  A — 


. -n  scn.A 

tamr.B  = — r 

o , cos.A 


scn.A  — scn.B  ( 
sen.B  sen. A cos.B -f- scn.B  cos.A 


cos.B 


cos.A  cos.B 


« a • t.  t>  sen. (A  + B) 

tang.A  -4-  tang.B  = co,-Ac-o-B. 

Si  opererà  nel  modo  stesso  per  aver  le  tre  formole  seguenti. 
90.  Cot.B  -t-  cot. A == 


sen. (A -4- B) 
sen.  A sen.B  * 

scn.(A  — B) 


91.  Tang.A- tang.B  = 

p . ti  ».  a sen.  (A  — B) 

02.  Lot.B  — cot. A = : n • 

s senAA  sen.B  ) - - I 

93.  Moltiplicando  insieme  le  due  formole  (89, 91  ),  si  ha 

sen. (A  B)  sen.  (A  — B) 


tang.’A  — tang.'B  = : 


cos.'A  cos.'B 


94.  La  moltiplicazione  delle  due  altre  (90,  92)  dà  pure 


) 


cot.3  B — cot.3A  = 


scn.(A  -+-  B)  sen. (A  ■ — B) 
»en.’A  »cn.‘B 


< 1 
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95.  Facendo  le  addizioni , e le  sottrazioni  convenevoli  con  le  for- 
mole(5i , 52, 53, 54) , si  avranno  le  quattro  equazioni  seguenti  : 

sen.(A  + B)  + sen.(A  — B)  = 2 sen.A  cos.B. 

96.  Sen.(A-t-B)  — sen.(A  — B)  = 2 sen.B  cos.A. 

97.  Cos.(A-t-  B)  -t-  cos.(A  — B)  = 2 cos.A  cos.B. 

98.  Cos.(A  — B)  — cos.(A  -4-  B)  = 2 sen.A  sen.B. 

Si  sarà  osserv  ato , che  le  vicende  del  calcolo  hanno  sempre  desti- 
nato il  coseno  dell’  arco  maggiore , che  abbiamo  fin  qui  supposto 
essere  A , ad  esser  sottratto  da  quello  dell’  arco  minore.  Lo  stesso 
avvenne  alle  cotangenti.  Questo  è una  conseguenza  della  loro 
natura  (33). 

99.  Facciasi  ora  A = Ponendo  questo  valore  in  vece  di  A 
nelle  forinole  (5i , 53, 56,  57) , si  avranno  le  quattro  seguenti. 

sen.(45°H-B)=  co’n-±.-—  (44)  ==  Cos.(45°  — B),  (5). 

• zoo.  Cos.(45° -4-B)  = = scn. (45®  — B). 

101.  Tang.  (45°  -+-  B)  = (17) 


102.  Tang.(45®-B ) = 

Le  due  ultime  equazioni  si  possono  esprimere  in  una,  come 
segue  (n>, 


tang.  (45°rt  B) 


1 ± tang.B 


I Ung.B' 


1 — tang.B 


1 -f-  Ung.B  " 


io3.  Tang.  (45° 

1— ' ’ ^ducendo  al  medesimo  denominatore.  Dunque  (62) 


tan"  oB  = tanE.(45‘  + B)  — lang.f.) V — B) 

104.  Innalzando  al  quadrato  la  prima  equazione  (99),  si  troverà 
2 sen.,(45°-4-  B)  = cos.’B  -t-sen.3B  h-  2 scn.B.cos.B  = (28,  60), 
1 -+-  sen.2B.  Dunque  (63) 

1 -+- sen.B  = 2 sen.*  (45° -t-jB)  = 2 cos.1  (45°  — ì B). 

105.  Similmente  operando  sull’  equazione  ( 100) , si  avrà 
1 — sen.B  = 2 cos.J(45°  h-  i B)  = 2 sen.a(45°  — \ B). 

Queste  sono  l’ espressioni  che  si  usano  in  vece  del  coseno  verso  (5). 
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106.  Però  )**";!■  =tang.,(45°-+-ìB), e parimente  = 

tang.*(45°  — JB). 

107.  Trattando  sen.  B come  ignoto, e risolvendo  separatamente 
queste  due  ultime  equazioni , si  troverà 

sen  B = B)  — 1 1 — lang. — T B) 

Ung.\4i*  + tB)+  1 1 -+■  Ung.'I-jS”  — t B)* 

108.  Si  moltiplichi  la  penultima  frazione  per  cot.  (45°-l-iB); 
si  avrà 

s„n  p t»ng.(4fr  -4-  ; — fot.(4S*  + tB)  lan(>.(45*->-fB'>  — »ng.f4'i*  — -j-B) 

Uiig.(4S*  + TBj  + cot. H — i B)  tang.(45’-(-TB)  + Ung.  (46"  — tB)* 

109.  Dividendo  l’equazione  formata  dalla  prima  , e dall’  ultima 

di  queste  tre  quantità  eguali  per  l’altra  equazione  (io3)  espressa 
come  segue , tang.  B = 1J"B  * B>  ~ L^T  f.  B-> , si  avrà  (ai), 

cos  B 3 3 

tang- U5“ + T B) tang. (43- — -i B)  cot.(43•  — TB)-f-cot.(44,-*-4  B)' 

1 10.  Pongasi  ora  A = 6o°,  e si  rammenti  che  cos.6o°  = ì ,(48). 
Le  formole  (96,  97)  daranno  le  due  seguenti; 

scn.(6o0H-B)  — sen.  (608 — B)  = sen.B. 

111.  Cos.(6o°  — t—  B ) — cos.(6o°  — B)  = cos.B. 

112.  Facciasi  A = 6o°  B = 90°  — ( 3o°  — B)  ; sarà 
cot.(6o°  -t- B)  = (7)  tang.(3o°  — B)  = cot. A.  Ma  (69 ),  cot. A = 
ì (cot.  ì A — tang.  j A)  : dunque 

tang.  ( 3o° — B)  = + * » - »>. 

1 13.  Facendo  A = (6o° — B) , si  trova  ilei  modo  stesso 

tang.  (3o*-f-  B)  = 

114.  Siano  ora , A = 45°  + C,eB  = 45°  •*—  C ; onde  A -+- 
B = 90°, e A — B = 2 G.  La  forinola  (97)  darà  cos.  (45°-+-C)  X 
cos. (45°  — C)  = 5 cos. 2 C -+- i cos.  90°  =(34)  ; cos.2  C = (66) 

; (2  cos.’C  — 1).  Laonde 

cos.'C  — |=cos.(45°-+-C)  cos.(45°— C). 

1 15.  Siano  ancora , A = 6o°  + G,  E B = 6o°  — C ; onde 
A -4-  B = 120°,  e A — B = 2 G.  L’equazione  stessa  (97)  darà 
cos.  (6o°  <-t-  C)  cos*  (6©°  tw-  C ) = ì cos.2  G -4-  ; cos.  120°  == 

Cos.* 
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cos.’C  — ì -+-  ì cos.  i2D°.  Ma  cos.  120°  = cos.6o*  = — ;,  (36). 
Dunque 

cos.’C — ; = cos.(6o°-4-C),  cos.(6o° — C). 
li  6.  Facendo  la  stessa  operazione  sull’  equazione  (98)  si  troverà 
cos.*C  — $en.(6o°-+-  C)  scn.(6o°  — C). 

Nel  far  uso  più  avanti  di  queste  tre  ultime  forinole  metteremo  A 
in  vece  di C, giacché  1’  una  e l’altra  sono  espressioni  indeterminate, 
suscettibili  d’  ogni  valore  possibile. 

117.  Al  presente  sia  B = 2 A,  sarà  (5i),  scn.3  A = sen.  A X 
cos. 2 A -4-  sen.2  A cos. A.  Ma  sen.  A = " * , (60),  e cos.2  A = 
2 cos.  * A — i,(66).  Dunque  sen.Ac0s.2A  =^77  (2Cos.’A — 1)= 
sen.2Acos.A — **"'*  y = sen.2  A cos.A  — sen. A.  Sostituendo 

2 COS.A 

nella  prima  equazione  quest’ultimo  valore  di  sen.  A cos.2  A,  si 
avrà 

sen.3A  = 2 cos.A  sen. 2 A — sen. A. 

1 18.  Similmente (53),cos.3  A=cos. Acos.2 A — sen.Asen.2A. 
Ma  sen.Asen.2A=(6o)2sen’A  cos.A=(66)  cos.A(i  — cos.2A) 
= cos.A — cos.A  cos.2  A.  Dunque 

cos.  3 A = 2 cos.  A cos.  2 A — cos.  A. 


1 19. 


Parimente  (56),  tang.3A  = 


fang.  A •+■  tang.a  A 
1 — tang.A  tang.a  A* 


Sostituendo 


il  primo  valore  (62)  di  tang.2A,  e riducendo  al  medesimo  denomi- 
natore , si  avrà 


tang.3A  = 


3 tang,  A — tang.*À 
1 — 3 tang.'A 


1 20.  Ponendo  B = 3 A , lascio  a’  principianti  un’  occasione  di 
esercitarsi  alquanto,  dietro  gli  esempj  (117, 1 18),  per  rinvenire  le 
seguenti  equazioni. 


sen.  4 A = 2 cos.  A sen.  3 A — sen.  2 A. 
cos. 4 A = 2 cos.A  cos.  3 A — cos.  2 A. 
jai.  (117) , sen.3A  = 2 cos.A  sen.2  A — sen.  A = (6 o| 

JD 


/ 
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4 sen.A  cos-’A  — sen.A  = 4 sen.A  (cos.’A  — -).  Dunque  (116) 
sen.3A  = 4 sen.A  scn.(6o°  A)  sen.(6o°  — A). 

122.  (66),  cos.  2 A = 2 cos.\A — i=a(cos.:’Aì — i).Però(n4) 

.•  cos.  2 A = 2 cos.  (45°  -+-  A)  cos.  (45°  — A). 

123.  (1 18),  cos.3A  = 2cos.A  C0S.2A  cos.A  = (66) 
4 cos.  A cos.’A  — 3 cos.A  = 4 cos.  A (cos.’A  — }).  Dunque  (1 15) 

cos.  3 A = 4 cos.  A cos.  (60°  -1-  A ) cos.  (6o°  — A ). 

Chi  volesse  espressioni  di  questa  forma  persen.4  A,cos.4  A,  &c. , 
le  troverà  nell’  Introduzione  all’  inalisi  degl’  Infiniti  di  Eulero.  Io 
m’  arresto  a quelle  che  sono  più  utili  nella  pratica. 

124.  Ho  raccolto  per  ordine  nelle  due  tavole  seguenti  le  furinole 
de’  seni  e coseni  degli  archi  mohiplici , (60 , 66 , 117 , 118, 120). 

Sen.  0 = 0. 

Sen.  A = sen.A, 

Sen. 2 A = 2 cos. A sen.A. 

Sen.3A  = 2 cos. A sen.2A  — sen.A. 

Sen.4 A = 2 cos.A  scn.3A  — sen.2 A. 

& c. 

1. 

cos.A. 

a cos.  A cos.  A — 1 . 

2 cos.A  cos.  2 A * — cos.A- 
2 cos.A  cos.3A  — C0S.2A. 

&c. 

Queste  due  serie  possono  continuarsi  a piacimento  seni’  altra 
fatica  di  calcolo , poiché  è manifesta  la  legge  , con  cui  progrediscono. 
Mentre  gli  archi  crescono  in  progressione  aritmetica,  i loro  seni  e 
coseni  formano  una  serie , che  chiamasi  ricorrente , a cagion  che 
ogni  termine  viene  determinato  da  alcuni  dei  precedenti  per  via 
di  una  legge  costante.  La  scala  di  relazione,  così  detta  da  Meivre , 


Cos.  o = 
Cos.  A = 
Cos.  2 A = 
Cos.  3 A == 
Cos.  4 A = 
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è 2 cos.  A,  — i.  Per  esempio,  per  avere  il  valore  di  sen.  3A,  bi- 
sogna moltiplicare  il  termine  precedente,  sen.2A  per  2 cos. A, 
e convien  moltiplicare  per  — 1 T altro  termine  che  sta  avanti 
sen.  2 A , cioè  sen. A. 

125.  Osservando  la  stessa  legge  , ma  facendo  le  moltiplicazioni 
col  secondo  membro  delle  equazioni,  in  vece  di  farle  col  primo,  e 
notando  che  2 cos.  A = 2 \/(i  — sen.’A),  (28) , le  medesime  serie 
possono  senza  studio  variarsi  uè’  modi  seguenti  con  grandissima 
prestezza  e facilità. 

Seni  degli  Archi  mohiplici,  espressi  in  potenze  del  seno  dell'  arco 

semplice. 

Sen.  0 = 0. 

Sen.  A = sen. A. 

Sen.  2 A = 2 sen.  A \/  ( 1 — sen.’A.) 

Sen. 3 A = 3 sen. A — 4 sen.’A. 

Sen. 4 A = (4  sen. A — 8 sen.lA)  \/{i  — sèn.’A). 

Sen.5A  = 5 sen.  A — 20  sen.’A  -t-  16  sen.5A. 

8tc. 


Seni  degli  archi  mohiplici , espressi  in  potenze  del  coseno  dell' òrco 

semplice. 

Sen.  0 = 0. 

Sen.  A = y/(i  — cos.’A). 

Sen.  2 A = 2 cos. A \/(i  — cos.’A). 

Sen.3A  = (4  cos.’A  — 1)  y/(i  — -cos.’A). 

Sen. 4 A = (8  cos.3A  — 4 cos. A)  v/(i  — cos.’A).’ 

Sen. 5 A = (16  cos. «A  — iy.  cos.’A  «4-  1)  cos.’A). 

c &c.. 

Dij 
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Coseni  degli  archi  moltiplici , espressila  potenze  del  coseno  dell’  arco 

semplice. 

Cos.  0=1. 

Cos.  A = cos. A. 

Cos. 2 A = 2 COS.’A I. 

' Cos. 3 A = 4 cos.3A  — 3 cos. A. 

Cos. 4 A = 8 cos/A  — 8 cos.’A  -+-  ì. 

Cos.  5 A = 1 6 cos.5A  — 20  cos.3A  -+-  5 cos.  A. 

&c. 

Coseni  degli  archi  moltiplici , espressi  in  potenze  del  seno  dell’  arco 

semplice. 

\ 

Cos.  o=i. 

Cos.  A = \/(i  — sen.’A). 

Cos. i A = i — 2 sen.’A. 

Cos.3A  = (ì  — 4 sen.’A)  y/(i  — sen.’A).  > 

Cos.4  A =1  — 8 sen.’A  -4-  8 sen.4A. 

8tc. 

116.  La  seguente  tavola  per  le  tangenti  degli  archi  moltiplici  si 
continua  fàcilmente  per  mezzo  della  formola  (56),  procedendo 
come-abbiamo  fatto  0 19)  1 e sostituendo  sempre  il  valor  trovato 
- della  tangente  che  precede. 

Tangenti  degli  archi  moltiplici , espresse  in  potenze  della  tangente 
**■  dell’  arco  semplice. 

Tang.  A=tang.A. 

Tang.2A 
Tang.  3 A = 3 

Tang.4A  = ,n^^.  ...  : ; ■ - " 

&c. 
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' 127.  Dalle  tavolette  (ia5)  sarà  facile  ora  d’aver  le  'potenze 
del  seno  e del  coseno  dell’  arco  semplice  espresse  in  seni  e coseni 
dell’ arco  moltiplice.  Per  esempio,  dalla  tavola  quarta  si  ha  2sen.aA 
— 1 — COS.2A.  Dalla  prima,  4 sen.3A  = 3 sen.A  — sen.3A. 
Dalla  quarta  8 sen.4A  = cos.  4 A -4-8  sen.1  A — 1.  Qui  bisogna 
sostituire  il  valor  precedente  di  sen.’A  , giacché  non  si  vogliono 
potenze  nel  secondo  membro  di  queste  equazioni, e si  avrà  8 sen.4A 
= cos.  4 A — 4 cos.  2 A -t-  3.  Operando  in  questa  forma,  opiù 
speditamente  per  via  della  legge  che  additeremo  , si  ottengono  le 
tavole  seguenti , che  abbiamo  spinto  fino  alla  settima  potestà  a 
cagione  del  loro  grande  uso  nel  calcolo  integrale. 

Potenze  del  seno  dell',  arco  semplice  espresse  in  seni,  e ùoseni 
dell’  arco  moltiplice. 

sen.A. 
i — cos.  2A. 

3 sen.A  — scn.3  A. 

3 — 4 cos.  2 A -+-  cos.  4 A. 

10  sen.A  — 5 sen.3A  -+-  sen.5A. 

10  — 1 5 cos.2  A -+-  6 cos.4  A — co$.6À. 

35  sen.  A — 21  sen.  3 A -+■  7 sen.  5 A - — sen.  7 A. 
8cc.  • 

Potenze  del  coseno  dell’  arco  semplice  espresse  in  coseni  dell’  arco 

moltiplice. 

cos.  A. 

i -f-  cos.  2 A. 

3 cos.  A cos.  3 A. 

3 — 4 cos.2  A -+-  COS.4A. 
io  cos.A  -+-  5 cos.3A  -1-  cos.5A. 

10  -f-  i5  cos.2  A -t-  6 Ò0S.4A  -+-  cos.6A. 
35cos.A-hai cos.3A-j-7Cos.5A-4-cos.7 A.  # 


Cos. ‘A  = 
2 Cos.'A  = 
4 Cos.’A  = 
8 Cos. 4 A = 
16  Cos.5A  = 
32  Cos.*A  == 
64  Cos. 7 A = 


Sen. 'A  = 
2 Sen.’A  = 
4 Sen.JA  = 
8 Sen.4A  = 
16  Sen.5A  = 
3a  Sen. ‘A  = 
6 4 Sen.7A  = 
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E manifesta  la  legge  «li  queste  serie.  I coefficienti  nel  secondo 
membro,  cominciando  dall' ultimo  termine  , sono  gli  stessi  chè. 
quelli  del  binomio  elevato;  con  la  sola  differenza  che  i numeri  iso- 
lati non  sono  clic  la  metà  di  quelli , che  dà  il  binomio.  Per  esem- 
pio, i coefficienti  del  binomio  per  la  sesta  potestà  sono  , 1 , 6, 
i5,  20;  in  fatti  nell’  equazione  di  32  cos.4A  si  ha  cos.  6 A X 1 » 
cos.  4 A X 6 , cos.  2 A X i5,  e 10  = ?• 


Tralascio  di  costruire  la  tavola  delle  potenze  delle  tangenti,  per 
esser  più  complicata,  e perchè  non  ho  veduto  ancora  farne  uso. 

1 28.  Ho  raccolto  in  due  tavole  I e II , poste  in  fine  dell’  opera  , 
le  forinole  di  maggior  uso  , onde  i lettori  possano  averle  sott’ 
occhio  d’  ora  innanzi  con  facilità,  e i dotti  valersene  di  repertorio. 
In  quelle  «Iella  tavola  I , nel  componer  le  quali  è rimasta  sola  la 
lettera  B , ho  posto  in  vece  la  lettera  A * per  conservare  l’unifor- 
mità. Del  resto  avverto  i principianti  , che  niente  è più  facile  , 
quanto  il  moltiplicare  all’  infinito  le  formolo  trigonometriche  , c 
clic  io  ne  ho  soppresso  un  gran  numero  , percliè  inutili  a fronte  di 
quelle  che  ho  dato  nelle  due  tavole;  che  formano,  se  non  m’in- 
ganno, la  più  copiosa  collezione  che  esista  in  tal  genere. 

Se  B > A,è  cosa  chiara  che  ciò  non  induce  alcun  cangiamento 
ne’  segni  del  secondo  membro  della  formola  (lì-  4*)  5 (II.  4*)  signi- 
fica tavola  II,  formola  4*.  Ho  dunque  posto  cos. (A  00  B)  invece 
di  cos. (A  — B),  e per  la  stessa  ragione  anche  nelle  formole 
(II.  7*,  11*,  &c.  ) Lo  stesso  s’ intenda  delle  altre  (I.  3ò*). -Di- 

mostrerò in  un  altro  modo  ( i54  ) che  il  coseno  di  un  arco  negativo 
(minor  di  90°)  è sempre  positivo. 

Avcndodato  i valori  di  sen.A  , cos.A,  Scc.  e dì  sen.(À  -+-  B ), 
cos. (A  -+-  B),  &c. ho  stimato  inùtdc  il  fare  altre  tavole  coi  valori 
di  sen.jA,  sen.2 A , cos.j  A,&c.  sen.  ì(A  -4-  B ),  &c.  Sarà  agevole 
l’aver  questi  al  bisogno,  operando  a similitudine  di  quello  che  ho 
già  fatto  più  volte  ; e che  si  riduce  a mettere , in  vece  di  A o di  B , 
qual  moltiplico  o sottomoltiplice  più  si  voglia  di  À a di  B. 
'Quando  si  vorrà  ìl  valore  di  una  cotangente  , si  rovescieranno 
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le  forinole  della  tangente  , mettendo  il  numeratore  in  luogo  del 
denominatore  , e viceversa.  Per  esempio  , ( I.  38*  ) , cot.A  = 
— - T_A_~lan*  Cosi  si  farà  delle  formole  del  coseno  per  aver  la 

secante , e di  quelle  del  seno  per  la  cosecante.  Tutto  questo  è 
una  conseguenza  evidente  delle  analogie  (22,  23,  24). 

Sarà  bene  imparare  a memoria  le  forinole  (L  1*,  3*,  16*,  18*, 
22*,  3i*,  32*),  di  cui  si  fa  continuo  uso.D’  ora  innanzi  saremo  più 
parchi  di  citazioni , giacché  il  lettore  potrà  ricorrere  alle  favole  , 
quando  voglia  verificare  le  formole  che  andercmo  impiegando, 
delle  quali  non  si  ricordasse. 


CAPITOLO  Y. 

Espressioni  dell ’ arco  in  parli  del  raggio , e delle  linee 
trigonometriche  per  mezzo  delle  potenze  dell'  arco. 

129.  La  linea  retta  e la  circolare  sembrano  eterogenee.  È stato* 
vano  fin’  ora  , e sarà  probabilmente  per  sempre , ogni  sforzo  per 
rinvenire  una  misura  comune  che  sia  rigorosa.  Supponendo  che 
la  circonferenza  del  circolo  si  apra , e si  distenda  in  guisa  di  linea 
retta , si  dimanda  quante  volte  contenga  il  suo  diametro.  II  quo- 
ziente dì  questa  divisione  non  si  è trovato  che  prossimamente.  Ma 
come  questa  approssimazione  può  spingersi  all’  infinito , cosi  quel 
che  vi  è di  difettoso  nella  soluzion  del  problema  rende  bensì  più 
complicate  e più  lunghe  le  operazioni , non  però  mai  fallaci , nè 
erronee.  Si  perviene  all’  intento  per  vie  ingegnose  col  mezzo  delle 
linee  trigonometriche , al  calcolo  delle  quali  a vicenda  riesce  poi 
utile  la  presente  ricerca.  Ci  serviremo  espressamente  del  calcolo 
differenziale  , ed  integrale  , per  dare  ai  nostri  lettori  , che  non  ne 
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fossero  istrutti , un'  idea  della  più  bella  invenzione  che  sia  stata 
fatta  nelle  matematiche.  I primi  elementi  del  detto  calcolo  non 
contengono  alcuna  difficoltà  , e porgono  maraviglioso  soccorso 
in  molte  occasioni , come  vedremo  nel  decorso  di  quest’  opera. 

130.  Grandezze  costanti  sono  quelle  che  restano  sempre  le 
stesse  nel  mentre  che  le  variabili  cangiano.  Nel  circolo,  per  esem- 
pio , nel  mentre  che  le  linee  trigonometriche  cangiano  di  grandezza 
al  variar  dell’  arco,  il  raggio  rimane  costante.  Denoteremo  , se- 
condo il  costume , le  grandezze  variabili  per  le  ultime  lettere  dell’ 
alfabeto  z , y ,x,  &c.  ; e 1©  costanti  o invariabili  per  le  prime  a, 
b,  c,  &c.  Ciò  posto,  se  in  questa  equazione  x = ay  si  suppone 
che  x aumenti  di  una  quantità  (intendo  per  la  variazione, 
la  differenza  , o il  differenziale  della  grandezza  x)  bisognerà  che 
anche/  riceva  un  aumento  8,/ tale  qualeconvenga  perchè  l’equa- 
zione sussista.  Sarà  dunque  x -+-  9^x  = a (/  -4-  8^/)  = ay 
u^/.  Levando  le  cose  uguali,  x e ay,  resta  8>x  = «8,/. 

Sia  x = 6 , a = 2 , / = 3 , e sia  ^x  = 4 , si  troverà  8>/  = 
^ = : = 2.  Di  fatti  quando  x = 6 4 = 10,  bisogna  che 

sia  / = 3 -+-  2 =5  , giacché  la  costante  a — 2 non  deve 
cangiare. 

1 3 1 . L’operazione  , che  abbiamo  fatta , si  chiama  differenziare  , 
o ; prender  le  differenze  , o vero  prendere  i differenziali.  In  fatti 
1*  equazione  primitiva  x = ay  è sparita  , e la  nuova  8>x  = «8,/ 
contiene  solamente  le  variazioni  de’  termini  della  prima. 

Se  in  vece  di  due  variabili  se  ne  avessero  molte  , come  in 
questa  equazione  bx  -+-  mz  = u — any  -t-  c.  Facendo  cangiar 
le  variabili , e procedendo  in  tutto  come  si  è fatto  (i3o)  , si  avrà 
ò(x- 4-  8)X)  -+-  m (z  -+-  tyz)  = u -+-  — ari  (/  -+-  8,/)  -+-  c. 

Eseguendo  le  moltiplicazioni  , e sottraendo  1’  equazion  primitiva , 
il  resto  sarà,  £8|X  -+-  m\z  = 8>u  — anfyy.  Si  osservi  che  la 
costante  isolata  c è sparita  affatto , giacché  il  differenziale  o la 
variazione  di  una  quantità  costante  è evidentemente  zero ?i. 

Le 
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I.c  operazioni  precedenti  si  abbreviano  con  la  regola  seguente  , 
die  è tratta  dai  loro  risultati.  Per  differenziare  un  equazione  basta 
scriver  nel  luogo  d' ogni  variabile  ( o del  prodotto  ( 1 34 , 1 35  ) di 
più  variabili)  il  suo  differenziale  moltiplicato  con  tutti  i fattori  cos~ 
tanti  di  essa  vaiiabile , e sopprimere  le  costanti  isolate.  Così  nell’ul- 
timo esempio  essendo  data  da  differenziare  1’  equazione  bx  -+■ 
mz  — u — any  H-  c , se  si  scrive  8)X  X b in  luogo  di  bx , z X m 
in  luogo  di  mz,  X t in  luogo  di  u , — 8»/  X in  luogo 
di  — any,  e se  si  sopprime  c,  si  ha  immediatamente,  e senza  pas- 
sare per  le  operazioni  intermedie  vedute  prima  , 1’  equazione 
differenziale  cercata  b 8,3:  -+-  m 8)  z = 8|U  — an  8»/. 

i3a.  Il  differenziare  ha  per  oggetto  di  scoprire  la  relazione  fra  i 
cangiamenti  delle  grandezze  variabili.  Per  esempio,  1’  equazione 
8*x  = a 8,j  dà  ^ = a.  Ma  anche  la  primitiva  x=  ay  dà  J = a. 
Dunque  allorché  la  ragione  (9)  fra  due  variabili  è costante,  le 
loro  variazioni , per  grandi  che  sieno  , hanno  pure  la  stessa 
ragione. 

i33.  Sia  al  presente  xy  = b.  In  tal  caso,  poiché  il  prodotto 
delle  due  variabili  deve  esser  sempre  eguale  alla  costante  b , 
qualunque  sia  la  grandezza  delle  loro  variazioni , è chiaro  che  , 
se  una  delle  variabili  cresce , l’ altra  deve  diminuire.  Ad  ogni  modo 
si  dà  sempre  ai  differenziali  lo  stesso  segno  che  hanno  le  variabili, 
a cui  appartengono,  giacché  i risultati  del  calcolo  non  possono 
mancar  d’indicare,  se  le  variazioni  succedono  in  senso  contrario. 
Sarà  dunque  (x  -4-  8^  )(/-+-  8|j)  = 5;  o sia  xy  -t-^^x  -4- 
8*/  (x  -+-  fyx)  = b:  e,  levando  le  cose  uguali  , ^'8»^  H-  8|.y 
(x  -+-  8»n:)  = o.  Questo  risultato  dimostra  chiaramente  che  una 
delle  variazioni  è negativa , poiché  i termini  del  primo  membro 
dell’  equazione  si  distruggono  reciprocamente. 

Supponiamo  adesso  che  8|^'  > 8» y , 8*z , &c.  siano  quantità 
infinitamente  piccole , o sia  frazioni  le  più  prossime  a zero  che 
possano  immaginarsi.  Grandezza  infinita , tanto  l’ infinitamente 
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grande,  quanto  l’ infinitamente  piccola , s’ intende  quella  , per 
esprimer  la  quale  non  abbiamo  numeri  capaci,  nè  sufficienti.  Ogni 
quantità,  cfie  con  numeri  si  può  esprimere  , si  appella  per  conse- 
guenza grandezza  finita  , poiché  ha  un  valore  finito  cfie  può 
rappresentarsi  con  note  , siau  poche  , sian  molte  , le  quali  hanno 
un  termine  , nè  vanno  all’  infinito. 

Ciò  posto , potremo  nell’  ultima  equazione  mettere  .r  in  luogo 
di  (x-f-  8,.r),  giacché,  la  differenza  fra  queste  due  espressioni 
essendo  infinitamente  piccola  , l’crror  cfie  nascerà  nel  moltipli- 
care 8, y sarà  infinitamente  piccolo  , al  confronto  di  8,/  ; o sia 
8,j  sarà  infinitamente  grande  in  comparazion  dell’  errore  che  qui 
si  commette.  Questo  errore  viene  ad  esser  1’  infinitesima  parte  di 
un  infinitesimo,  come  si  potrà  averne  un’  idea  negli  esempj  nume- 
rici cfie  daremo  or  ora.  Faremo  poi  vedere  ( 1 38,  i5i  ),cfie  questo 
errore  apparente  non  nuoce  punto  all’  esattezza  matematica  del 
calcolo.  Operando,  come  si  è detto,  l'ultima  equazione  diviene 
78,-r  -+-  x8,j  = o.  La  quantità  negletta  è 8,18,7,  la  quale  si 
chiama  un  infinitesimo  di  secondo  ordine  , come  sarebbero  i qua- 
drati (8,-r)’,  (8,7)’,  (8,0%  &C. 

Per  dare  una  qualche  idea  materiale , cfie  gl’  infinitesimi  di 
secondo  ordiiie  possono  trascurarsi  senza  ribrezzo , quando  si 
cerca  la  relazione  fra  gl’  infinitesimi  di  primo  ordine , quali  sono 

8,.r,  8,7»  &c,sia8,x  = T^s;,e  8,7  = 73^5  > sarà  8,^-X 

= — . Si  vede  quanto  sia  estrema  la  picciolezza  dell* 

ultima  frazione  al  confronto  dell’  una  o dell’  altra,  che  precedono. 
Or  s’ immagini  chi  legge  quanto  enorme  sarebbe  questa  spropor- 
zione , se  nei  valori  qui  dati  a 8,-e  e 8,7  il  numero  de’ zeri  fosse 
infinito  tanto  nell’  uno  come  nell’  altro  dei  due  denominatori  , il 
che  è necessario  perchè  8,^  e 8,7  abbiano  un  valore  infinita- 
mente piccolo  , come  si  è supposto.  Nello  stesso  modo  si  può 
riconoscere  che  un  infinitesimo  di  secondo  ordine  è infinitamente 
grande  respettivamentc  ad  un  infinitesimo  di  terzo  ordine  , e cosi 
discorrendo. 
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1 34.  Ripigliando  1’  equazione  y 8*x  -4-  x = o,  si  osservi 
che  il  primo  membro  contiene  la  variazione  di  xj,  (i33),  e il 
secondo  quella  di  b,  ( 1 3 1 ).  Ne  risulta  che  per  differenziare  il 
prodotto  di  più  variabili,  si  deve  prendere  il  differenziale  di  ciascuna 
separatamente , considerando  le  altre  come  fattori  costanti  (i3i), 
e scriver  la  somma  dei  differenziali  nel  luogo  del  prodotto , da  cui 
furono  presi. 

Di  fatti  per  differenziare  xy  , se  si  prende  il  differenziale  dix, 
considerando  y costante,  si  avrà  ( 1 3 1)  , /8^x;  e se  si  prende  il 
differenziale  di y , considerando  x costante  , si  Ira  x%y.  La  somma 
di  questi  due  differenziali , j^x  ■+■  x8^,  è appunto  quella  che  si 
è già  trovata. 

Se  dunque  si  avesse  xy  z = c -+-  mu , i differenziali  del  primo 
membro  saranno  xy  fyz  -4-  xz  ^ y -t -yz  8>x,  e quello  del  secondo 
membro  , mfyu.  Così  per  1’  appunto  si  troverà  , se  si  faccia  per 
disteso  l’ operazione  coi  metodi  già  veduti , ponendo  (x  -+-  8|X) 
(7+  9|j)  (z  -+-  8|Z)  = c -+-  m (u  -4-  fyu).  Questa  equazione  è 
la  stessa  che  la  seguente , xyz  -4-  xj^z  -t-j^xfz-l-^z)-^- 
8, y (x  -4-  8,x)  (z  -f-  8,z)  = c-4-  mu  -4-  mfyu.  Sottraendo  l’ equa- 
zion  primitiva  xyz  = c -4-  mu,e  ponendole  in  luogo  dix  -4-  8,x, 
e z in  luogo  di  z -4-  8*z , come  abbiam  fatto  ( 1 33  ) , il  resto  sarà 
x/8)Z  ~4- y z 8\X  -4-  xzfyy  = mfyu. 

13 5.  La  regola  data  ( 1 34  ) serve  pure  a differenziar  le  potenze 
delle  variabili.  Sia  X * , di  cui  si  vogliono  i differenziali.  Si  scriva  xx, 
e trattando  questo  prodotto  come  se  fosse  composto  di  due  varia- 
bili differenti , i differenziali  saranno  x^x  -4-  x^x , o vero  2 x^x. 
Col  metodo  stesso  si  troverà,  che  i differenziali  di  x3  si  riducono  a 
3x’^x;  sicché  ingenerale  il  differenziale  di  x'  è mxl  ~ 1 ^x,  o sia 
8,  (xm)  —mxn  * 8,x. 

136.  Quindi  sarà  facile  il  differenziare  le  espressioni  coperte  da 
segni  radicali , scrivendole  come  elevate  alle  potenze  frazionarie 

corrispondenti.Dato,pcr  esempio,  y/(  a ■+■  bx)  si  scriva(a-*-5x)iv 

Eij 


Digitized  by  Google 


36 


Cai».  V.  Elementi 


c comparando  questa  espressione  alla  generale  x",  si  avrà  m =;, 
e a -+-  bx  in  luogo  di  x.  Dunque  in  vece  di  mxm  ~ ' si  ha 

ì ( a -+-  bx)  T ~ 1 = ì(«-4-  bx)  ~ \ Resta  ora  da  moltiplicare 
questa  espressione  per  9^x  ; ma  invece  di  x si  ha  in  questo  caso 
a -f-  bx,  e il  differenziale  di  a -f-  bx  e bfyx , ( 1 3 1 ).  Dunque 
S'V/Ca  -4-  bx)  = i b$x(a  -f-  bx)  ~ * = 

137.  La  stessa  esprcssion  generale  ( 1 35 ) serve  a differenziar  le 
variabili  die  si  presentano  in  forma  di  frazione.  Se  si  avesse  ~=a, 
è più  breve  e più  semplice  il  differenziar  l’equazione  ridotta  cosi, 
x=ay,  (i3o).  Ma  nelle  equazioni  composte  di  molti  termini 
questa  operazione  non  è sempre  comoda  ad  eseguirsi.  In  tal  caso 

in  vece  di  ~ si  scriva  l’ equivalente  xy  ~ 1 . I differenziali  di  questo 
prodotto  sono  ( i34)  , x^  (jjr~ 1 ) ~^~y~  ' 9|X  = x9|(/~  *)-h 
Paragonando  ora  1’  espressione  8)^/  — con  la  generale  ^(x"1), 
si  ha  m = — 1 , m — 1 = — 2 , y in  luogo  di  x , e 8, y in 
luogo  (li  fy.r.  Dunque  = 

,x»,(/-')=- Epurò  8,i  = =JV-*V. 

Laonde  per  differenziare  una  frazione  composta  di  variabili , bi- 
sogna moltiplicare  il  denominatore  coi  differenziali  del  numera- 
tore , sottrar  da  questo  prodotto  i differenziali  del  denominatore 
moltiplicati  per  il  numeratore , e dividere  il  resto  per  il  quadrato 
del  denominatore. 


Proviam  l’esattezza  di  questa  operazione  comparandola  coll’altra 
(i3o).  Quivi  l’equazione  x = ay  diede  ^x  = a 9)/.  Ma  la 
stessa  equazione  espressa  nel  modo  seguente  — = a , ci  ha  dato 

or  ora  y ^ ~ r8>>r  =0,  (zero  essendo  ( i3i  ) il  differenziale  di  a). 
Si  provi  che  le  due  equazioni  differenziali  sono  le  stesse  sotto  for- 
ma diversa.  Moltiplicando  l’ ultima  per  j%si  avrà  jJ^x  — 
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x3,/  = oX/=o;c  per  conseguenza y 3,x  = x 3,/ , e 3,x  = 
— X Si/-  Ma  per  l’ eq’’  izion  primitiva  - = a.  Dunque  la  seconda 
equazione  differenziale  si  riduce  alla  prima  3,x  = a 3, y. 

La  regola  data  qui  sopra  ha  somministrato  un  risultato  rigoroso 
in  questo  caso , qualunque  sia  la  grandezza  delle  variazioni  ; ma 
si  avverta  che  non  lo  darà  più  tale  per  le  variazioni  finite  , sem- 
precchò  l’equazione  da  differenziare  contenga  esplicito  o implicito 
qualche  prodotto  di  più  variabili  prese  cogli  esponenti  positivi. 
Per  esempio,  j = x contiene  implicito  il  prodottola:,  e però 
sotto  qualunque  forma  si  ponga  l’ equazione  per  differenziarla , sarà  < 
sempre  negletta  la  quantità  3, j'Spr  , O 33).  ' 

Questi  sono  gli  -elementi  del  calcolo  differenziale  , che  ho  smi- 
nuzzati con  più  prolissità , che  non  suol  farsi , onde  agevolarne 
l’intelligenza  ai  principianti.  Colle  regole  date  , ogni  espressione 
algebraica  si  può  differenziare.  Ma  l 'integrazione  non  si  estende 
egualmente  ad  ogni  sorte  d’espressioni.  Quantunque , per  integrare, 
le  regole  si  riducano,  per  così  dire  , ad  una  sola  ; nulladimeno 
1’  esecuzione  per  lo  più  è difficile,  e spesse  volte  impossibile. 

1 38.  Integrare  è l’ operazione  inversa  del  differenziare.  Date  • 
le  quantità  variabili , si  trova  differenziando  la  relazione  fra  i loro 
cangiamenti.  All’ incontro  da  questi  cangiamenti  si  rimonta  inte- 
grando a trovare  le  grandezze  variabili , a cui  essi  appartengono. 
Quindi  se  il  differenziale  di  xè  3|-a:  , 1’  integrale  di  S^x  è x ; e se 
il  differenziale  di  xm  è mxm  — 1 3i^,(i  35),  l’integrale  di  mxm~  1 3f£ 
è x".  Donde  si  cava  la  regola  seguente  per  integrar  questa  specie 
di  differenziali.  Accrescete  di  una  unità  l’esponente  della  varia- 
bile, e dividete  per  l’esponente  così  aumentato  , e per  il  differen-  - 

zialc.  Nell’espressione  mxm~  ‘^x  l’esponente  m — ì accresciuto  ■ 
d’ una  unità  diviene  m.  Si  ha  dunque  mx"  3,x  , e dividendo  per 
m^x  a tenor  della  seconda  parte  della  regola  , l’ integrazione  è 
compita , e si  ha  xm . . 


Digitized  by  Google 


38 


. ' C a p.  V.  Differenziali 
Di  più  se  il  differenziale  è moltiplicalo  > o diviso  per  qualche 
costante,  si  conserveranno  , integrando , le  costanti  nel  loro  posto  ; 
giacche  è cosa  chiara  che  se  il  differenziale  di  ay  è ( i3i  ) , 
l’integrale  di  deve  essere  ay. 

Nel  differenziare  un  prodotto  qualunque  di  variabili,  per  esem- 
pio, xy , abbiamo  negletto  (i33)  l’ infinitesimo  di  secondo  ordine 
J^x^.  Ora , se  nell’  integrare  trascuriamo  egualmente  gl’  infini- 
tesimi dell’  ordine  stesso, l’errore  commesso  nel  differenziare  sarà 
compensato  nell’ integrare.  E però  se  poniamo  xy  per  integrale 
dij^x  -+-  x^y , quantunque  questa  espressione  differenziale  non 
sia  completa,  ma  vi  manchi  il  termine  9^x9, j",  è cosa  evidente, 
che  l’ integrazione  sarà  esattissima. 

Non  abbiamo  bisogno  di  saper  davvantaggio  del  calcolo  inte- 
grale in  questa  Trigonometria.  Aggiungeremo  soltanto  , per  non 
lasciar  il  lettore  senza  qualche  idea  delle  difficoltà , che  l’ integrare 
sarebbe  agevole  , se  le  vicende  del  calcolo  non  presentassero  quasi 
sempre  i differenziali  incompleti , ed  inviluppati  molestamente. 
E impossibile  , per  esempio  , d’ integrare  jfyx  , perchè  non  ci  è 
alcuna  espressione,  la  quale  differenziata  possa  produr  solamente 
y9,x.  In  due  parole, qualunque  espressione  differenziale  voglia  inte- 
grarsi, bisogna  comporne  una  libera  da  differenziali , la  quale  dif- 
ferenziata produca  esattamente  1’  espressione  differenziale  data. 
Quesjta  può  dirsi  1’  unica  regola,  ed  in  ciò  consiste  tutta  1’  arte  del 
calcolo  integrale  : ma  hoc  opus  , /tic  labor. 

i3p.  Le  espressioni  impiegate  sin  qiiì  essendo  generalissime  , 
tutte  le  regole  del  calcolo  differenziale  e integrale  dovranno  dunque 
potersi  applicare  alle  linee  trigonometriche. 

Vediamo  in  prima,  come  il  valore  de’  loro  differenziali,  per 
grandi  che  siano , si  tragga  a tutto  rigore  da  alquante  formole  della 
tavola  II  , le  quali  non  so  che  siano  state  ancora  trasformate  da 
altri  in  questa  maniera  , fecondissima  di  utilità. 

Poiché  l’ equazione  (II.  22’) , sen.  A — sen.B  = 2 sen.  j(A  — B) 
cosò  (A  -+-  B),  suppone  A >B,  potrà  chiamarsi  ^B  , alla  ma- 
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Diera  del  calcolo  differenziale  , quella  aumentazione,  che  bisogne- 
rebbe all’angolo  B per  esser  eguale  all’angolo  A,  e ^sen.B 
l’accrescimento  che  farebbe  d’  uopo  a sen.B  per  uguagliar  sen.A. 
Sarà  dunque  A = B -+-  3|B,  e sen.A  = sen.B  -4-  ^ sen.B. 
Sostituendo  questi  valori , l’equazione  diviene 

8,  sen.B  = 2 sen.  3 ^B  cósl(B  -t-ì  &,B). 

Operando  in  simil  modo  sulle  equazioni  (II.  23*,  24%  25*  ),  è 
rammentando  che  al  crescer  dell’  arco  B il  coseno , e la  cotangente 
devono  diminuire  (33) , si  avranno  le  tre  seguenti. 

— S^cos.B=  2 sen.  ì S|B  sen.(B  -+■  3 ^B). 

tang.B  = cos.b  8,iì)* 

q ])  sen.  » 

CDUD  *en.Bscn.(B-f^B)-  G j ■ 

Si  osservi , che  le  quattro  equazioni  precedenti  contengono  la 
più  rigorosa  verità , qualunque  sia  la  grandezza  di  8^B  , giacché 
niuna  quantità  fu  negletta  nel  formarle , e non  sono  altra  cosa  che 
le  stesse  quattro  forinole  ( II.  22*  a 25*)  presentate  sotto  una  forma 
diversa.  Si  potranno  paragonare  queste  equazioni  con  quelle  date 
da  Eulero  ( Caladi  Diff.  Pars  prior , 21  ) , nelle  quali  egli  esprime 
le  differenze  finite  de’  seni  e de’  coseni , col  mezzo  di  serie  infinite 
delle  potenze  della  variazione  dell’  arco.  « ; ■ j 

I differenziali  della  secante  e della  cosecante  si  vedranno  negli 
articoli  703,  712,  dove  sólamente  ne  avremo  bisogno. 

140.  Ripigliando , la  prima,  delle  quattro  equazioni,  se  si  svi- 
luppa (53)  l’espressione  cos.  ( B -l- j 8^B) , si  troverà  ^sen.B  = 
asen.  j ^Bfcos.B  cos.j^B  — sen.B  sen;j^B)=2sén.i8,B  cos.B 
coSii$),B  — 2 sen.’ 3 ^B  sen.B  = (I.>.6‘,  22*)  sen.D,B  cos.B  — 
sen.B  (1  — cos.  ^B  ).  ' ; 

Supponiamo  al  presente,  che  8,B  sia  un  arco  infinitamente 
piccolo,  cioè  l’ arco  più  prossimo  a zero  che  possa  immaginarsi  ( 1 33>.> 
In  tal  caso  è facile  da  comprendere  immaginando  , se  si  vuole , un 
arco  infinitamente  piccolo  sulla  fig.=r  , che  il  seno  di  quest'  arco 
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tanto  piccolo  sarà  il  più  prossimo,  che  po,sa  immaginarsi,  a con- 
fondersi coi)  l’arco  stesso;  e che  il  coseno  di  quest’  arco  sarà  il 
più  prossimo  , che  possa  immaginarsi , a confondersi  col  raggio. 
Si  ponga  dunque  in  luogo  di  sen.8,B , e R , o sia  1 , in  vece 
di  cos.^|B  ( vedremo  ben  presto  ( i52, 164  ) che  l’errore  di  queste 
supposizioni  consiste  in  infinitesimi  di  secondo  ordine  , di  terzo 
ordine,  Sre ;)1’ equazione  ^sen.B  = sen.^B  cos. B — sen.B) 
(i  — cos.  2^0)  diviene 

8,sen.B  = 0,B  cos.B. 

Collo  stesso  metodo  la  seconda  delle  quattro  equazioni  diffe- 
renziali ( 1 3^  ) si  riduce 

— ^cos.B=  fyB  sen.B. 

Se  si  pongano  le  due  seguenti  in  vece  della  3*  e della  4*, 

3)tang.B  tas  , 


— S,cot.B 


co*.*  B 1 

— JML 

* *cn.*  B * 


si  avranno  i differenziali  infinitesimi  de’  seni , coseni  , tangenti,  é 
cotangenti,  quali  furono  dati  fin’ ora  dagli  Autori. 

Per  conoscere  immediatamente , che,  nelle  due  ultime  formolo  si 
negligono  solò  gl’  infinitesimi  ( 1 33)  di  secondo  ordine , si  sviluppino 
le  primitive  nel  modo  seguente;  0,tang.B=  = 

— iT7 — 5 — ir — 5TT-  = — ttt — inr 5 ir , Scendo  come 

cos  U (cos.B  cos.  — srn.B  sen.^B)  cos.*B  — fyB  sen.B  cos.B  1 

sopra  scn.^B  = 3,B  , c cos. 9*B=  1.  Si  eseguisca  ora,  secondo 
le  regole  dell’  algebra , la  divisione  indicata  dall’  ultima  frazione  , 
e si  troverà,  che  dopo  il  primo  termine  , tutti  gli  altri  ter- 
mini del  quoziente  sono  implicati  con  }o  potenze  (^B)1,  0*B)3,  Src. 
Lo  stesso  sia  detto  della  formola  della  cotangente. 

1 4 F.  I differenziali  infinitesimi  ora  trovati  delle  linee  trigono- 
metriche  concorrono  a provare  una  regola  che  è di  grandissima 
utilità  nelle  matematiche.  Quando  B = o , cos.B  è il  più  grande 
possibile  (41).  Allora  sen.B  ?=;  o ,,(43:)  % è la  &econda  formola  ( 140) 

dà 
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dà  — $)COS.B  ==  3,B  X o = o.  Parimente  scn.B  è il  più  grande 
possibile , quando  B = 90° , ed  allora  cos.  B = o , ( 42  ) , e la 
prima  forinola  (140)  dà  ^sen.B  = 8,B  X o = o.  Donde  si  vede 
che  una  variazione  infinitamente  piccola  dell’  arco  non  produce 
alcun  cangiamento  nel  seno  o nel  coseno,  allorché  queste  linee 
sono  al  loro  maximum. 


Questi  risultati  sono  conformi  alla  regola  seguente  : Quando  il 
valore  finito  di  una  quantità  è il  massimo  possibile , il  differenziala- 
di  essa  quantità  è zero. 

Sia  proposto  , per  esempio  , di  dividere  una  quantità  data  a in 
due  parti , il  prodotto  delle  quali  sia  il  massimo  possibile.  Chia- 
mando x una  delle  due  parti , 1’  altra  sarà  a — x , e il  prodotto 
ax  — xx.  Nel  caso  del  maximum , cioè  del  più  grande  valore  di 
questo  prodotto , si  ha  per  la  regola  precedente  ^(ax  — xx)  = o, 
ovvero  a^x  = sxj^x,  (i35),  donde  sicavax  = ja.  E però 
le  due  parti  devono  essere  uguali , perchè  il  loro  rettangolo  sia 
il  più  grande  possibile.  Si  vede  quanto  sia  pronta  c felice  la  re- 
gola data. 

142.  Passiamo  ai  differenziali  delle  seconde  potenze. 

Sen.’A — sen.aB=cos.’B — cos.’A=sen.(A — B)sen.  (A-}-B). 
Dunque,  col  metodo  tenuto  (189),  si  avrà 

^(sen.’B)  = — ^(cos.’B)  = sen.8,B  sen.(2B  -+-  ^B). 

Similmente  procedendo  , le  equazioni  ( II.  28* , 29*  ) forniscono 
le  due  seguenti. 


^(tang.’B)  = 


»n.  B'B  5,11) 

cos.'fl  co».*(B  -+-  * 


— ^(cot.*B) 


sen.^Bsen  (aB  -f-  B*B) 

seu.*B  -H  BjB) 


Queste  formole  sono  rigorose  per  qualsivoglia  differenza  finita , 
egualmente  che  quelle  lineari  ( 1 3p  ).  Riduciamole  ora  alle  date 
dagli  Autori  per  le  differenze  infinitesime. 

143.  ^(sen.’B)  = sen.^B  sen.afB  -+-  j ^B)  = (I.  6 *) 
2 sen.^B  scii.(B  -+-  ì ^B)cos.(B  -+-  ìS^B).  Facendo  <^B  infinita- 

F 
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mente  piccolo , mettendolo  in  luogo  di  sen.^B  , e ponendo  B in 
vece  di  (B  8,B),  ( 1 33  ),  l’ equazione  diviene 
^(sen.’B)  = 2<),B  sen.B  cos.B. 

Questo  è quello  die  si  sarebbe  trovato  facendo  sen.’B  = xm , 
e differenziando  con  la  formola  generale  mxm~'  J^x,  (i35).  In 
fatti  m = 2 , x = sen.B , 3,.r  = S^sen.B  = $^B  cos.B, (140). 

Dunque  mxm~ 1 $^x  = 2 (sen.B)  2 — ‘ ^B  cos.B  = asen.B  B*B 
cos.B.  Facendo  dunque  uso  della  formola  generale  per  abbreviare, 
si  ha 

^(tang.’B)  = atang.B  ^tang.B  = atang.B  X 04o),  t‘ 

— 8,(cot.* B)  = 2 cot.B  X 

Ho  posto  nella  tavola  II  tutti  i differenziali  trovati  negli  articoli 
i3p,  140 , 142  , 143;  onde  si  abbiano  sotto  l’occhio  ad  ogni  occor- 
renza. Alla  tavola  stessa  si  avrà  ricorso  quando  si  voglia  verificare 
qualunque  dei  detti  differenziali , che  impiegheremo  in  progresso 
senza  citarla. 


Come  il  differenziale  di  un  seno  negativo  deve  essere  nega- 
tivo (1 33  ) , il  che  indica  decremento  nel  seno  , e per  conseguenza 
nell’arco  corrispondente,  la  forinola (II.  3o*) diviene  in  tal  caso 
— ^sen.B  = — 2 sen.  j ^B  cos.(B  — ì ^B).  Da  questo  discorso 
convenevolmente  applicato  anche  alle  forinole  seguenti  risulta  per 
regola  generale  , che  quando  si  avrà  ad  impiegare  il  secondo 
membro  delle  forinole  differenziali  finite  della  tavola  II  col  segno 
negativo, converrà  usar(B  — 9^B)  in  luogo  di  (B  -t-^B),(B  — 
in  vece  di (B  — t—  ì S^B) , e (2B  — 8^B)in  cambio  di(2  B h-  ^B). 


144.  Poiché  3,B  = 


&sen.B  

cos.B 


= 9>sen.B  X 

■ — ten.'U)  > ' 


nA 


(1  — sen.’B)  —5,  alzando  il  binomio  1 — sen.’B  alla  potenza  — £ 
pervia  della  nota  formola  Neutoniana,  si  avrà  8,B  = ^sen.B  X 

(1  — »— 1 sen.’  B -+-  1-4  sen.4B  -+- 1-44 sen/B  -t-  h3  ^sen/B-t-grc). 
Questa  serie  va  all’  infinito  , ed  è manifesta  la  sua  legge  , se  vuol 
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Continuarsi  più  oltre.  Or  si  dimanda  l’integrazione  di  questa  equa- 
zione. 

L’integrale  di  9,B  è B,  (i38),  e per  la  stessa  ragione  sen.B 
è l'integrale  di  9,sen.B  X 1.  Per  trovar  l’ integrale  dijscn.’BX 
SjSen.B,  si  accresca  di  un’  unità  l’ esponente  , e si  avrà  ì sen.’B  X 
$i sen.B  ; si  divida  per  3 ^sen.B,  l’integrale  cercato  sarà 
Integrando  con  questo  metodo  ogni  termine  della  serie , e po- 
nendo A in  luogo  di  B , 1’  equazione  integrata,  che  nomino  (S)  , 
sarà 


(S)...A=  sen.  A-+- 


i.'A 


3jen.*A  , 3.5sen.TA 


3. 5.7  »en.’ A 
1.4.6. 8. 9 


4—  &C« 


. i a. 4. 5 2.4.6. 7 

Eccoci  giunti  per  vie  un  poco  lunghe  , ma  feconde  di  utilità  , 
allo  scopo  che  avevamo  fissato.  La  serie  infinita,  che  abbiamo 
trovato  (vedremo  (161  ) un  metodo  breve  per  calcolarla  ),  ci  darà 
per  mezzo  del  seno  il  valore  di  un  arco  qualunque  A espresso  in 
parti  del  raggio. 

145.  Evagliail  vero,siaA=  3o*:  sappiamo  (18)  che  sen.3o°  =s 
*R  =3  : sostituendo  questi  valori , 1’  equazione  diviene 


arco  di  3o°  = ì 


3.5 

2.4.6.  J.3.’ 


3.5.7 

X 4.6. 


8cc. 


a.  3.  a*  a-4.5.as 

Si  facciano  le  divisioni  indicate  di  termine  in  termine , e si  avrà , 
limitandoci  a otto  decimali  per  averne  sei  conformi  al  vero , 


==  o,5 

. » ’ 

-p  = 0,02083333 

7^  = 0,00234375 

= 0,00034877 

= o,oooo5934  ; 

945  . . ■ >•••  • *"  ■»  •• 

Ssfc  = 0,00001092 

io3o5 

4907335680  0,00000212 

&c. 

Somma o,523598 

Sicché  l’arco  di  3o°  l R ” o,523598  * 1,  Fij 
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Ho  trascurato  le  due  ultime  decimali  della  somma  , perchè 
non  giuste.  Questa  può  aversi  con  quanto  numero  si  voglia  di 
decimali  esatte  , purché  si  continuino  le  divisioni  qui  interrotte  , e 
si  prendano  nuovi  termini  della  serie , di  cui  è chiara  la  progres- 
sione. Ma  queste  fatiche  son  fatte, e moltiplicando  per  6 l’arco  di  3o% 
fu  calcolata  fino  a 127  decimali  la  semicirconferenza  del  circolo, 
e si  trovò  l’arco  di  i8o°  = R X 3, 141692  663689  790238  462643 
383279  602884  197169  399375  106820  974944  692007  816406 
286208  998628  034825  3421 17  067982  148086  618272  306647 
093844  6 Dunque  la  semicirconferenza  del  circolo , distesa 
in  guisa  di  linea  retta,  è lunga  tre  volte  il  raggio  , più  una  parte 
di  esso  espressa  dalla  frazione  or  ora  data.  L’ultima  nota  di 
questa  frazione  non  la  compisce  esattamente  , mentre,  se  si  con- 
tinua l’operazione  , se  ne  trovano  ancora  delle  altre  (come  indica 
il  segno  -+-)  e ciò  all’  infinito , come  è la  natura  dell’equazione  (S), 
il  cui  secondo  membro  non  ha  mai  fine.  Quindi  si  vede  la  verità 
del  già  detto  (129)  che  fin’  ora  almeno  la  relazione  fra  il  diametro 
e la  circonferenza  non  si  può  avere  che  prossimamente. 

146.  Trovato  il  valore  di  un  arco,  è facile  aver  quello  di  tutti 
gli  altri  con  le  sole  prime  operazioni  dell’  Aritmetica.  Partendo  dal 
numero  dato  qui  sopra  per  il  valore  dell’  arco  di  180%  la  sua 
metà  sarà  l’arco  di  90°,  il  terzo  quello  di  6o°,  e cosi  discorrendo. 
In  tal  modo  fu  composta  la  tavola  utilissima  ( AA)  , che  si  troverà 
alla  fine  di  quest’Opera,  e dalla  quale  si  ha  con  facilità  in  parti  del 
raggio  il  valore  d’ ogni  arco  qualunque , il  qual  sia  dato  in  gradi  » 
minuti , secondi,  e decime  , centesime  , 8cc. 

Vogliasi,  per  esempio,  con  7 decimali  l’arco  di  6°  22'  17",  3; 
si  prenderanno  successivamente  nella  tavola  le  quantità  seguenti  , 
con  una  o due  decimali  di  più  per  aver  la  somma  esatta. 
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L’arco  di  6°  = 0,1047197 55 
20'  . ....  5817764 

2'  ; . . . . 681776 

10"  .....  48481 

7"  33937 

—-011  o",3  .....  . 1454 

Arco  di  6°  22  ' 1 7 ",  3 ...  o, m 2o32 

. : ■ • • > 

Ho  preso  la  tavola  (AA)  dalla  Raccolta  preziosa  del  beneme- 
rito Lambert,  ( Supplemento.  Tatui.  Logarith.  et  Trigonometr. 
Berlino  , 1770);  non  però  senza  averla  verificata  per  intiero  ,e  cor- 
retti alcuni  eiTorucci,  quasi  tutti  nelle  ultime  note.  Che  se  mai  si 
volesse  un  arco  con  più  decimali  di  quelle  che  sono  date  dalla  ta- 
vola , converrà  ricavarlo  da  quello  di  180° , (146).  ^ 

147. L’ espressione  dell’  arco,  avuta  per  via  del  seno,  si  trova  col 
metodo  stesso  per  mezzo  della  tangente.  9,B  = (II.  39*)  ^tang.B 
cos.’B  = (1. 19')  = 8\tang.B  (i  -+-  tang.’B)  ” '.Alzan- 

do alla  potenza  — 1 il  binomio  1 tang.’B,  moltiplicando 
ogni  termine  per  8,-tang.B,  integrando  1’  equazione  (sarà  bene  eser- 
citarsi in  queste  operazioni  ) , e ponendo  al  solito  A in  luogo  di  B , 
si  troverà  la  seguente  equazione  , che  nomino  (T)  : 

(T)...A  = tang.A  — j tang.JA  -t-  j tang.5A  — -J  tang.7  A -f-  &c. 
Ma  tang. 45°=  1 , (17);  dunque 

arco  di  45°  = i — j -+-  j — i ■+-  5 — rr  •+-  &c.  • 

Eulero  trasforma  questa  serie  in  due  altre  assai  più  convergenti , 
senza  di  che  sarebbe  infinitamente  più  laboriosa  della  già  data 
(146).  Ma,  come  questi  calcoli  sono  già  fatti,  le  ometteremo. 
Convergenti  si  chiamano  le  serie  decrescenti , e divergenti  le  serie 
crescenti.  Quanto  più  rapida  è nelle  prime  la  diminuzione  da  un 
termine  all’altro,  tanto  meno  termini  fa  d’ uopo  calcolare  per 
avere  un  vjdor  molto  prossimo  al  giusto.  \0J f 
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\ 

Per  esempio , per  aver  l’arco  di  3o°  con  sei  decimali  esatte 
convenne  calcolar  sette  termini  della  serie  (' i 45 ).  All’incontro  per 
computare  l’ arco  di  45°  con  sei  decimali  esatte  per  mezzo  della 
serie  trovata  or  ora , ci  vorrebbe  mezza  la  vita  d’ un  uomo , essendo 
facile  da  conoscere  che  bisognerebbe  calcolare  5ooooo  termini  per 
giungere  ad  uno,  che  avesse  sei  zeri  dopo  la  virgola. 

Si  noti  che  l’ espressione  dell’  arco  per  via  di  una  serie  conte- 
nente le  potenze  del  coseno  si  ridurrebbe  a quella  (S)  già  trovata 
con  le  potenze  del  seno.  In  fatti  — ^cos.B=  ^Bsen.B.  Dunque 
— 8)B  = ^^5  = 8^cos.B(t  — cos.’B)-  Sviluppato  il  bino- 

mio , e fatta  l’integrazione , si  avrà  — B = cos.B  -—j"  -4- 
&c-  » continuando  I coefficienti  e gli  esponenti , come 

nella  serie  (S),  ( 1 4 4 >-  Per  sapere  cosa  sia  l’arco  B negativo  , 
osservo  che  ponendo , nell’  equazione  (S) , 90°  — B in  vece  di  A , 

si  ha  90°  — B = scinco®  — B ) -f-— "■  ^ j~B)  -+-  &c.  la  qual  serie 

è la  stessa  che  la  precedente  espressa  in  potenze  del  coseno , giac- 
ché £en.  (90®  — B)  = cos.B,  (5).  Dunque  l’arco  negativo  in 
questo  caso  non  è altro  che  quello  che  in  vece  di  crescere  dao°a9o°, 
andrebbe  da  90°  a o°  , presa  la  sua  origine  a 90° , che  è il  punto 
corrispondente  all’ origine  del  coseno,  e seguendo  l'aumentazione 
del  coseno  positivo , che  si  fa  da  90°  a o°. 

Sia , per  esempio , B = 60® , sarà  90®  — B = 3o° , e però  l’ arco 
negativo  di  60®  non  è altro  in  questo  caso  , che  l’ arco  positivo 
di  3o®. 

Nello  stesso  modo  si  trova , che  l'espressione  dell’arco , per  via 
di  una  serie  contenente  le  potenze  della  cotangente , si  riduce  alla 
serie  (T). 

Il  Sig.  Jeaurat  ( Mètri,  prcscntés  à V Académic  des  Se.  de  Paris  , 
Tom.  IV.  pag.  527) dà  senza  dimostrazione  le  due  serie  seguenti  ; 

A = 1 — cos. A — j cos.3A  — 5 cos.’A  — &c.  , e 
A = » — cot.A  -4-  j cot.3A  — i col.sA  -+-  &c. 
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Facendo  A = 90°,  ambe  queste  serie  danno  A =r  1,  (34)* 
Ma  l’ arco  di  90°  = 1,57;  come  si  può  vedere  nella  invola  (AA). 
Dunque  ambedue  queste  serie  sono  false. 

148.  Le  linee  trigonometriche  ci  hanno  servito  a trovare  il  va- 
lore degli  archi  in  parti  del  raggio.  Vagliano  ora  questi  archi 
espressi  così  a trovare  a vicenda  in  parti  del  raggio  il  valore  delle 
respettive  loro  linee  trigonometriche.  Questo  si  ottiene  in  modo 
egualmente  ingegnoso , che  semplice , il  quale  si  chiama  Ritorno 
delle  serie.  Data  , per  esempio,  la  serie  (S),  (144)/  nella  quale 
1’  arco  A è espresso  in  potenze  del  seno  , si  dimanda  il  valore  di 
sen.A  espresso  in  potenze  dell’  arco.  Tratteremo  questa  conver- 
sione, che  è d’infinita  utilità  nelle  matematiche,  con  ogni  chiarezza 
e generalità , in  favore  di  que’  lettori  che  non  ne  fossero  istrutti. 

Sia  dunque  proposta  la  seguente  equazione  generale  , che 
chiamo  (P)  : 

(P)  . . . m = ay  -4-  by1  -4-  cy3  -I-  dy*-+-  &c. 

nella  quale  si  suppone  noto  il  valore  di  ni , egualmente  che 
quello  dei  coefficienti  a,  b , c,  d,  &c;  c si  dimanda  il  valore  di/. 

Si  converta  la  serie  nella  seguente  , che  chiamo  (Q). 

(Q) . , .y  = Am  -f-  Bm*  -4-  Cm3  -4-  Dm*  -H  &c. 

È indubitato  che  questo  valore  di y esiste  in  qualunque  caso  , 
poiché  A,  B,  C,  D,  &c.  sono  espressioni  indeterminate,  e però 
suscettibili  ciascheduna  d’ogni  qualunque  valore  , che  sia  necessa- 
rio , perchè  1’  equazione  sia  giusta.  Si  tratta  dunque  di  definire, 
qual  sia  il  valore  che  aver  deve  ciascuna  delle  dette  indeterminate , 
perchè  l’equazione  abbia  luogo.  Non.  v’è  cosa  più  facile  e ammi- 
rabile insieme. 

Poiché  y = Am  -4-  Boi*  -t-  Cm 3 -4-  8tc.  , s’innalzi  questa 
equazione  alle  potenze  seconda , terza , quarta , &c.  separatamente , 
c si  ordinino  i prodotti  facendo  una  colonna  verticale  al  solito 
per  ogni  potenza  di  m , si  avrà 
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y = Am  -4-  Bm1  -4-  Cmz  -4-  Dm'  -4-  Ems  -4-  &c. 

y1  — A‘mì  -4-  2 ABnd  -4-  2 ACm'-+-  zADm*  -4-  &c. 

-4-  B'm*  -4-  2 BCm*  -4-  8cc. 
yl  = ...  r r . ^*/«3  -4-  3 A'Bm*  -4-  3 A1Cms  -4-  &c. 

-4-  3 AB'm*  -+-  &c. 

y*  = A'm*  -4-  4 A'Bnd  -4-  &c. 

yi  — Asms  -4-  &c. 


8cc. 


Si  sostituiscano  adesso  questi  valori  di  y , y1,  &c.  nell’  equa- 
zione (P)  disponendo  i termini  con  l’ordine  stesso  , e scrivendo 
per  brevità  le  potenze  di  m solamente  in  testa  d’  ogni  colonna  ver- 
ticale , sottintendendole  ripetute  ne’  termini  inferiori,  si  avrà 
’ ay  —aAm-\-aBm'-\-  aCm?  - 4-  aDm*- 4-  aEmi-\-  &c. 


-4-  by1=  . . . . bA1  -\-iABb  ~y-iACb  -4-  lADb  -4-&c. 

—4 — B1b  *4-  2 BCb  -4-  8cc. 

—4—  c-y*  = cA}  H — sA'Bc  -4-  3 A2Cc  —4—  &c. 

-4-  3 AB*c  *4-  &c. 

-4 -dy*  = . : dA 4 -4-  4 A'Bd  -4-  &c. 

-4-  eys  = e A5  -4-  &c. 

-4-&c. 


Adunque  , trasportando  m , risulterà , o = m ( aA  — 1 ) -4- 
m1  (aB  -4-  bA1)  -4-  m1  (aC  -+-  lABb  -4-  cAl)  -4-  &c. 

Bisogna  che  i valori  di  A,  B,  C,  & c.  sieno  tali , che  il  secon- 
do membro  di  questa  equazione  , continuato  quanto  si  voglia  , si 
riduca  a zero.  Questo  è facile  ad  ottenersi  ; basta  supporre , che  i 
valori  delle  indeterminate  siano  tali,  che  riducano  ogni  temine  a 
zero.  Sia  dunque  m ( a A — 1)  =0;  sarà  mAa  — in  , donde  si 

cava  A = \ Così  facendo  m1  (a B -4-  bA1)  = o,  sarà  B — 


Sostituendo  il  quadrato  del  valore  di  A trovato  prima , si 
avrà  B — — Col  metodo  stesso  si  troverà  C = ~-nc,  E)  =c 

a a ' 

Snbr  — a*d  — 50*  r> 1 Ab*  — ai  al/*c  -+.  6a’£r/-4-  3rtV — a*e  \ . ..  1 

« ; . t = — — - — — , e cosi  tutte  le  altre 

a1  1 a * 1 

indeterminate  , 
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indeterminate  , finché  si  vorrà  continuare  la  serie.  Sostituendo 
questi  valori  nell’ equazione  (Q),  non  resterà  alcuna  incognita  nel 
secondo  membro  , e si  avrà  quel  clic  si  cerca , cioè  il  valore  di 


Y = - ni ; 

J a a* 


ni 


ih'  — at  J 

■ — ; — m 


5 a he  — n\i  — 5 h1 


■ 111 4 


&C. 


149.  Esorto  gli  studiosi  ad  esercitarsi  continuando  le  operazioni 
dell’  articolo  precedente , almeno  fino  alla  nona  potenza  di  m. 
Queste  operazioni  una  volta  fatte  serviranno  loro  di  forinola  gene- 
rale per  convertire  ogni  serie  di  qualunque  forma.  Facciamone 
1’  applicazione  al  caso  nostro.  Comparando  alla  generale  ( P ) 
1’  equazione  (S),  ( 1 44 ) » osservo  clic  in  quest’  ultima  mancano  le 
potenze  pari.  Convien  rendere  simile  1’  equazione  (P)  a quella 
che  è data  da  risolvere  , il  che  è facile  ad  ottenersi , facendo  eguali 
a zero  nell’  equazione  (P)  i coefficienti  delle  potenze  che  mancano 
nella  proposta.  Dunque  nel  caso  nostro  b = o,d=o,f  = o, &c. 
Ciò  posto , si  cerchi  quel  che  divengano  i valori  già  dati  delle  in- 
determinate nell’  equazione  (Q). 

Abbiamo  trovato  i°.  A = ^\  questo  valore  sussiste.  1°.  B = 


— ; ma  b = o , dunque  B—  o.  3°.  C = *h  a,ae  ; 


ma  i = o, 


dunque  C — — ^ Seguendo  così , si  troverà  che  D = o, 

i1*  3c* — ae  y-r  bacc — I2r*— • 0 * 

- = —5—,  F—  o,  G = -- -,  &c.  Ma, 


3 a*  c*  — a 


E = 

comparando  all’ equazione  (P)  la  proposta  (S) , si  ha , a = 1 , c = 
, g = ~ ^ l~-  Sostituendo  questi  valori  , si  tro- 
vano quelli  delle  indeterminale  , A = 1 , C = — , E = 

a J ' j— g , G = — * s 4' 5 6 7 ' donde  apparisce  visibile  il  valo- 
re ed  il  segno  delle  susseguenti  senza  calcolarle.  E poiché  si  ha 
in  questo  caso  l’arco  A in  vece  di  m , e sen.A  in  vece  dij', 
I’  equazione  (Q)  diviene, 

(W)  . . . sen.A  = A ^ 


A* 


A» 


a.  3.  4.  5 a. 3. 4.  5. 6.  7 & C’ 

Col  mezzo  di  questa  serie  si  potrà  dunque  calcolare  con  quante 

G 
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decimali  si  voglia  il  seno  d’  ogni  arco , prendendo  il  valore  di 
questo  nella  tavola  (AA). 

Se  in  vece  di  A si  pone  2A  , la  serie  diviene  , sen.2A  = 2A  — 
~ -+-  -2  -'J-  — &c.  con  che  si  vede  facile  il  modo  d’  esprimer 

con  questa  sorte  di  serie  le  linee  trigonometriche  d'ogni  arco  inol- 
tiplice. 

E pur  facile  da  vedere,  che  se  si  volesse  il  seno  di  un  arco  , 
espresso  da  una  serie  delle  potenze  del  coseno  ,0  della  cotangente , 
o della  tangente  dell’  arco  stesso  , basterebbe  ridurre  in  serie  , 
col  mezzo  del  binomio  , le  espressioni  (I.  3‘,  4',  5*  );  il  qual  cenno 
sarà  sufficiente  per  far  comprendere,  come  si  possa  avere  qualun- 
que linea  trigonometrica  espressa  con  le  potenze  di  ogni  altra. 
Questo  lavoro  è stato  già  fatto  dal  Sig.  Jeaurat  nella  Memoria 
citata  ( 147). 

i5o.  Si  dia  tosto  la  prova  alla  serie  (W),  cercando  il  seno  di 
3o°,  sul  qual  non  possiamo  esser  ingannati , perchè  ne  sappiamo 
il  valore  esattamente  (18).  Per  abbreviar  la  fatica  singolarmente  , 
additerò  il  modo  seguente,  che  in  generale  è senza  comparazione 
più  comodo  e breve  della  formola  preparata  da  Eulero  ( I/itrod . in 
Analys . influir.  Tom.  I.  1 34  )•  Si  esprima  la  serie  così 
(R)  . . . Sen.A  = A — 5-t-C  — D -4-  E , &c. 

Quindi  si  avrà  , comparando  la  (R)  alla  (W)  , 

B—  A'-f  A C — A1—  B 

M 6 20 

Z)  = A*  — C • E—ts?—D. 

41 

Si  vede  che  basta  calcolare  una  volta  sola  A1,  che  è 1’  unica 
potenza  di  A,  che  resta  attualmente  in  ogni  termine;  e che  i divi- 
sori sono  divenuti  molto  piccoli  e comodi  : ma  ciò  non  è tutto. 
Dispongo  questi  quattro  primi  divisori  verticalmente  ; prendo  le 
prime  e le  seconde  differenze  ; e , trovate  queste  ultime  costanti , 
continuo  le  tre  colonne  secondo  la  legge  scoperta , c andando  da 
dritta  a sinistra. 
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5 1 


Divisori.  D'JT-  i*  Dijf.  .2* 

6 

*4  R 

20  ° 

22 

42  8 

3o 

72  8 

38 

110  8 

4<5 

1 56  8 

54 

210 

&c. 


Al  presente  per  continuare  la  nostra  serie  (R)  non  v’è  più  bi- 
sogno di  moltiplicazione  per  formare  i divisori  nel  valore  de’  ter- 
mini successivi  , F , G , H , &c.  Le  colonne  formate  qui  sopra  li 
forniscono  agevolmente  all’  infinito  per  mezzo  di  semplici  addi- 
zioni. Stia  dunque  avvertito  chiunque  si  dedica  al  calcolo  nume- 
rico , per  indagare  ove  regnino  differenze  costanti , il  che  riesce  di 
gran  sollievo  ìh  molti  casi. 

i5i.  Or  suppongo  che  si  voglia  calcolare  il  seno  di  3oe  con 
nove  decimali.  Prendo  nella  tavola  (AA)  t’  arco  di  3o3  con  10  deci- 
mali per  maggior  cautela, e ne  formo  il  quadrato,  per  più  speditezza, 
nel  modo  insegnato  dagli  Autori  p^r  la  moltiplicazione  delle  fra- 
zioni decimafi  (veggansi  gli  Elementi  delle  Matematiche  del 
Sig.  Ab.  Marie,  Paris  1 77-8  , art.  79)  , cioè  prendendo  i fattori  nel 
moltiplicatore  da  sinistra  a dritta , e negligendo  da  dritta  a sinistra 
.nel  moltiplicando  una  nota  per  il  primo  fattore  , due  note  per  il 
secondo  :,  tre  per  il  terzo  , &c.  tenendo  conto  però  delle  decine 
date  dal  prodotto  d’  ogni  fattore  per  l'ullima  nota  negletta.  Per  non 
ingannarsi , si  può  punteggiar  successivamente  il  fattore  , e la 
nota,  dalia  qual  si  principia  ogni  moltiplicazione , come  si  vede 
‘ 1 ‘ ’ Gij 
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qui  fatto  per  le  due  prime  corrispondenti  nel  moltiplicatore  e nel 
moltiplicando. 

Formazione  del  quadrato  dell’  arco  A. 

A = o,  5235987756 
o , "5235987756 
o,  2617990878 

1047197 55 
15707963 
2617994 

471239 
4 1 888 

3665 
367 

26 

3 

A*  s=  o,  27415Ó6778 
2 A1  = o,  548311 3556 
3A3  = o,  8224670334 
4A3  = 1,  0966227112 
5A1  = 1 , 3707783890 
6A3  = 1 , 6449340668 
7A1  = 1,  9190897446 
8A3  = 2,  1932454224 
9Aa  = 2,  4674011002 

La  preparazione  di  questi  moltiplici  di  A’  renderà  velocissimo 
il  calcolo  della  serie  (R).  Si  avranno  occasioni  continue  (cioè  in 
lutti  i casi, ove  si  abbia  a impiegar  molte  Volte  un  fattore  costante) 
di  profittare  della  grande  utilità  di  questa  operazione  , che  è tanto 
semplice,  c che  non  avevo  veduta  indicata  in  alcun  libro , quando 
la  usai , ma  che  ho  poi  trovata  in  Eulero  ( Cale.  diff.  Pars  II.  96). 

Per  avere  il  valore  di  B bisogna  moltiplicare  il  valore  di  A3  per 


Indi  faccio  col  mezzo 
di  successive  addizioni 
del  valore  di  A3  con  se 
stesso 
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quello  di  A = o , 0872664626.  Ma  , poiché  abbiamo  già  il 

valore  di  A’  moltiplicato  separatamente  per  ciascuno  dei  nove  ca- 
ratteri dell’  aritmetica , ne  segue  che  i suoi  prodotti  per  ciascuna 
delle  note  componenti  il  valore  di  -A-  A sono  pronti , nè  occorre 
se  non  disporli  nel  luogo  loro  per  prenderne  poi  la  somma.  Per 
non  ingannarsi , si  può  punteggiare  ogni  nota  nel  valore  di  -A-  A , 

a misura  che  si  scrivono , come  qui  sotto  , i prodotti  corrispon- 
denti. 

o,  o8A’  = o,  02193245422 
o,  ooyA^  — o , 00191908974 
o,  0002A1  = o,  00006483114 
o,  00006A1  = o,  00001644934 
&c.-  • 164493 

10966 

1645 

55 


5 = o , 0239246962 

Ora  dividendo  B per  20 , si  avrà  poi , nella  stessa  maniera 
jier  via  di  addizione  , la  moltiplicazione  di  A*  per  — , il  che  darà 
C = o,  0003279532.  Col  medesimo  metodo  si  troverà , sempre 
più  prestamente , il  valore  di  D e di  E.  Ecco  i termini  positivi  sepa- 
rati dai  negativi. 

A = o,  5235987766  — 5 = o,  0239245962 

C = o , 0003279532  — £>=0,0000021407 

E — — o,  0000000082  — 0 ^ 028926707 

-4-  o,  623926737  , somma  de’  termini  positivi. 

— o , 023926737 , somma  de’  termini  negativi. 

Onde  sen.3o°=  o,  5oooooooo,  a tener  della  verità  (18). 
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Si  vede  quanta  sia  1’  esattezza  delle  serie,  clic  abbiamo  formate 
col  mezzo  del  calcolo  differenziale  ed  integrale  , e per  via  del 
Ritorno.  Se  si  prendesse  f arco  di  3o°con  tutte  le  127  decimali  , 
con  cui  può  ottenersi  dividendo  per  6 l’arco  di  iSo°dato  ( 1 4-5 ) , 
e se  si  calcolassero  tanti  termini  della  serie  (R)  continuata  con  le 
regole  indicate  (i5o) , quanti  occorrono  per  aver  sen.  3o°con  127 
decimali,  sempre  si  troverà,  clic  la  somma  de’  termini  si  riduce 
a o,5;  negligendo  soltanto  la  centovcntiseltesima  nota,  o la  sua 
susseguente , che  non  può  esser  mai  giusta  , perchè  la  serie  va 
all'  infinito  , onde  deve  sempre  restar  qualche  cosa , che  sarebbe 
distrutta  dai  termini  susseguenti,!  quali  lascierebbero  in  appresso, 
dovunque  il  calcolo  si  sospenda,  un  altro  resto  più  piccolo,  avvi- 
cinandosi perpetuamente  all’  infinitesimo  senza  giungervi  mai, 
perchè  i nostri  numeri  sono  incapaci  di  pervenire  ad  una  espres- 
sione infinitamente  piccola  ( 1 33 ). 

i52.  Lescrie(i44,  149  ) presentate  nel  modo  seguente  offrono 
due  espressioni  della  differenza  fra  1’  arco  e il  seno  : 

— sen. A — j-  h—  — ■ — r — ccc. 

2.3  2.4.5 

A A A3  A5  , O 

A — sen.  A = — T r— r -+-  &c. 

, 2 . o « 1 . ù . 4 ■ s 

Donde  si  vede  che  se  l’arco  è infinitamente  piccolo,  l’errore 
che  si  commette,  prendendolo  in  vece  del  seno , consiste  in  infini- 
tesimi di  terzo  ordine  , di  quinto  ordine  , &c. 

Se  si  pone  in  entrambe  le  equazioni \ A in  luogo  di  A,  (128), 
e se  poi  si  moltiplica  f una  e f altra  per  2 , si  avrà  la  differenza 
dall’arco  alla  corda  (19)  in  ciascuna  delle  due  seguenti  equa- 
zioni : 


, * sfn.^A 

- 2 sen.  jA  = — ; — 

i 

• A A* 

-2sen.]jA  = — t — 7 
J 2.3.2* 


A* 

2. 3.  4.5  .24 


4.6.7 

A? 

3.3.4. ■ 7 • 3' 


-,  — -Scc. 


Prendendo  gli  archi  nella  tavola  (AA)  si  potrebbero  dunque  cal- 
colar facilmente  le  coi  de,  con  quante  decimali  si  voglia , per  mezzo 
dell’  ultima  serie. 
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1 53.  Le  equazioni  generali  (P)  e (Q)  servirebbero  a convenire 
la  serie  (T)  delle  potenze  della  tangente  ( 147  ) , come  si  ò fatto  di 
quella  delle  potenze  del  seno.  Ma , per  conseguire  più  semplici  le 
espressioni  delle  indeterminate  , e spinger  la  serie  lino  alla  nona 
potenza  , onde  avere  una  formola  comoda  in  casi  simili , faremo 
(P').  . . m — ay-h  cy5-+-  ey*- f-  py7  - 4-  iyì  -f-  &c. 

(Q') . . . y = A /7z  — t—  Ozi 3 — f—  Gm1-\~Im * -4-  &c. 

Quindi,  per  le  vie  tenute (148),  si  avrà 


’ oy  = aAm  -f-  aCm?  -f-  aEtn 

*-f-  aGm1  -f-  aTm * -4- &c. 

-f-  cj/*  = . cA%  -4-  3 cA*C 

H-  3 cA'F. 

H-  3 cA'G 

-4-  &c. 

-4-  3 cAC' 

-4-  6c.4CE 

-4-&c. 

} 

-4-  c<? 

-1-  &c. 

-+-o’  = «a* 

-4-  5 c.VC 

-4-  5eA4E 

-4-  &c. 

1 

-4-  tocA'C' 

-4-  &c. 

f +&/’= 

gyf 

-4-  7bj>C 

-4-&c. 

-4-  i y*  — 

iA* 

-4-  &c. 

1 + &c. 

Si  ricaveranno , come  si  fece  (148) , i valori  delle  indeterminate 
A , C,E,  &c.  espressi  in  a,  c,e,  &c.  Indi  si  sostituiranno  in 
luogo  di  a , c , e , & c.  i valori  numerici , che  sono  somministrati 
dall’  equazione  (T) , la  qual  comparata  alla  (P')  dà  a = 1 ,c  = 
— 3 , e = i , Ikc.  Ridotti  cosi  in  numeri  i valori  di  A , C,  E , &c. 
se  ne  farà  la  surrogazione  nell’  equazione  ( Q ' ) , e ponendo  1’  arco  A 
in  vece  di  m , e tang.  A in  vece  di  y , si  troverà 


A» 


3 A* 

3. 5 


»7At 


6x  A* 


■&c. 


(U)... Tang. A = Ah — 1 — ^ r 5 -r-  5 

N ' O 3 3.5  3. 5. 7. 3 3.5. 7. 9. 3 

Cercheremo  fra  poco  una  legge  per  continuar  questa  serie  senza 
altro  calcolo. 

Intanto  si  osservi  che,  se  l’arco  sia  infinitamente  piccolo  , e si 
faccia  tang. A = A,  gli  altri  termini  trascurati  non  sono  che  infi- 
nitesimi di  terzo  ordine  , di  quinto  ordine,  & c. 

154.  Se  si  divide  con  le  regole  dell’ algebra  la  serie(W)  (149) 
per  la  (U) , si  troverà 


(Y)...Cos.A  = 1 


A4 


A‘ 


A* 


2.  3.  4 a.  3. 4 • J . 6 


a.  3.4.  5.  6. 7.  6 


— &c. 
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La  legge  è manifesta  per  continuar  questa  serie  ; e per  servirsene 
a calcolare  un  coseno  speditamente,  si  userà  il  metodo  «tenuto 
( i5o , i5i  ).  Col  mezzo  di  essa  e della  precedente  si  potrà  dunque 
calcolare  il  .coseno  , e la  tangente  di  un  angolo  qualunque  , con 
quante  decimali  si  vogliano , prendendo  l’arco  nella  tavola  (AA). 

Si  avverta  che , le  serie  di  questo  genere  essendo  più  conver- 
genti quanto  l’arco  è più  piccolo  , se  si  vuol,  per  esempio  , il  seno 
di  un  arco  maggiore  di  45°,  gioverà  meglio  cercarlo  computando  il 
coseno  del  suo  complemento  per  mezzo  della  serie  (Y).  Così  se 
si  chiede  il  coseno  di  un  arco  maggiore  di  45° s’ impiegherà  di  pre- 
ferenza la  serie  (W). 

Dalla  serie  ( Y)  si  cava  l’ espressione  seguente  del  seno  verso  (4)  : 


A A 

; — cos.A  = — — 


A* 


A‘ 


r,  & C.  , 


2.3.4  2. 3. 4. 5. 6’ 

dalla  quale  si  vede  che  se  A è infinitamente  piccolo  , l'errore  che  si 
commette  facendo  il  coseno  eguale  al  raggio  , consiste  in  infinite- 
simi di  secondo  ordine , di  quarto  ordine  , &c. 

Se  l’arco  A è negativo  , non  per  questo  viene  a mutarsi  alcun 
segno  nella  serie  (Y)  come  tutta  composta  di  potenze  pari  di  A. 
All’incontro  se  si  fa  A negativo  nelle  equazioni  (S),  ( 144)1  e (U)t 
(i53) , tutti  i segni  saranno  cangiati.  Da  ciò  deduco  la  regola  se- 
guente, di  molta  utilità.  Il  seno , la  tangente  (e  per  conseguenza 
la  cotangente  ) di  un  arco  negativo  sono  negativi,  il  coseno  di  un  ateo 
negativo  è positivo  : di  maniera  che , in  tutti  i casi , il  seno  , la  tan- 
gente e la  cotangente  di  un  arco  negativo  hanno  un  segno  contrae 
rio  a quello  che  prescrive  la  tavola  (42)  , mentre  il  coseno  con- 
serva lo  stesso  segno  che  gli  vien  dato  in  essa  tavola. 


1 55.  La  ricerca  de’  termini  consecutivi  della  serie  (U)  col  mezzo 
delle  indeterminate  diviene  laboriosissima  di  più  in  più  a misura  che 
crescono  le  potenze.  Si  può  ottenere  la  medesima  serie  con  molto 
minor  fatica  dividendo  la  (W)  per  la(Yr),  giacché  è manifesta  la 
legge  per  continuar  queste  due  a piacere.  Ma  anche  la  divisione  è 
tediosa,  e quindi  ho  pensato  di  profittare  del  metodo  additato  da 

Eulero 
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Eulero  per  ridurre  ad  una  serie  infinita  ogni  sorte  di  funzioni  fra- 
zionarie , tanto  finite  quanto  infinite.  (Si  chiama  funzione  d’  una 
quantità  variabile,  per  esempio  dell’arco  A nel  caso  nostro  , ogni 
espressione  analitica  composta , in  qualunque  maniera  , di  essa 
variabile  e di  quantità  costanti).  Esprimendo  con  lettere  i coeffi- 
cienti dell’  arco  A nelle  tre  serie  , si  ha 


(W)...A 

(Y)....r 


AA’  •+.  cA*  — </.V  -f-  &c. 
M*-f->A‘  — /A‘-4-&c. 


==  (U). . . A -+-  BA?  -H  CA*  ■+■  DA’  &c. 


Si  moltiplichi  l’equazione  per  la  serie  (Y ) ordinando  i termini  per 
rispetto  alle  potenze  di  A , scritte  una  volta  sola  in  testa  delle 
colonne  verticali , come  facemmo  ( 148,  i53);  si  avrà 


A — b A’  -t-  cA5  — dA7  -+-  &c.  = A -+-  B A’  -+-  CAS  -4-  DA 7 -f-  8cc. 

— 0 — jìB  — ftC  — &c. 

— 4-  y -4-  yB  -4- &c. 
— I — &c. 


E trasportando  il  primo  membro, 

o — A -4-  J?A3  -f-  CA*  -4-  DA’  -4-  DA’  -4-  &c. 

— fi  — fiB  — fi  C — fiD  — &c. 

•+-  y ■+■  yB  -4 —yC  + &C. 

— <T  — SB  — &c. 

-4-  . -4-  &c. 

A -t - b — c -4-  d — e -4-  &c. 

Dunque  , facendo  al  solito  che  ogni  colonna  verticale  si  riduca  a 
zero , si  avrà 

B = fi  — b 

C s=— — y -4-  C H — fi  B 
D = J1  — d -4-  fi  C — ■ y B 
E — — , + e —4-  fi  D — y C — 4-  t B 
Osservando,  come  procedono  le  colonne  verticali,  diviene  fa- 
cile adesso  il  continuar  senza  calcolo  queste  equazioni  contenenti 
i valori  , che  si  cercano , de’  coefficienti  successivi  della  serie  (U). 
Si  avrà , per  esempio  , 

H 


/ 
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}'  = £ — J'  — t—  fi  k — — y D — f—  i'  C — i B 

G = — M — f—  g -4—  fi  F — y E — t D — > C -f-  { B 

& c. 


Sostituendo  i numeri  , riduccndo  tutte  le  frazioni  al  massimo 
denominatore  , e la  somma  delle  frazioni  all'  espressione  più  sem- 
plice, si  troverà 

r «38a  r 2iS  ,4 jr 9^9  C.r 

2*.  S\  7 . 9 . 1 1 * 3\  ò\  7. 9 . 1 1 . i3  * 2\  6\  7*.  9. 11 . 

Si  faccia  ora  , a similitudine  di  ciò  che  si  fece  (i5o), 
tang.  A = A -+-  B'  -4-  2 C1  -4-  ìjD’  -4-  62  E1  -4-  i38a  F1  -4- 
21844  G'  -4-  92 5)56^  H'  -4-  &c;  e si  avrà 


B'  = A1  i A 
C'  = A1  i B ’ 
D1  = A’^C' 
£'  = A1  ± D' 


F'  = A’  £ Er 
G’  = A’j-,  Fr 
H'  = A*j5  Gf 
&c. 


Si  calcoleranno  i volori  di  Bf , C' , D\  & c.  nella  maniera  che 
ho  additata  (i5i) , ed  il  calcolo  di  una  tangente  sarà  abbreviato 
quanto  è possibile.  Passiamo  a quello  della  cotangente. 

i56;  Cot.A=^4.  Sostituendo  a le  serie  rcrT»come 

»cn.À  kcn.A  ( W ) 7 

sono  espresse  ( 1 55  ) , si  avrà 


cot.A  = 


1 — « A-+  rA4—  /A*  + .A * — 
A— ZA1  -+-  eA1  — dA1  + «A’  — &c. 


Ora  applicando  a questa  equazione  il  metodo  Euleriano  ado- 
perato qui  sopra  per  la  tangente , si  eguagli  questa  espressione  fra- 
zionaria della  cotangente  ad  una  serie  coi  coefficientiindeterminati,, 
come  segue 


> — éA’-byA* — Set.  » 

A — iA‘  -+-  u\‘  — dA’  -+-  Su.  A 


-4-5A-+-  CAÌ  -f-  DA*  -4-  &c. 


Moltiplicando  l'equazione  per  il  denominatore  del  primo  mem- 
bro , ordinando  , e trasportando  il  numeratore  , si  avrà 
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i -+-  jBA’-4-  CA*  -+-  DA6  -+-  E A* -ì- FA'0  -+-  &c. 

— b —bB  —bC  —bD  —bE  —Sic. 

+ c + c B — \—c  C “f-  cD  -f*  &c. 

— <1  —dB  —dC  —Sic. 

-He  ~\-cB  -H  Sic. 
— f —«PC. 

■ i -H  j8  — y -H  <f  —,  H-  ? — &C. 

Facendo  ogni  colonna  verticale  eguale  a zero , si  avrà 
5—  Z>  — 0 
C — — c — H y H — bB 
D—  d — (T-H  bC  — cB 
E = — c — h , -H  bD  — cC  — H d B 
&c. 


5? 


Queste  equazioni  sono  facili  a continuarsi  senza  calcolo  come 
le  altre  consimili  ( 1 55). 

Prendendo  nelle  serie  (W),  (Y) , i coefficienti  numerici  corris- 
pondenti alle  lettere  b,  e,  &c. , 0,  y,  & c. , si  troveranno  i valori 
di  By  C,D , &c. , che  sostituiti  nella  serie  ^ -H  BA  -H  CA ? -H  &c.' 
*=  cot.A  secondo  l’ ipotesi , daranno  1’  equazione  seguente  : 


(Z)...  COLA  = ^ 


A» 


3*.  5».  7 


a A* 

3*.  5 . 7 . 9 . 


i38aA“ 

i*.  5*.  7*.  9.11.  >3 


4 AJ 


&C. 


3*.  5‘.  7 . 9 . 1 1 . i3 

Indi  fingendo  cot.A  = A — B1  — C1  — i D’  — E 1 — Fr 
— 691  G'  — H'  — &c. , si  avrà 
B'  =A  X ì 


■A'%  E' 


C = A^£' 
D'  = A’£C' 
E'  =A  °\D' 


F 

G'=A°^F 
H'  = A°^F  X A* 

Sic.' 


Ho  tirato  il  valore  di  H'  da  F piuttosto  che  da  <?',  per  aver 

Hij 
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Cai\  VT.  Metodi  per  calcolar» 
l’ espressione  più  semplice.  La  quantità  F X A’si  tiene  già  pronta 
nel  calcolo  fatto  per  aver  G' . 

È fàcile  da  vedere  che  la  serie  (Z)  è molto  più  convergente , 
e più  comoda  al  calcolo  di  quel  che  sia  la  (U),  (i53,  i55).  Si 
vedrà  (366)  che  in  generale  se  si  cerca  la  tangente  di  un  arco 
maggiore  di  32°,  giova  meglio  computare  la  cotangente  del  suo- 
complemento  ( 7 ) , per  mezzo  della  serie  (Z). 


CAPITOLO  VI. 

Delle  tavole  trigonometriche  in  numeri  naturali , 

157.  Il  valore  delle  linee  trigonometriche  non  può  ottenersi  che 
prossimamente  , da  pochissime  in  fuori , come  le  eguali  al  raggio  , 
alla  sua  metà , Scc.  Questo  non  è già  un  difetto  del  metodo  delle 
serie  infinite,  che  abbiamo  composto  nel  Gap.  precedente.  I me- 
lodi geometrici  usati  dagli  antichi  non  danno  il  valore  delle  linee 
trigonometriche  , se  non  per  via  di  radici  sorde  , come  sono  r 
(43),  (44),  \/2  » e simili;  ed  è noto  che  non  è possibile 

avere  queste  radici  esattamente  , per  quanto  si  spinga  innanzi 
r estrazione , e che  solo  l’errore  diviene  sempre  minore , con  quante 
più  decimali  si  esprima  il  valore  cercato. 

Le  linee  trigonometriche  sono  state  calcolate , altre  con  10,  altre 
con  i5note.  Bisognano  12  decimali , supponendo  R = r, peravere 
con  precisione  i minuti  secondi,  e le  decime  di  secondo , dai  seni 
degli  angoli  sommamente  prossimi  al  retto  , o sia  dai  coseni  degli 
angoli  estremamente  piccoli.  Ciò  nonostante  le  tavole  più  comuni 
sono  ridotte  a 7 decimali , perchè  più  comode  all'uso,  e sufficienti 
in  esattezza  nella  più  parte  de’casi.  Contengono  rseni  , tangenti, 
e secanti,  di  minuto  in  minuto  , da  o°  a 90°,  e per  conseguenza  i 
coseni,  le  cotangenti,  e le  cosecanti  (5 , 7).  Queste  tavole  servono 
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pure  pcgli  archi  maggiori  di  90°, (35).  E ammirabile  veramente  la 
pazienza  di  coloro,  che  le  hanno  fabbricate  pervie  penosissime  , 
senza  i preziosi  soccorsi  del  calcolo  differenziale , e di  tante  for- 
inole, che  si  sono  trovate  in  appresso.  Diviene  ora  inutile  l’espo- 
sizione di  que’  melodi  faticosi  ; ed  in  vece  , perchè  questo  Trattato 
sia  più  completo,  suppongo  due  casi  : i°.  che  in  certi  calcoli  deli- 
cati si  desideri,  come  accade  talvolta,  qualche  linea  trigonometrica 
con  più  note  di  quelle , che  uno  abbia  dalle  tavole  che  possiede  : 
in  tal  caso  le  vie  più  spedite  saranno  quelle  che  abbiamo  additato 
nel  precedente  capitolo  ; 2°.  che  si  vogliano  calcolar  nuove  tavole 
con  più  note  di  quel  che  sia  stato  fìnrora  fatto;  e per  questo  pro- 
pongo il  seguente  metodo- speditissimo. 

Se  nelle  forinole  (II.  22*,  23*)  si  pone  «A  in  luogo  di  A,  e 
( n — 2 ) A in  luogo  di  B , si  avranno  le  due  seguenti 

sen./iA  = sen.(«  — 2)  A -t-  2sen.A  cos .(n  — 1)  A 
cos.nA  = cos,(/i  — 2)  A — 2sen.A  sen.(n  — 1)  A 
Sia  ora  A = r°,  e si  calcolino  , con  le  serie  (W)  , (Y),  (molto- 
convergenti  in  tal  caso),  e coi  modi  additati  nel  capitolo  prece- 
dente, il  seno  e il  coseno  di  l*,  ma  con  3 04  decimali  di  più,  di 
quelle  che  vogliono  mettersi  nella  tavola,  affinchè  in  essa  1-  ultima 
nota  risulti  esatta  quanto  è possibile.  Si  raddoppj  il  seno  di  i°,  indi 
si  scrivano  sotto  a questo-  seno  così  raddoppiato  il  suo  duplo,  il 
triplo , &c.  fino  al  nonuplo,  come  facemmo  per  A*,  (i5i).  Ciò 
fatto  dico  , che  il  calcolo  di  una  tavola  de’  seni, di  grado  in  grado,, 
è ridotto  a pure  addizioni- , e sottrazioni  , e che  il  fabbricarla 
( quand’  anche  fosse  a 28  decimali , quante  ne  contengono  le  for- 
inole preparate  da  Eulero  (Jntrod.  in  Analys.  Infinti.  Tom.  1. 1 34  )-, 
che  certo  sarebbero  molto  più  laboriose  (169)  del  metodo  nostro- 
seguente)  diviene  tenue  fatica  di  non  molte  ore,  dove  coi  metodi 
tenuti  dagli  antichi  forse  non  basterebbe  un  mese  , impiegato  nelle 
più  disgustose  e pesanti  operazioni  dell’Aritmetica. 

. Di  fatti  conoscendo  il  seno  e il  coseno  di  i°  si  trovano  il- seno 
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e il  coseno  di  20 , facendo  n = 2 nelle  nostre  forinole  date  qui 
sopra,  le  quali  si  convertono  nelle  due  seguenti  già  cognite 
sen.20  = sen.o0  -+-  2 sen.  i®  cos.  1®  = 2sen.  i°  cos.  i® 
cos.2°  = cos.o® — 2 seti.  1®  sen.  i°  = 1 — 2sen.  1“  sen.  i® 

Parlando  della  prima;  per  avere  il  seno  di  2“  bisogna  dunque 
moltiplicare  2 sen.  i°  per  cos.  i°.  Ma  abbiamo  2sen.i®  moltiplicato 
già  per  ciascuno  dei  nove  caratteri  della  nostra  aritmetica.  Non 
occorre  dunque  altro , se  non  che  il  disporre  questi  prodotti , 
secondo  richiedono  l’una  dopo  l’ altra  le  note  componenti  il  coseno 
di  i®  (veggasi  l’esempio  nella  moltiplicazione  fatta  ( 1 5 1 j di  A’  per 

* J . ' . ' . . . 1 

-£-A);  prendendo  la  somma  di  questi  prodotti  così  disposti,  si, 
avrà  il  seno  di  2®.  Similmente , per  la  seconda  formola  , se  si  dis- 
pongono gli  stessi  prodotti  secondo  richiedono  le  note  componenti 
il  serio  4i  i°,  die  è il  moltiplicatore  di  2 sen.  1®,  presa  la  somma , 
c sottratta  dall’  unità , si  avrà  il  coseno  di  20.  Se  dunque  nelle 
nostre  forinole  generali  si  pongano  in  luogo  di  n i numeri  succes- 
sivi 3,  4 » 5 , &c.  fino  a 3o  , si  avranno  col  metodo  stesso  tutti  i 
seni  e coseni , di  grado  in  grado  , perfino  a 3o®  con  somma  facilità.  ' 
Imperciocché  si  osservi  i°i  che  il  seno  o coseno  cercato,  cioè  il’ 
seno  o coseno  di  n A , si  trova  sempre  per  mezzo  de’  seni  e coseni' 
calcolati  prima,  poiché  n A è l’arco  maggiore  in  ciascuna  delle1 
forinole:  20.  che , qualunque  sia  il  valore  di  n,  il  fattore  2 sen. A è1 
costante  ; sicché  preparati  una  volta  i prodotti  separati-  di  questo- 
faltore  per  ciascun  de’  caratteri  dell’  aritmetica,  come  si> è detto, 
non  restano  più  che  addizioni  e sottrazioni  da  fare  per  componer 
la  tavola.  Le  formole  date  qui  hanno  più  vantaggi  sopra  quelle' 
analoghe ( 124),  che  abbiamo  formate  sulle  tracce  di  Eulero,  come 
sarà  facile  il  riconoscerlo  a chiunque  ne  faccia  esperimento. 

Dissi  di  spingere  il  calcolo  fino  a 3o®  solamente , poiché  i restanti 
seni  e coseni  si  deducono  velocissimamente  dai  già  calcolati,  per 
via  di  semplice  sottrazione, mediante  la  formola(I.  i5'),sen.(6o° — A). 
= sen.  (60®  A)  — sen.A  « cos. (3 sen.A  ,i(3). 
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Facendo  A successivamente  eguale,  in  progressione  aritmetica,  a 
i*,  2°.’ . . 29%  !si  avranno  cól  mezzo  di  questa  forinola  tutti  i seni 
da  3o°  a 6o°.  Ora  quelli  da  6o°  a 90“  non  sono  altra  cosa  che  i 
coseni  già  noti  da  o°  a 3o°.  Dunque  la  tavola  de’  seni  e coseni  di 
grado  in  grado  per  tutto  il  quadrante  sarà  compita. 

»58.  Vogllansi  ora  formare  i sèni  e coseni  di  minuto  in  minuto. 
Facendo  A = 1 ' ,le  formole  e metodi  stessi  serviranno;  ma  quando 
si  saranno  riempiti  i due  o tre  primi  gradi , si  potrà  abbreviar  la 
fatica,  prendendo  le  prime  differenze  , le  seconde,  le  terze,  &c.' 
fin  che  si  ritrovinole  costanti , ed  allora  fatto  il  calcolo  per  alami 
de’  primi  minuti  ad  ogni  grado  , ad  ogni  due  gradi,  &c.  secondo  il 
calcolatore  conoscerà  spediente , saranno  riempiti  i vacui  con  gran 
prestezza  mediante  il  soccorso  delle  differenze  costanti  (i5o).  Arri- 
vando ai  seni  e coseni  calcolati  prima  di  gradò  in  grado, si  avrà  nna 
prova  se  l’interpolazione  dà  il  giusto.  Per  maggior  cautela  converrà 
bensì  prender  le  differenze  fra  seno  e seno  contigui , come  pur 
fra  coseno  e coseno,  con  una  decimale  di  più  di  quelle  che  si 
pongono  nella  tavola. 

1 5p.  Il  calcolo  delle  tangenti  non  si  piega  alle  stesse  facilità, 
che  abbiamo  proposto  per  quello  de’  seni.  Ben  esaminate  le  for- 
mole date  fin’  ora  dagli  Autori,  mi  sembra  che  niuna  sia  tanto  utile 
a diminuir  la  fatica, quanto  la  nuova , (I.  43*).  Allorché  le  tangenti 
siano  calcolate  fino  a 45°,  si  avranno  tutte  le  altre , pervia  di  pura 
addizione  , col  mezzo  di  essa  forinola  convertita  come  segue , 
tang. (45®  j A)  ==  2 tang.A  -b  tang.(45°  — 1 A).  All’  incontro, 
se  si  considerano  quelle  (69,  n3),che  sono  state  date  fin’ ora, 
si  vedrà  che  bisogna  calcolare  fino  a 3o°,  non  solo  le  tangenti , ma 
anco  le  cotangenti  , per  poter  poi  servirsene  a trovar  tutte  le  altre. 

Non  so  che  sia  stato  per  anco  trovato  alcun  mezzo  per  evitare 
la  divisione  nel  computo  delle  tangenti  fino  a 45°.  Nella  forinola 
preparata  da  Eulero  con  1 3 decimali  osservo  die  occorrono  molte 
divisioni , il  complesso  delle  quali  mi  sembra  più  laborioso  che  il 
calcolo  della  forinola  (L  3i‘).  Non  saprei  però  suggerire  niente  di 

t .i 
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meglio  della  forinola  stessa,  avvertendo  solo  che  peravere  l' ultima 
nota  possibilmente  giusta,  conviene  impiegare  i seni  e coseni, 
come  saranno  stati  già  calcolati , cioè  con  due  o tre  note  di  più  di 
quelle  che  vogliono  mettersi  nella  tavola.  La  divisione  si  abbrevia 
in  modo  analogo  a quello  , che  abbiamo  fatto  vedere  per  il  molti- 
plico  formando  il  quadrato  di  A , ( i5i  ).  Se  ne  troverà  un  esem- 
pio ( i63).  . . 

160.  Calcolate  le  tangenti,  si  hanno  le  secanti,  per  via  di  pura 
addizione  , mediante  una  o l’altra  delle  forinole  (I.  9* , 10*) , solchè 

si  rammenti  che  cosce.  = jL-  f (24  ).  Si  avrà  dunque  cosec.A  = 
— col. A -+-  tang.i  A. 

161.  Veduto  il  modo  per  costruire  le  tavole , o per  calcolare  di 
sbalzo  una  linea  trigonometrica , convien  dir  due  parole  dell’  ope- 
razione inversa.  Suppongo  che  per  risultato  di  un  calcolo  si  abbia 
una  linea  trigonometrica  espressa  con  più  note  di  quelle  che  siano 
nelle  tavole  , e che  si  voglia  sapere  l’ esatta  misura  dell’  arco  al 
quale  essa  linea  corrisponda.  Fuori  de’ casi  enunziati  (pag.  60), 
le  tavole  comuni  a 7 decimali  sono  sufficienti  a far  conoscere  un 
arco  con  tutta  l’esattezza,  di  cui  si  può  aver  bisogno  nella  pratica. 
Data  dunque  un’espressione  con  più  decimali , si  negligeranno  quelle 
che  sono  dopo  la  settima  , e si  avrà  dalle  tavole  l 'angolo  cercato. 
Ma  ne’  casi  d’ aver  l’ espressione  del  seno  di  un  arco  prossimo  a 
90°,  o del  coseno  di  un.  angolo  piccolissimo,  converrà  aver  ricorso 
alla  serie  (S) , ( 1 44)-  L’ espressione  data  si  porrà  nella  stessa  serie 
in  luogo  di  sen.A,  e si  calcoleranno  tanti  termini,  quanti  saranno 
necessari  per  avere  con  precisione  il  valore  dell’  arco  A , ovvero 
di  ( 90°  — A)  caso  die  l’ espressione  fosse  di  un  coseno.  Per  abbre- 
viare il  calcolo , sia  sen.A  = a\  facendo  alla  maniera  già  veduti 
più  volte , 

A=a-f--|-f-^-(-”,  &c. , si  avrà 

B = à1  $ a , , D — a*  1 C > 

Cz=a'.\J3  &c.  ..  . 

4 * «■  _ 
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La  legge  dell’ ultima  serie , e quella  de’  cocflu  iend  numerici  nel 
valore  di  B,  C , D,  &c.  è manifesta.  Si  tratterà  a 1 come  abbiam 
fatto  di  AJ , ( 1 5 1 ) , e quando  si  sarà  trovato  il  valore  di  A , si  cer- 
cherà nella  tavola  (AA)  a quanti  gradi,  minuti , secondi , 8cc.  cor- 
risponda. 

A risparmio  di  simili  fatiche  in  molti  casi , gioverà  l' esser  provve- 
duto delle  utilissime  Tavole  Trigonometriche  dell’illustre  Sig.  Abate 
Toaldo,  Professore  d’ Astronomia  nell'Università  di  Padova. 

1 62.  Supponendo  da  questo  punto  che  i miei  lettori  siano  for- 
niti di  tavole  , il  che  è indispensabile  nello  studio  e nella  pratica 
della  trigonometria,  gli  esorto  ad  esercitarsi  dando  la  prova  alle 
serie  (con  pochi  termini , per  non  perdervi'  molto  tempo),  e alle 
forinole  contenute  in  questo  e nel  precedente  Capitolo.  In  testa 
alle  tavole  si  trovano  ordinariamente  le  istruzioni  per  farne  uso  : 
ftoi  però  aggiungeremo  due  avvertimenti  neccssarj. 

In  primo  luogo , le  linee  trigonometriche  sono  presentate  ordi- 
nariamente nelle  tavole , come  proporzionali  ad  un  raggio  di  ìoooco 
parti.  Di  fatti  in  molti  casi  si  possono  trascurare  le  due  ultime  note, 
che  restano  separate  dal  punto  , o dalla  virgola  , sotto  forma  di 
decimali  (noi  faremo  sempre  usò  della  virgola,  perchè  il  punto  è 
anche  segno  di  moltiplicazione  ).  Ma , qualunque  sia  stata  la  ragione 
di  dar  le  tavole  in  questo  modo  , ciò  non  deve  causare  il  minimo 
imbarazzo  , se  si  rammentano  le  regole  (25).  La  serie  ( i49)deri- 
vata  da  forinole,  in  cui  fu  supposto  R = i,dà,  per  esempio, 
sen.80=o,  1391731.  Sia  R'  = ìooooo,  sarà  (25) , sen.'8°  = 
II'  sen.8°  = 13917,31  : così  è nelle  tavole.  In  pratica  giova  pren- 
dere i numeri  dalle  tavole  sotto  la  forma  corrispondente  alla  sup- 
posizione di  R = 1 , il  che  è facile  con  avanzarla  virgola  di  cinque 
note  a sinistra  ; e noi  faremo  sempre  così , perchè  si  risparmia  ne’ 
caicchi  ogni  attenzione  al  raggio , il  che  far  non  si  potrebbe  senza 
gravi  errori,  se  s’  impiegassero  le  linee  trigonometriche  sotto  la 
forma  data  dalle  tavole. 

. 1 63.  Il  secondo  avvertimento  è questo.  Quando  le  differenze 
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fra  i valori  dclV  lince  higonometi ielle, ila  uiì  minuto  ali' altro, cam- 
minano equabilmente , o con  poco  divario,  si  può  far  uso  della 
regola  aurea  per  trovare  le  parti  proporzionali  corrispondenti  ai 
minuti  secondi,  decime,  fkc.  Ma  se  le  differenze  sono  ineguali 
notabilmente,  come  si  può  vedere  nelle  tangenti  da  7"/’ a 50° , la 
regola  suddetta  non  dà  più  il  giusto.  Un  esempio  farà  intender  la 
cosa.  Si  dimanda  la  tang.  di  85°  7'  25". 

re  n , 1 • 1 . ^ 85°  8’  = 1 1,7 4. 17786 

Ideile  tavole  si  Ira  lana.  ^ „„  , ' ,4//  „ 

0 l 85°  7'  = 1 j, 7045003 
^Differenza 0,0402783  ' 

Se  tale  è la  differenza  della  tangente,  per  1 ' o sia  per  60"  di  diffe- 
renza nell’arco  , «inai  sarà  la  differenza  della  tangente, per  25"  di 
differenza  nell’  arco?  Questa  è la  redola  ordinaria  die  dà  60"  ' 


aJ  I Io, 0402783  ; x = 


x o.c 

Co 


— 0,0167826 


Aggiungi  1 1 ,7o45oo3=tang.85°7' 
Silia  11,7212829  per  il  .valo- 
re di  tang.S5°  7'  25". 

Questa  operazione  suppone  visibilmente  che  le  variazioni  delle 
linee  trigonometriche  siano  proporzionali  a quelle  degli  archi  per 
un  piccolo  cangiamento  di  1 '.  Ciò  in  fatti  è sempre  vero  pe’  seni, 
nelle  tavole  a 7 decimali  solamente.  Ma  non  è così  per  le  tangenti. 
•Nel  caso  nostro  , 

tang.  85°  7'  — tang. 85°  6'  = o,  o.jooo5o 
tang. 85°  9'  — tang. 85°  81  = o,  o4o5545 
Comparando  queste  differenze  con  quella  di  mezzo  trovata  di 
sopra  , 0,0402783,  si  vede  che  procedono  con  notabile  disu- 
guaglianza , della  (piale  non  tenendosi  conto  nella  proporzione 
impiegata , Usuo  risultato  non  può  esser  giusto.  In  tal  caso  convien 
ricorrere  alla  forinola  rigorosa  (II.  32')  che,  per  2 5"  di  variazione 

«eli’  arco, dà  ^ tang. 85° 7'  = ....  Ecco  il  calcolo. 


coì.òj"  7'  l<jì. &>”  7' 
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SI  ha  dalle  tavole  cos. 85°  7'  = 0,0801271 
La  regola  aurea  dà  cos.85°7'  2.5"  = o,o85oo63 

V 0,00681017 

azione  / 42663 

> 5i 

' 3 . 

Dunque  cos. 85" 7'  X cos.85° 7'  2 5"  = 

Sen.  20  " = o,  000 1 2 1 20342  , dividendo. 

4884002 
542198 
35654 
6709 
196 

5i 

o j 

Nella  divisione  ora  fatta  a tcnor  della  forinola  , si  osserverà 
che  , per  avere  con  esattezza  l’ultima  nota  del  quoziente,  ho  co- 
minciato , solamente  dalla  terza  nota  effettiva  di  esso  dopo  la  vir- 
gola ,a  negligere  nella  moltiplicazione  le  unità  del  prodotto  di  essa 
nota  per  l’ ultima  del  divisore.  Indi  per  la-quarta  nota  del  quoziente 
I10  trascurato  il  suo  prodotto  per  l’ultima  del  divisore  ,*e  le  unità 
del  prodotto  per  la  penultima.  Per  la  quinta  del  quoziente,  il 
prodotto  per  le  due  ultime  del  divisore,  e le  unità  del  prodotto  per 
P antepenultima  , e così  in  progresso  ; punteggiando  successiva- 
mente ogni  nota  del  divisore  , a misura  che  Ri  adoperata  nel 
moltiplicò.  Questo  è il  metodo  insegnato  dagli  Autori  per  abbreviare 
la  divisione  quando  si  tratta  di  frazioni  decimali , analogo  a quello 
indicato  (i5i)  per  abbreviar  la  moltiplicazione.  Per  avere  il  quo. 
ziente  esatto  con  sette  decimali,  ne  ho  preso  due  di  più  nel 
dividendo  che  nel  divisore , non  contando  i primi  zeri  dell’  uno 
c dell’  altro.  Abbiamo  tratto  il  valore  del  detto  dividendo , o sia 
di  sen.aS"  dalla  tavola  (AA),  giacché  si  può  prender  l’arco  in 
luogo  del  seno , allorché  l’  arco  è molto  piccolo  5 e se  quest’  arco 
non  eccede  mi  minuto  , si  possono  aver©  aluien  dieci  decimali 

Iij 


0,00728634,  divisore. 
0,01674927  quoziente 


Molti  plic 
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esattissime , come  è facile  di  riconoscere  calcolando  sen.  1 ' per 
mezzo  della  serie  (W),  (149)-  Tutto  questo  avvertito  per  intelli- 
genza dell’  operazione , si  esamini  adesso  il  risultato. 

Si  ha  dunque  ^tang.85°  7'  = 0,0167493 
Aggiungi  taug. 85°  7'  = 11,7046003 

La  forinola  rigorosa  dà  tang.85°  7'  26  " = 11,721249  6 
Si  trovò  per  la  regola  aurea  11,7212829 

Errore  della  regola  del  ti  c o , o o o o 3 3 3 

Si  conchiuda  che , quando  si  vogliano  con  esattezza  le  tangenti 
degli  archi  da  y3°  a 90°,convien  cercare  la  parte  proporzionale, 
per  li  minuti  secondi  , col  mezzo  delia  formola  differenziale 
(II-  32*).  S’impiegherà  l’altra  formola  (II.  33')  per  le  cotangenti 
da  o°  a 1 70» 

È cosa  chiara  che,  se  la  tangente  sia  data,  e si  cerchi  1’  areo, 
a cui  corrisponde;  la  formola  (II.  32*)  da  calcolarsi  per  avere  i mi- 
nuti secondi , decime  , Scc.  prende  l’aspetto  seguente  , sen.S,B  , o 
vero  = ^tang.B  cos.B  cos.(B  -t-  8^B).  Facciamone  1’  applica- 
zione al  medesimo  esempio,  cercando  l’arco  a cui  corrisponde  la 
tangente  1 1,7212496.  Cerco  nelle  tavole  la  più  prossima , che  trovo 
essere  la  tang.85°  7'  = 11,7046003  = tang.B.  Prendo  la  diffe- 
renza fra  queste  due  tangenti, ed  ho  ^tang.B  = 0,0167493.  La  mol- 
tiplico per  cos.B  = cos.85°  7'.  Questo  prodotto  che  chiamo  P si 
deve  moltiplicare  percos.(B  -t-  ^,B).  Ma  perchè  S^B  è ignoto,  si 
trascuri  per  ora,  c si  adoperi  cos.B;  il  che  viene  ad  esser  lo  stesso 
che  se  s’impiegasse  la  formola  (II.  39*)  in  vece  della  (li.  32'). 
Facendo  il  calcolo, si  troverà  ^B  — P X cos.B  =0,00012137 5. 
Cercando  nella  tavola  (AA)  l’arco  più  prossimo  in  meno  a questo 
valore  di  9,B  , trovo  esser  quello  di  20",  clie  sottratto  dal  detto 
' valore  di  <^B  lascia  di  resto  0,000024412.  Trovo  nel  modo  stesso 
che  questo  resto  corrisponde  ad  un  arco  di  5",  e die  resta  en- 
cora  0,000000171.  Peravere  il  valore  di  questo  secondo  resto  in 
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decimali  di  minuto  secondo  , prendo  nella  tavola  stessa  1'  arco 
di  x " = 0,000004848  , e dico 

0,000004848  ! 1"  **  0,000000171  ] jr"  = o",028 
Dunque  = 25",  028.  E però  Terrore  causato  dall’  avere 
impiegato  cos.B  in  luogo  di  cos.(B  -4-  J^B)  non  giunge  a tre  cente- 
sime di  un  minuto  secondo.  Pur  se  si  volesse  andare  a tutto  rigore, 
dopo  aver  trovato  ^B  = 2 5"  prossimamente,  si  rifarebbe  T ultima 
moltiplicazione  impiegando  cos.(B  -t-  25")  in  vece  di  cos.B  , e si 
avrebbe  ^B  = P X cos.85°  y'  25"  = 0,000121202  ==  25" 
esattamente.  In  generale  , si  può  sempre  impiegare , senza  error 
sensibile,  in  questa  operazione  la  formula  (li.  3tf),  in  vece  della 
(II.  32’).  Non  così  nell’operazion  precedente  , quando  si  voglia 
la  tangente  con  esattezza , altrimenti  tanto  varrebbe  il  far  uso  della 
regola  del  tre.  In  fatti  se  si  fa  detta  operazione  con  la  forinola 
(li.  39*),  si  troverà  tang.85°  7'  25"  = 11,7212258,  cioè  piò 
piccola  del  giusto  di  o,oooo238. 

Si  chiamano  Tavole  Trigonometriche  in  numeri  naturali  quelle , 
delle  quali  abbiamo  parlato  in  questo  Capitolo.  Un  tal  nome  serve 
a distinguerle  dalle  altre  , di  cui  passiamo  a trattare. 


CAPITOLO  VII. 

Delle  Tavole  Trigonometriche  in  logaritmi. 

164.  N oNc’è  lode  , nè  gratitudine,  che  basti  per  onorarla  me- 
moria del  Barone Nepero Scozzese, inventore  de’  logaritmi,  poiché 
T utilità  loro  nelle  Matematiche  è grande  oltre  ogni  espressione.  È 
uffizio  dell’ Algebra  T indicar  la  teoria,  sulla  quale  sono  fondati, 
e gli  ammirabili  servizj  che  prestano.  Io  per  altro  sarò  costretto 
d’ inserir  qui  molte  parti  di  questa  dottrina , le  quali  mi  sono  ne- 
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celarlo  por  trattare  completamente  della  costruzione  delle  tavole- 

trigonometriche  in  logaritmi. 

Chiamando  e la  caratteristica  de’  logaritmi , si  sa  clic  c-t-ic 
la  (piantiti  delle  note  del  numero  intiero  corrispondente  ad  un 
logaritmo.  Quindi  o,3oio3o  è il  logaritmo  di  2;  e 2,3oio3o  è il 
logaritmo  di  200.  Nel  primo  caso  c = o,  duinpie  il  numero  deve 
avere  una  sola  nota  , 2.  Nel  secondo  caso  c = 2 , dunque  il  nu- 
mero deve  avere  tre  note , e diviene  200.  Secondo  questa  regola  , 
bisognerebbe  che  la  caratteristica  de’  logaritmi  delle  frazioni  deci- 
mali fosse,  per  così  dire,  minore  di  zero,  cioè  negativa(i6). Tratte- 
remo soltanto  de’ logaritmi  delle  frazioni  decimali , giacché  a queste 
si  possono  ridar  tutte  le  altre. 

I logaritmi  delle  frazioni  decimali  possono  esprimersi  in  tic 
diverse  maniere.  Sia , per  esempio , la  frazione  0,75  — Secondo 
la  teoria  do’  logaritmi , lo™.  = lo?.  ~6  — lo?.  1 co  = 1 ,87006  — 
2,00000,  non  prendendo  per  brevità  se  non  cinque  decimali.  Se  si 
fa  la  sottrazione  nel  modo  ordinario,  si  ha  log.  ~ = — 0,12494* 
Ma  questo  metodo , quantunque  legittimo  , è affatto  sbandito  dai 
Matematici  , a cagione  de’  gravi  incomodi  de’  logaritmi  negativi. 
Il  principale  si  è , che  il  numero  corrispondente  ad  un  logaritmo 
negativo  non  si  può  aver  dalle  tavole , se  non  come  denominatore 
di  una  frazione,  che  ha  per  numeratore  l’ unità.  Quindi  ogni  diverso 
logaritmo  negativo  dà  un  denominatore  diverso,  e così  si  hanno 
frazioni,  che  non  hanno  il  vantaggio  che  godono  le  frazioni  deci- 
mali , cioè  d’essere  immediatamente  comparabili  fra  loro. 

La  seconda  maniera  adoperata  da  qualche  Autore  consiste 
nell’ eseguire  la  sottrazione  fra  le  sole  caratteristiche , come  segue  ; 
log.  ^ = 1,87606  — 2,00000  = — i-4-  0,87606,  che  scrivono 
anche  così  : 1,87606.  Questa  maniera  è spedita  , ma  pure  non  è 
la  più  usita  ta , poiché  obbliga  a scrivere  il  segno  negativo , e ad  usar 
attenzione  per  non  ingannarsi  in  due  operazioni  contradittorie , 
-cioè  di  sommare  le  decimali,  e sottrarre  le  caratteristiche.  Ecco  un 
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esempio  di  questa  maniera  : avendo  trovato  il  log.  di  suppongo 
che  or  venga  richiesto  per  logaritmi  il  p Ridotto  di  12  X rib 
log.  12=  1,07918 
log.  £ ==  1,87506 

Onde  log.(i2  X ^)  = log.  9 = 0,96424 

Tale  è in  fatti  il  log.  di  9 nelle  tavole.  Avverto  solo,  che  alcuni 
Autori , fra’ quali  il  Sig.  Ab.  Toaldo , omettono  la  virgola  fra  la 
caratteristica  e le  decimali. 

i65.  Vengo  alfine  alla  terza  maniera,  che  sembra  più  general- 
mente abbracciata.  Siccome  non  è mai  possibile  in  alcun  calcolo 
qualsivoglia  di  prendere  uno  sbaglio  di  diecimila  milioni , cosi  non 
v’ è rischio  ad  aggiungere  io  alla  caratteristica,  quante  volte  può  far 
di  bisogno  per  averla  sempre  positiva.  Però  nell’  esempio  proposto 
se  si  fa  log.  1 1,87606 — 2,00000  si  avrà  log.  0,75  = 9,87606. 
Ma  secondo  la  regola  generale  (164),  9, 87606  = log.  7600000000. 
Dunque  perchè  questa  promiscuità  di  caratteristiche  induca  in  er- 
rore , bisognerebbe  prendere  in  fallo  settemila  cinquecento  milioni 
in  vece  di  ^ , o sia  di  J dell’  unità  ; il  che  è impossibile. 

Se  si  osserva  che  9,87606  =10  — 0,12494  , se  ne  conclfiu- 
derà  i°.  che  è facile  convertire  in  positivo  ogni  log.  negativo  (164)  ; 
2°.  clic  la  caratteristica  del  logaritmo  di  una  frazione  decimale  è 
sempre  minore  di  10. 

Adottando  che  sia  log.  0,76  = 9,87606  ; per  le  stesse  ragioni 
sarà  log.  0,076  = log.  — = 8,875o6;e  parimente  log.  0,0076  = 
log.  ^ = 7,87606  ; e così  in  progresso.  Donde  si  prenda  per  re- 
gola , che  i logaritmi  delle  frazioni  decimali  hanno  per  caratteristica 
il  compimento  a 9 del  numero  de’  zeri  } diecianno  dopo  la  virgola 
nella  frazione  data. 

Da  questa  regola  segue  che,  quando  si  ha  il  logaritmo  d’una 
frazione  decimale  , convien  cercar  nelle  tavole  il  numero , a cui 
corrisponde  il  logaritmo  dato , senza  tener  conto'  della  caratteris- 
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tica.  Dipoi  si  metterà  avanti  il  numero  trovato  un  zero  seguito  dalla 
virgola,  e da  tanti  zeri, quante  unità  mancano  alla  caratteristica 
per  esser  eguale  a 9.  Tutto  ciò  sarà  facile  ad  intendere , per  poco 
che  si  rifletta  agli  esempj  precedenti  e ai  seguenti. 

166.  Abbiamo  detto  che  la  caratteristica  d’una  frazione  deci- 
male è sempre  minore  di  10.  Quindi  ne  segue  che  nelle  addizioni 
de  logantmi  delle  frazioni  decimali  non  si  dece  tener  conto  delle 
decine  nella  caratteristica  della  somma.  Sopprimendo  le  decine 
succederà  , che  se  il  logaritmo  di  una  somma  deve  esser  quello 
d’un  numero  intiero,  la  caratteristica  sarà  esatta  e senza  aumenta- 
zione; e se  deve  esser  quello  d’una  frazione,  la  caratteristica  sarà 
conforme  alla  regola  (1 65).  Per  esempio , vogliasi  per  logaritmi  U 
prodotto  di  24  X 0,75;  si  avrà 

log.  24  ==  1, 38021 

log.o,75=  9,87506 

somma  11,25527 

Nel  far  la  somma  si  ne?li"ano  le  decine  , e si  scriva  solamente 
1 ,25527.  Ecco  distai tto  l'error  risultante  dalla  regola  ( 1 65 ),  poiché 
questo  è il  logaritmo  esatto  di  18  = 24  X o ,75. 

Si  cerchi  ora  il  prodotto  di  0,75  X 0,4. 

log.o,75=  9,87506 
log.  0,4  = 9,60206 

somma  19,47712 

Negligendo  le  decine,  6Ì  scrive  solamente  9,47712  ; donde  si  vede 
subito, che  la  caratteristica  denota  una  frazione  decimale , secondo 
la  regola  data  (i65),  e che  il  logaritmo  trovato  è quello  dio, 3 = 
0,75  X 0,4. 

167.  Sia  dunque  preso  per  regola  di  trascurar  sempre  le  decine 
nella  caratteristica.  Così , per  esempio  , nell’ elevare  a potenze  le 
frazioni  decimali , poiché  il  quadrato  di  0,4  è o,  1 6 , sarà  2 log.0,4  = 
19,20412  ; questo  logaritmo  si  scriverà  9,20412  , e sarà  conforme 
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alla  regola(i65).  Volendo  per  logaritmi  il  cubo  di  0,4,  cheè  0,64, 
si  avrà  3 log.  0,4  = 28, 80618, esi  scriverà  8, 80618.  Siiioti  che  per 
la  seconda  potenza  si  è negletta  una  decina  nella  caratteristica,  per 
la  terza  due  decine;  per  la  quarta  se  ne  avrebbero  tre  da  negligere, 
e così  discorrendo.  Ne  viene  che  per  l’estrazione  delle  radici, 
che  è l’ operazione  inversa , convenendo  supplire  queste  decine 
neglette , altrimenti  il  calcolo  sarebbe  pessimo , la  regola  per  sup- 
plirle sarà  di  scrivere  o sottintendere  m — 1 decine  avanti  la  ca- 
ratteristica , detto  m l’ esponente  del  radicale.  Sicché  per  la  radice 
quadra  si  supplirà  una  decina  ; per  la  radice  cubica  due  decine  ; e 
così  successivamente.  Vogliasi  per  mezzo  de’  logaritmi  la  radice 
cubica  di  0,064  ; il  suo  logaritmo,  secondo  la  regola  ( i65) , è 
8,80618;  prima  di  dividerlo  per  3,  si  suppliscano  due  decine  alla 
caratteristica,  scrivendo  , o supponendo  scritto  28,80618  ; il  quo- 
ziente della  divisione  9,60206  sarà  il  logaritmo  di  o,  4 = y^o,  064. 

Mi  sono  diffuso  alquanto  sui  logaritmi  delle  frazioni  decimali , 
a cagione  dell’uso  continuo  che  se  ne  fa  nella  Trigonometria.  Le 
tangenti  fino  a 45°,  e tutti  i seni , non  sono  altra  cosa  che  frazioni 
decimali , ponendo  R = 1.  Le  caratteristiche  de’  loro  logaritmi  si 
vedranno  però,  nelle  tavole  , conformi  alla  regola  ( 1 65 ).  Per  le 
tangenti  degli  archi  maggiori  di  46°  alcune  tavole  impiegano  le 
caratteristiche,  io,  11,  8cc.  In  queste  tavole  le  linee  trigono- 
metriche  non  sono  considerate  in  parti  di  R = 1 , ma  in  parti  di 
R = 10000000000.  Nel  prendere  i logaritmi  da  queste  tavole, 
io  trascurerò  la  decina  costantemente  in  tutti  gli  esempj  , attenen- 
domi sempre  alla  sola  e più  comoda  supposizione  di  R = 1 . 

1 68.  Le  tavole  trigonometriche  in  logaritmi  sono  state  calcolate 
con  i5  note  da  Briggs  per  ogni  centesima  di  grado  ( Trigonometria 
Britannica,  Goudae  , i633),  e con  undici  note  , di  10  in  10  se- 
condi, da  Ulacq  ( Trigonometria  arlijìcialis ab  Adriano 

Ulacco.  . . . Goudae,  i633).  Queste  tavole , ora  divenute  rarissime , 
sono  state  ridotte  ad  otto  note  da  Gardiner , la  cui  edizione  data  in 
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Londra  nel  1 742  è stata  ristampata  in  molte  parti.  Esse  contengono 
ancora  i logaritmi  de’ numeri  fino  al  100000,  e per  mezzo  delle 
parti  proporzionali  si  prendono  agevolmente  fino  al  milione  : queste 
sono  le  più  adottate  generalmente.  Il  librajo  Jombert  ne  ha 
dato  di  fresco  in  Parigi  un’  edizione  portatile  , fatta  con  grande 
accuratezza,  e nella  quale  i logaritmi,  e le  loro  differenze  sono  state 
disposte  dal  Sig.  Callct  in  una  maniera  sommamente  comoda. 
Nelle  tavole  date  dal  celebre  Sig.  Abate  Toaldosi  hanno  i loga- 
ritmi de’ numeri  fino  al  10800  , il  che  è sufficiente  nella  maggior 
parte  de’  casi. 

Persuaso  dell’importanza  di  aver  delle  tavole  senza  errori , ho 
verificato,  nota  per  nota,  quelle  portatili  comodissime, stampate  in 
Parigi  (chez  Dcsaùit,  1768).  Questa  edizione  è smaltita  ; ma  ho 
stimato  far  cosa  utile  e grata  ai  possessori  di  queste  tavole , e a 
quelli  che  potranno  procurarsele  in  avvenire , nelle  continue  ven- 
dite die  si  fanno  in  Parigi  delle  Biblioteche  private , di  pubblicare  in 
fine  di  quest’ Opera  la  lista  di  tutti  gli  errori  delle  medesime  tavole. 

Or  supponendo  , come  abbiam  fatto  per  le  linee  trigonome- 
triche in  numeri  naturali , che  s’  abbia  mestieri,  in  certi  casi , de’,, 
loro  logaritmi  con  più  note  di  quelle  che  uno  abbia  dalle  tavole 
che  possiede,  o vero  che  si  volessero  costruir  nuove  tavole  con  piu 
note  di  quel  che  sia  stato  fin’  ora  fatto  ; passerò  a rintracciare  i mezzi 
più  espediti  per  conseguire  l’intento. 

169.  Eulero  ( Introd . in  Analys.  infinìt.  Tom.  I,  194)  per  vie 
molto  laboriose  , ma  sempre  dotte  , ha  preparato,  con  20  decimali 
in  ogni  termine,  due  serie,  che  danno  il  logaritmo  iperbolico  (171) 
del  seno  e del  coseno  d’un  angolo  qualunque  nominato  general- 
mente ^ 90° , senza  che  vi  sia  bisogno  di  conoscere  il  valore  delle 
dette  linee  in  numeri  naturali.  Queste  serie  sono  molto  conver- 
genti, e potrebbero  esser  di  utilità  nella  costruzion  d’una  tavola. 
Soffrono  per  altro  a mio  credere  gl’  incomodi  seguenti.  i°.  Chi  vo- 
lesse averle  con  più  di  20  decimali,  spenderebbe  forse  tanta  fatica 
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a prepararle  seguendo  i principj  di  Eulero , quanta  a costruire  la 
tavola  stessa  de’logaritmi  di  grado  in  grado , perle  vie  che  saranno 
da  noi  proposte.  i°.  Queste  serie  suppongono  cogniti  con  tante 
note , con  quante  si  vorranno  far  gli  altri  calcoli , i logaritmi  de’  nu- 
meri ni , n,  n — rn , n -4-  zn,  in  — m , e in  -+-  m.  Bisogna 
dunque  Tonnare  per  ogni  seno  e coseno  espressamente  ciascuno  di 
questi  logaritmi , se  non  si  hanno  dalle  tavole  con  tante  decimali , 
con  quante  si  bramano.  3°.  Ogni  termine  delle  serie  di  Eulero  è 
espresso  in  decimali,  che  devono  esser  moltiplicate,  come  segue; 
il  primo  termine  per  — , il  secondo  per  , il  terze  per  e cosi 
seguitando.  Si  cerchi , per  esempio , il  log.  del  seno  di  43° , sarà 
" 90°  = 43°,  e però  Si  osservi  però  qual  fatica  occorre 

per  elevare  questa  frazione  alle  potenze  pari , seconda , quarta  , 
sesta , &c.  indi  per  fare  il  moltiplico  di  ognuna  di  queste  potenze 
col  suo  termine  corrispondente  espresso  in  decimali.  Sarebbe 
comodo  in  vero  il  fare  uso  di  queste  serie  per  gli  archi,  che  sono 

parti  aliquote  di  90°;  per  esempio,  peri’  arco  di  45®  si  ha  ^ = ì ; 
perl’arcodi  18°,  ^ = $,  e simili;  ma  questi  sono  ben  pochi.  Al 
contrario  si  chieda  di  sbalzo  il  log.  del  seno  di  un  arco  espresso  in 
gradi , minuti , secondi , e decime , sicché  sia  ,pcr  esempio , ^ 90°  = 
43°  iy'  17",  7.  Bisognerà  ridurre  ambi  gli  archi  in  decime  , e si 
avrà  ^ = 43  l7g0‘-7"  ’ 7 ==  3^000  " ' o*  Sono  superflui  i riflessi  sopra  le 
smisurate  operazioni  che  questa  frazione  richiederebbe.  Il  mede- 
simo incomodo  ha  luogo  nelle  serie  date  da  Eulero  per  il  calcolo 
delle  linee  trigonometriche  in  numeri  naturali. 

170.  Le  esposte  difficoltà,  e la  mia  inclinazione  a dar  formole 
generali,  che  siano  applicabili  ad  ogni  arco  di  qualunque  valore, 
intiero  o frazionario  , che  non  presentino  un  numero  limitato  di 
decimali,  nè  suppongano  cognita  altra  cosa  che  l’arco,  mi  servi- 
rono di  sprone  a far  molti  tentativi  ; ma  non  avendo  ottenuto  fin’  ora 
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clic  delle  serie  men  convergenti  di  quelle  contenute  nel  Cap.  V, 
stimo  , generalmente  parlando , la  via  più  breve  quella  di  dedurre  i 
logaritmi  delle  linee  trigonometriche  dal  loro  valore  trovato  prima 
in  numeri  naturali.  Però  le  facilità,  che  sono  per  porgere,  servi- 
ranno in  generale  ad  agevolare  il  calcolo  de’ logaritmi  de’ numeri. 
Ma  come  non  tutti  i libri  d’ Algebra  elementare  additano  le  belle 
formolo  , che  sono  state  inventate  per  la  rapida  costruzione  de’  lo- 
garitmi; contentandosi  di  spiegar  l’uso  di  essi, ed  i principi  su  cu* 
è fondata  la  sola  specie  de’  logaritmi  comuni  : così  penso  di  farle 
conoscere  a’ miei  lettori,  che  non  ne  fossero  istrutti. 

Problema.  Dato  un  numero , trovare  il  suo  logaritmo. 

La  seguente  soluzione  è cavata  in  gran  parte  dagli  Elementi  del 
Sig.  Ab.  Marie  citati  (i5i). 

Sia  ( i -+-  x ) il  numero  dato , ( i -+-  z)  un  altro  numero  qua- 
lunque , e sia  am  = ( i -t- x) , e a*  = ( 1 -+-  z).  Secondo  le 
nozioni  elementari  di  questa  teoria  , m è il  logaritmo  di  (1  -4-  a:),  n 
quello  di  ( 1 -4-  z)  ; a si  chiama  la  base  de’  logaritmi , mentre  è 
chiaro  che  ogni  valore  diverso  di  a induce  cangiamento  ne’  valori 
di  m , e di  n , e costituisce  un  sistema  diverso  di  logaritmi.  Ma 
le  equazioni  precedenti  danno  amn  = (i  -+•  x)n  = (i-+-  z)™, 

TI 

donde  si  cava  1 -\-z  = (i  -4- a:)'".  Questa  equazione  fa  vedere, 
che  fra  i logaritmi  di  due  numeri  regna  una  ragione  costante  in 
qualunque  sistema  ; sicché  il  logaritmo  m di  un  numero  ( ì -t-  a:) 
basta  per  fissare  il  valore  del  logaritmo  n d’ ogni  altro  numero  qual- 
sivoglia (i  -t-  z).  Posta  questa  dipendenza  reciproca,  se  si  finge 
log.(i  -4-x)  = Mx  -4-  Nx*  -+-  Po? -+-  Qx* -4- &c. , e log.(i  -t-z) 
c=  Mz  -f-  Nz * -4-  Pst  -4-  Qz*  -t-  &c.  e se  combinando  queste  due 
equazioni  con  la  precedente  si  perviene  a ricavare  un  valore  delle 
indeterminate  M,  N}  P , &c.  ; questo  valore  soddisferà  ad  en? 
trarnbe  le  equazioni,  e il  problema  sarà  risolto  con  facilità. 

n 

Di  fatti  l’ equazione  1 -4-  z = (r  -4*  ar)"  dà  (facendo  per  bre- 
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vità£  = r),  log.  ( 1 -h  z)  = rlog.(  1 -4-  x).  E però, sostituendo 
i valori  finti  di  sopra , Mz  -f-  Nz * -4-  Pzi  -+-  &c=  / ( Mx  -4- Nx1  -4- 
Px*  &c.).  Or  si  ponga  nel  primo  membro  il  valore  di  z preso 
dall’ equazione  1 -hz  = (1  -4-  x)r , svolgendo  quest’ultimo  bi- 
nomio con  la  forinola  Neutoniana.il  che  dà  z=  rx  -4-  --r~  0 x1  -4- 

' 2 

3?  •+•  &c.  Fatta  la  sostituzione  , si  divida  per  r,  e si 
trasportino  da  una  parte  sola  tutti  i termini , ordinandoli  al  solito 
relativamente  alle  potenze  di  x ; si  avrà 

Jtfa-4 -Mr-=?  + ^ + 

H-tfr  H-iVr(r—  1)  -+-  N -4-&c. 

-4-  N 111=22;  -4“  8cc. 

4 

-4-/V1  +3P  f‘(l~22  H-&c. 

-4-  Q r3  -4-  &c. 

-M—N  —P  —Q  — &c. 

Quindi  eguagliando  a zero  ogni  colonna  verticale  secondo  i prin- 
cipj  esposti  (148),  si  ha  i°.  M — M — o , ciò  che  nulla  produce. 

20.  M 1=2  Nr  — TV  = o , donde  si  cava  N = — ì M . Sosti- 
tuendo questo  valore  di  N nella  terza  colonna , si  ha  P=\M\  la 
quarta  dà  Q = — '-M.  Continuando  le  operazioni,  si  avrebbe  dalla 
quinta  R = 5 M , e così  successivamente.  Dunque  ponendo  questi 
valori  di  N , P,  Q,  &c.  nell’equazione  log.(i  -+*  x)  = Mx  -4- 
Nx 1 -4-  &c. , si  avrà  la  seguente 

(A)...  log.(i  -4-  x)  = M (x  — ì x1  -4-  j x3  — \x*  •+■  8cc.) 

171.  Si  osservi  in  prima,  che  un  medesimo  numero,  come 
(1  -4-  x) , può  avere  un’infinità  di  logaritmi  diversi,  secondo  il  di- 
verso valore  che  dar  si  voglia  all’  indeterminata  M , che  quindi  si 
dice  il  modulo.  Il  sistema  più  semplice  è quello  nel  qual  si  pone 
M — ì.l  logaritmi  calcolati  su  tale  ipotesi  si  chiamano  logaritmi 
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naturali , o sia  logaritmi  iperbolici , a cagion  del  loro  uso  nella  qua- 
dratura dell’  iperbola. 

172.  Si  osservi  inoltre  che  per  avere  il  logaritmo  di  1 bisogna 
porre  x ==  o.  Ma  in  tal  caso  il  secondo  membro  dell’  equazione 

(A)  si  riduce  a zero.  Dunque  in  tutti  i sistemi  immaginabili , 
log.  1 = o. 

173.  Se  si  chiama  1 il  logaritmo  iperbolico  di  un  numero  qua- 
lunque , T il  logaritmo  del  medesimo  numero  in  un  altro  sistema , 
e 5 la  somma  della  serie  (a:  — j x1  -t-  &c.  ) sarà  I = S , e T = 
AIS  — MI.  Dunque  moltiplicando  il  logaritmo  iperbolico  di  un 
numero  per  il  modulo  di  un  altro  sistema  , si  aera  il  logaritmo  del 
numero  stesso  nel  detto  sistema. 

T 

Ma  si  ha  pure  /=  ; dunque  dividendo  un  logaritmo  di  qua- 

lunque sistema  per  il  modulo  del  detto  sistema  , si  avrà  il  loga- 
ritmo iperbolico  corrispondente. 

174.  Non  è facile  da  intendere  , come  l’equazione  (A)  possa 
dare  il  logaritmo  di  un  numero  qualunque  , quando  non  occorre 
che  x sia  di  molto  più  grande  dell’  unità  , perchè  la  serie  sia  di- 
vergente. Per  rinvenire  un  rimedio  utile,  si  facciano  per  avere  il 
log.  di  (1  — ■ *-x)  tutte  le  operazioni  che  abbiamo  fatte  per  aver 
quello  di  (1  -f-x),  e si  troverà 

(B) ...  log.(  t — • x)  = M(  — x — jx*  — ì x*  — Jx4  — 8cc.) 
Si  sottragga  adesso  l’equazione  (B)  dalla  (A), e riflettendo  che 

log. ( 1 — t-x) — log.(i  — x)=log.  , secondo  le  prime  nozioni 

de’  logaritmi , si  avrà 

(C) ...  log.  =2  M (a:  + j x5  + i x!  + 5 x7  + &c.  ) 
Or  si  voglia  , per  esempio  , il  logaritmo  iperbolico  di  2.  Risol- 
vendo l’ equazione  = 2 , si  troverà  x = j , e però  , rammen- 
tando (171)  che  M — 1 , 
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È agevole  da  conoscere , che  questa  serie  è senza  comparazione 
più  convergente , che  se  si  facesse  x = 1 nella  (A).  Ma  avanti  di 
seguitare  le  applicazioni, si  finisca  la  preparazion  delle  formole. 

175.  La  differenziazione  de’logaritini  per  ogni  sorte  di  diffe- 
renze finite  si  trova  facilmente  col  mezzo*  delle  formolo  prece- 
denti. Se  un  numero  qualunque  n riceve  un  aumento  fyn , si 
dimanda  qual  sia  l’aumentazione  corrispondente  di  log.  n.  Il  que- 
sito sarà  contenuto  ed  espresso  nell’  equazione  seguente , log.  n -+- 
^log.n  = log. (/z  -4-  donde  si  cava,^log.n  = log.(«  -+-  9,/i) — 

log.n  = log.  -:*^8)-=log.  (1  -+-  Riducendo  in  serie  questa 
ultima  espressione  per  mezzo  della  formola  ( A) , con  far  ~ = x , 
risulta 

(D) ...8,k»<l-Jlf  (¥-i  i (¥)’-<  ¥)'  + &c.) 

Questa  è la  formola  differenziale  data  dagli  Autori  : della  quale  si 
prende  solamente  il  primo  termine  ^ per  le  differenze  infinite- 
sime. 

Se  n diminuisce  in  vece  di  crescere  , il  suo  logaritmo  deve  pure 
farsi  minore.  Allora  si  ha  log.(n  — — log.n  = — fylog.n.  Il 

primo  membro  si  riduce  a log.^i  — e col  mezzo  della  for- 
mola (B)  si  ha 

(E) . . — 8|log.n  = (&-")■- ; (£)’_;  (&=)*- &c.) 

Ma  formole  molto  più  convergenti  otterremo  noi , le  quali 
potranno  utilmente  tener  luogo  di  tutte  le  precedenti. 

Si  faccia  L±f  = "~l~ donde  si  cava  x — — - -g-.  Sosti- 

1 — x n 1 2 /i  -f-  fyn 

tuendo  questi  valori  nell’equazione  (C),  e ponendo  , come  qui 
sopra  , ^log.n  in  vece  di  log.  , si  avrà 

(F)  • • • 8»i°s-«  = ■+■  5 ■+•  &c.) 


) 
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Questa  nostra  serie  è senza  comparazione  più  convergente  eli* 
la  (D)  per  calcolare  la  differenza  da  un  logaritmo  noto  ad  un  altro 
più  grande.  Se  si  parte  dalla  supposizione  che  log.  n — log.  1 = o 
(172),  la  stessa  serie  (F)  sarà  convergente  quanto  la(C)per  cal- 
colare immediatamente  il  logaritmo  intiero  di  un  numero  qua- 
lunque. 

Quando  fyn  è negativo , vedemmo  tale  pur  essere  8)log.rc;  per 
il  che  l’ equazione  (F)  si  cangia  nella  seguente  : 


(G) 


1 1 * 


Si" 

>“  — Si* 


Così  si  sarebbe  trovato  , sottraendo  la  (A)  dalla  (B),  e facendo 

1 — X n — fyn 

l x n 

Questa  nostra  serie  è parimente  molto  più  convergente  che  la 
(E)  per  calcolare  la  differenza  in  meno  da  un  log.  noto  ad  un  altro 
più  piccolo.  Partendo  dalla  supposizione  che  log./i  = log.  1,  la 
stessa  serie  (G)  servirà  a calcolare  immediatamente  il  log.  intiero 
negativo  (164,  i65)  di  una  frazione  decimale  qualunqne. 

Or  si  fàccia  un  primo  saggio  della  grande  e generalissima  utilità 
di  queste  due  forinole  (F),  (G). 

176.  Poiché  la  (F)  dà  la  differenza  da  log.rc  a log.  ( n -+-  , 

questa  forinola  servirà  a costruire  una  tavola  de’  logaritmi  de’  nu- 
meri con  maravigliosa  prestezza.  Per  esempio , essendosi  trovata 
(174)  una  serie  spedita  per  calcolare  il  log.  iperbolico  di  2 (la  for- 
inola (F)  la  darebbe  egualmente , facendo  n — 1 e 9pz  = 1 ) , si  ha 
pure  il  log.  di  4 , giacché  log.  4 = log.21  = 2 log.  2.  Avendo  il  log.' 
di  4,  si  calcola  in  pochi  minuti  il  log.  di  5 , il  quale  ha  costato  più 
giorni  d’intollerabile  fatica  ai  primi  inventori  de’ logaritmi,  che  non 
conoscevano  alcuna  delle  formole  precedenti.  In  tal  caso  n = 4 » 
8)11  = 1 , e però  la  ( F ) diviene 

8)log.4  = 2 (A  _I_  _4_  & c.) 


Quattro  soli  termini  di  questa  serie  bastano  per  ottener  quella 

quantità 
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quantità  clic  bisogna  aggiungere  a log. 4,  per  avere  il  log.  iperbolico 
di  5 con  7 decimali  esatte.  Questo  logaritmo  aggiunto  a quello  di  2 
dà  log.  10  = 2,  3o2585  -k 

177.  Diviene  ora  facile  il  conoscere  il  modulo  de’ logaritmi 
tabulari,  osia  volgari ( cosi  si  chiamano  quelli  delle  tavole  comuni). 
Si  sa  clic  in  questo  sistema  log.  10=1.  Dunque  se  nel.’  equazione 
T = MI , (173), si  fa  T =.  1 , sarà  / il  log.  iperbolico  di  10,  (176); 
e con  a5  decimali, / = 2,3025850929940456840179914  — jj" 
L’  ultima  equazione  dà  M = o,  484294481903251827651 1289. 
Moltiplicando  per  questo  numero  un  log.  iperbolico , si  ha  il  tabu- 
lare corrispondente;  e moltiplicando  per  il  numero  precedente,  o 
sia  per  ^ , unlog.  tabulare, si  hal’iperbolico corrispondente, (iy3). 

178.  Si  nomina  la  base  di  un  sistema  quel  numero  , il  cui  loga- 
ritmo è 1.  Di  fatti  nell’ equazione  fondamentale  am=  1 -+-  x ab- 
biamo fatto  (170),  m = log. ( 1 -t-  x).  Ma  la  stessa  equazione  fon- 
damentale dà  pure  m log.n  = log. ( 1 -4-  x).  Dunque  log.a  = 1. 
E però  10  è la  base  del  sistema  ordinario  , o sia  del  sistema  di 
Briggs , che  fu  il  primo  calcolatore  delle  tavole  comuni.  Trove- 
remo ( 1 79*)  la  base  de’ logaritmi  iperbolici , o sia  del  sistema  di 
Neper.  Quello  di  Briggs  sembra  il  più  comodo  , che  possa  imma- 
ginarsi, a cagione  che,  per  mezzo  di  un  facile  cangiamento  nella  sola 
caratteristica , il  logaritmo  di  un  numero  serve  costantemente  al 
medesimo  numero  benché  moltiplicato  o diviso  per  qualsivoglia 
potenza  di  io.  Sappiamo  (164)  che  , per  esempio,  il  log.  di  2 è 
pure  il  log.  di  20 , di  2000 , di  0,02 , &c.  solchè  si  accresca , o si 
diminuisca  la  caratLeristica  convenevolmente.  Non  hanno  tal  co- 
modo i logaritmi  iperbolici. 

179.  Dato  un  logaritmo , trovare  il  numero , a cui  corrisponde . 

Questo  problema  si  scioglie  facilmente,  dividendo  per  M 1’  equa- 
zione (A) , (170) , indi  convertendola  col  metodo  del  Ritorno  delle 
Serie  (148).  Sia  dunque  ( i x ) il  numero  cercato , c si  faccia  per 

L 
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brevità  T>  =ytY  equazione  (A)  convertita  darà  x =y  -t- 

— -+-  -A-  _| 2l &c,  e per  conseguenza  il  numero  cercato 

2 2.3  2.3.4  1 u 

( i -+-  x)  = 1 -4-  y -t--£  -h&c.  Dunque  in  generale  per  un  nu- 
mero qualunque  n si  avrà 


(H)...n  = 


1 _i !_  /',ns-nY 

3 V M ) “*”3.3  \ m ) 


3.3. 4 


+ &c. 


Se  in  questa  serie  si  suppone  log.ra  = 1 , e M = ì , il  valore 
di  n sarà  (178)  la  base  de’ logaritmi  iperbolici.  Si  ha  dunque  n — 

1 H — - H — '■ — 1 '—r  H -t-  & c.  Calcolando  si  troverà 

1 1.2  1.2.3  1.2. 3. 4 

n — 2,71828182845904523536028.  Questo  numero  è di  grande 
uso  nel  calcolo  integrale. 

180.  Paragonando  la  formola  (D)  con  la  generale  (P),  (148), 
si  ha  - = m , = y t ~ = a,  — ^ = b , e così  discor- 

rendo. Con  questi  valori  di  a , b , c , 8cc.  , si  troveranno  quelli 
di  A,  B , C , &c. , nella  formola  ( Q) , (148) , e la  serie  ( D ) con- 
vertita sarà 

(K>...  8,,  = „ ^ i (»§-■)•  + a,  (*£-")’  + &c.) 

Convertendo  similmente  la  (E), ma  facendo  ben  attenzione 
- ai  segni , giacché  in  questo  caso  m = — y — — \n  , i 

coefficienti  a , b , c , 8cc.  conservando  gli  stessi  segni  che  nell’  ope- 
razion  precedente  , si  troverà 


(L) • • • - V=  n (-  -Hi  0F)'—  à &c) 

Questa  formola  può  anche  dedursi  a colpo  d*  occhio  dall’  ante- 
cedente (K) , considerando  che  quando  è negativo , cioè  quando 
si  passa  da  un  numero  maggiore  ad  un  minore  , 9,log.ra  deve  pur 
essere  negativo , ma  il  suo  segno  convien  che  si  cangi  nelle  potenze 
pari , secondo  le  prime  regole  dell’  Algebra. 

1 8 1 . Finita  la  costruzion  delle  forinole  , gioverà  preparare  * nel 
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modo  che  ho  immaginato  e mostrato  ( i5i)  , i fattori  M e ^ , de* 

quali  si  ha  bisogno  continuo  per  passare  dai  logaritmi  iperbolici 
ai  tabulari, e viceversa. 

Prendendo  i valori  (177) , si  ha  dunque 


M — 0, 43429 

44819 

087.5 1 

82765 

11289 

2 M=  o,86858 

89638 

o65o3 

6553o 

22678 

3 M = 1, 30288 

34457 

09755 

48296 

33867 

4 M = 1,73717 

79276 

1 3007 

3io6o 

461 56 

5M  = 2,  1 7 1 47 

24095 

1 6259 

i38a5 

56445 

6M  = 2,  60676 

689 1 4 

19610 

965  90 

67734 

y M ==  3,04006 

i3733 

22762 

79355 

79023 

8M  = 3,474^5 

58552 

26014 

62120 

903 1 2 

9M  = 3, 90865 

o337 1 

29266 

44886 

01601 

182.  Similmente 

■—  = 2, 30258 

50929 

94045  68401 

79914 

= 4, 6o5i  7 

01859 

8809 1 

368o3 

59828 

~ = 6,9077  5 

52789 

8a  1 37 

o5io5 

39742 

Ti  — 9>21o34 

037 1 9 

76182 

73607 

1 9656 

Tt  = 11,51292 

54649 

70228 

42008 

99570 

~ = 1 3, 8 1 55 1 

0 5579 

64274 

10410 

79484 

1! 

H* 

o\ 

00 

0 

'O 

565o9 

583i  9 

788 1 2 

69398 

^ = 18,42068 

07439 

52365 

47214 

39312 

^ = 20,7232  6 

58369 

4641 1 

i56i6 

1 9226 

i83.  Mediante  queste  preparazioni,  la  conversione  de’ loga- 
ritmi volgari  in  iperbolici , e viceversa,  è ridotta  a pure  addizioni. 
Si  cerchi , per  esempio , il  logaritmo  iperbolico  di  1 0,09.  Prendo  il 
tabulare  corrispondente  (con  8 decimali,  se  si  può,  per  aver  la  set- 
tima più  esatta):  esso  è 1,00389117.  Disponendo  nel  luogo  loro 

Lij 
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i prodotti  di  -L  moltiplicato  per  ciascuna  delle  note  componenti 
questo  logaritmo  , ho  come  segue 


o,  oo3 
Al 

o, oco8 

” AI 

&C. 


Somma 


2,3o2585oc) 
690776 
1 84207 
207  2 3 
28  o 
2 3 
1 6 

2,3  1 1 5448  = 


log.  10,09. 


Questa  operazione  mi  par  tanto  breve,  da  poter  essere  non  di 
rado  preferita  anche  per  la  formazione  de’ logaritmi  de’  numeri  com- 
posti. Del  resto  il  benemerito  Lambert  nell’  Opera  citata  ( 146  ) ha 
dato  una  tavola  de’ numeri  primi,  ed  un’  altra  utilissima  che  som- 
ministra  il  fattore  minimo  d’ogni  numero  composto  fino  a 100000  ; 
e si  sa  che , sommando  insieme  i logaritmi  de’  fattori  di  un  numero , 
si  ha  il  logaritmo  di  esso  numero. 

184.  Orsi  osservi  in  questo  medesimo  esempio  la  gran  conver- 
genza della  serie  (F),  (176).  Non  fa  bisogno  di  calcolare  che  il 
solo  primo  termine  di  essa  per  aver  giusta,  fino  alla  settima  ed 
anche  ottava  declinale  , la  quantità  che  si  deve  aggiungere  a 
2,3io5532,  log.  di  10,08,  per  formare  il  log.  di  10,09.  quest<> 
caso  n = 10,08,  e = 0,01.  Dunque  prendendo  il  solo  primo 
termine  della  serie  (giacché  il  secondo  avrebbe  nove  zeri  dopo  la 
virgola , onde  non  influisce  nelle  sette  prime  decimali  ) , sarà 

8,log.n  = 2 X ~^~j=  0009916 

log.  10,08=  2,  3io5532 
Somma  , o sia  log.  10,09  “ 2> 3 1 1 54*1 8 

' Non  lascieremo  di  ripetere  ancora  una  volta  , che  in  tutti  i 
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calcoli  d’approssimazione  , quando  si  vuol  far  uso  d’una  quantità 
trovata  per  calcolarne  un’  altra , di  questa  per  passare  ad  una  terza , 
e così  successivamente, bisogna  fare  i calcoli  con  una, due,  tre,  Scc. 
(secondo  i casi)  decimali  di  più  di  quelle  che  voglionsi  esattamente, 
altrimenti  l’errore  delle  decimali  neglette  potrebbe  accumularsi  con 
pregiudizio  delle  conservate. 

i85.  Conosciuto  (177)  il  logaritmo  di  10 , è tolta  ogni  difficoltà 
sulla  divergenza  ( 174)  della  serie  (A),  poiché  divien  facile  il  ren- 
derla convergente  anche  per  numeri  altissimi.  Si  dimandi , per 
esempio,  il  log.  iperbolico  di  12089.  È cosa  chiara , che  12089  = 
1,2389  X 10000  = 1,2389  X io4.  Dunque  log.  12089  = 
4 log.  io  -+-  log.  1 ,2389.  Facendo  x = 0,2389  > serie  ( A ) sarà 
convergente,  e darà  un  logaritmo  che  , aggiunto  a 4 log.  10,  por- 
gerà quello  che  si  cercava. 

Se  in  vece  di  12389  il  numero  dato  fosse  0,12389  » avrebbe 
log.o, 12389  = log.  — ~-o-  = log.  1,2389  — l°g- 10,  E C0S1  s‘  <lis- 

corra  di  0,0012389  = , e simili.  Si  avverta  solo  che  qui , il 

logaritmo  maggiore  essendo  negativo  , bisogna  sottrane  il  minore 
dal  maggiore , e scrivere  il  resto  col  segno  negativo  , secondo  la 
regola  ordinaria  ; non  essendo  applicabile  ai  logaritmi  iperbolici 
rielle  frazioni  l’espediente  adottato  (i65)  pei  tabulari,  e ciò  per 
le  ragioni  indicate  (178). 

186.  Si  osservi  ora  che  la  serie  (F),  trattando  nel  modo  stesso 
il  numero  dato,  deve  essere  anteposta  in  tutti  i casi  alla  serie  (A) 
per  calcolare  immediatamente  il  logaritmo  di  un  numero  qualunque. 
Di  fatti,  ridotto  il  numero  12389  a^a  f°rma  > 1,2389,  e facendo 
n = 1 , sarà  = 0,2389.  Con  questi  valori , non  vi  sarà  bi- 
sogno di  calcolare , che  soli  tre  termini  della  (F) , laddove  avremmo 
dovuto  calcolarne  almeno  otto  della  serie  (A), per  formare  con  7 
decimali  esatte  il  logaritmo  richiesto. 

187.  Quanto  più  sarà  maggiore  dell’ unità  la  prima  nota  del  nu- 
mero dato  , tanto  meno  la  forinola  (F)  sarà  convergente  per  calcor 
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lare  immediatamente  il  log.  intiero  di  esso  numero.  Si  dimandi , 
per  esempio,  il  log.  di  3412.  Scrivo  3, 412  X 1000, e poiché  n=  1, 
ho  8,/z  = 2,412,  e Questa  frazione  è molto  mag- 

giore di  quello  che  fosse  77^  nel  caso  dell’  articolo  precedente. 

Si  faccia  dunque  3412  = 0,3412  X 10000 , e si  metta  alla 
prova  la  serie  (G).  Poiché  (176) , — B|log./z  = log.(«  — fyn)  — 
log./z  = log.  (zz — $,/z) , posto  n = 1 , (172);  facendo  (zz  — J^zz) 
o vero  1 — ^zz  = 0,3412  , sarà  fyn  = o,6588,  e = 

| **.  Questa  frazione  è un  poco  più  piccola  di  Gioverà  dun- 
que in  tal  caso  servirsi  piuttosto  della  formola  (G),che  della  (F).' 

188.  Abbiamo  veduto  (i85,  187)  che,  moltiplicando  o divi- 
dendo per  le  potenze  di  10  ,si  può  ridurre  uu  numero  qualunque 
ad  avere  una  sola  nota , o nessuna  , avanti  la  virgola.  Ridotto  alla 
prima  forma  , si  trova  il  suo  logaritmo  intiero  per  mezzo  della  for- 
mola (F).  Ridotto  alla  seconda  forma,  si  trova  il  suo  logaritmo  con 
la  formola  (G).  Resta  solo  d’avere  una  regola  fissa  per  sapere  a 
qual  delle  due  sarà  più  vantaggioso  il  ricorrere  ne’  diversi  casi* 
Risolviamo  questo  problema. 

È cosa  chiara  che  la  più  convergente  delle  due  serie  sarà  quella 
che  , per  calcolare  il  log.  di  un  numero  dato  , avrà  per  primo  ter- 
mine una  frazione  più  piccola.  Se  si  chiama  generalmente  z il  nu- 
mero di  cui  si  cerca  il  logaritmo  , l’ cgual  convergenza  delle  due 
serie  avrà  dunque  luogo , quando  z sia  tale , che  mediante  le  sosti- 
tuzioni convenevoli  il  valore  del  primo  termine  sia  lo  stesso  nell’  una 
e nell’  altra  : ben  inteso  che  se  z rappresenta  un  numero  ridotto 
ad  avere  una  nota  avanti  la  virgola,  come  esige  la  formola  (F)  ; 


sarà  — lo  stesso  numero  ridotto  a non  avere  alcuna  nota  avanti 

IO 

la  virgola  , come  richiede  la  (G).  Ciò  posto  , se  per  più  chiarezza  e 
facilità  si  segue  con  l’ occhio  l’esempio  ( 187  ) mettendo  z in  vece 


di  3,412  , si  vedrà  che,  per  la  (F),  4- -4^7, 


3 + (i— I) 


n- 1 * 
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e per  la  (G) , ^ = =zrr,  = IST?  Dunclue  « nclcaso  dI 

valor  eguale  , si  ha  = |°  ~-*.  Risolvendo  questa  equazione , 
si  trova  z = y/10  =3,1622776  e secondo  che  si  darà  a z 
un  valore  maggiore  , o minore,  si  avrà  maggiore,  o mi- 

nore di  j°  ~ Dunque , semprecchè  il  numero  dato , ridotto  ad 
avere  una  nota  avanti  la  virgola,  sia  minore  di  3,  16  -+-  ; gioverà 
cercare  il  suo  logaritmo  per  mezzo  della  formola  (F)  ; e se  è mag- 
giore, sarà  meglio  impiegare  la  (G). 

Quando  poi  da  un  logaritmo  cognito  si  vuol  passare  a conos- 
cerne un  altro,  queste  formole , usate  come  si  fece (176,  184) , e 
come  si  vedrà  (189),  saranno  tanto  più  convergenti,  quanto  più 
sarà  grande  il  numero  n , di  cui  si  si  conosce  il  logaritmo,  e quanto 
più  sarà  piccolo. 

189.  Poiché  con  le  formole  (F)  e ( G ) si  può  calcolare  imme- 
diatamente il  logaritmo  intiero  di  un  numero  qualsivoglia,  servi- 
ranno dunque  per  calcolare  il  logaritmo  d’ogni  linea  trigonome- 
trica, la  qual  si  conosca  prima  in  numeri  naturali.  Per  logaritmo 
intendiamo  sempre  da  qui  innanzi  il  tabulare  , giacché  non  si  fa 
uso  degl’ iperbolici  nella  Trigonometria. 

Volendo  poi  costruir  delle  tavole , ecco  il  metodo  che  mi  sem- 
bra il  più  breve.  Si  calcoli , per  esempio , il  log.  del  coseno  di  26°. 
Questo  è uno  de’  più  avvantaggiosi , per  avere  la  formola  (G)  con- 
vergente , ed  insieme  la  quantità  delle  note  nel  divisore  non 
maggiore  di  molto  della  quantità  delle  note  nel  dividendo  , il  che 
amplifica  l’ esattezza  nel  quoziente.  Indicherò  l’ operazione  con  po- 
che decimali,  onde  serva  di  norma  per  fare  il  calcolo  con  quante  no- 
tesi voglia.  Ho  dalle  tavole  cos. 26°=  0,898794  = 1 — 0,101206. 
Sia  n = 1 , e fyzz  = 0,101206  ; sarà  (187),  — fylog.rc  = 
log.  ( 1 — , che  è il  log.  richiesto.  Si  calcoli  dunque  la  se- 

rie (G). 
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— 0,10l?.o6 
‘>sV37y4 


= — o,o533oox5 


1 f &,«  V r , 

— T Va,,  - vJ  = • • * * — 0,00006047 

— T C„-"tv,)S=  * • • * —0,00000008 

Somma  — o,o5335o7 

Conviene  moltiplicare  l’ aggregato  de’ termini  per  iM.  Il  doppio 
della  somma  è — o,  1067014.  Prendo  ( 181  ) i prodotti  corrispon- 
denti alle  note  contenute  in  questa  doppia  somma  , come  segue. 

o,  04342945 
260577 
3o4o  i 


43 


L7 

Somma  — 0,04633983 


Si  converta  in  positivo  ( 1 65  ) questo  logaritmo  negativo,  e si  avrà 
10  — 0,0463398  = 9,9536602.  Tale  è appunto  nelle^  tavole  il 
log.  cos.  26°. 

Determinando  in  questo  modo  alquanti  logaritmi  di  tratto  in 
tratto,  come  di  5 in  5 gradi , più  o meno , a misura  che  si  scorgerà 
necessario  all’  esattezza  , diviene  poi  molto  rapida  l’operazione  per 
formar  successivamente  tutti  i logaritmi  intermedj.  Vogliasi , per 
esempio,  dedurre  dal  log.  cos.  26°  il  log.  cos.  26°  1 '.  Si  faccia  n = 
cos.  26°=  0,898794,0  = cos. 26° — cos.  26°  1 ' = 0,00012  75. 

Quindi  a/<  Si  osserviche  il  numeratore  non  ha  che 

quattro  note  effettive , mentre  il  denominatore  ne  ha  otto.  Per 
eseguire  la  divisione  bisognerà  dunque  aggiunger  de’ zeri  al  primo: 
ma  ciò  non  sarà  conforme  alla  vera  differenza  che  passa  tra  cos.  26° 
e cos.260  1 r , poiché  in  questi , dati  dalle  tavole  con  7 decimali , 
sono  neglette  le  ulteriori.  Ora  v’è  un  mezzo  facile  per  conoscere 
questa  vera  differenza  con  più  decimali  di  quelle  che  diano  le 

tavole 
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tavole,  quantunque  non  si  conosca  il  valore  assoluto  dei  due  coseni. 
Facendo  B = 26°,  e ^B  = 1 ' , si  ha  (II.  3i*),  — ^cos.260  = 
2sen.3o"  sen.  26°  o'  3o".  Faccio  il  calcalo  di  questa  forinola  coi 
logaritmi  delle  tavole  comuni , ed  ho 

log.  2 = o,3oio3oo 
log.  sen. 3o"  = 6, 1626961 
log.  sen.268  o'  3o"  = 9,641971.4 
log.  — S^cos.B  = 6, 1 066976 
Questo  logaritmo  nelle  tavole  de’  log.  de’  numeri  corrisponde  al 
numero  seguente  0,000127655.  Se  si  calcolassero  con  nove  deci- 
mali esatte  il  cos.  26°,  e il  cos. 2 6°  1’,  tale  si  troverebbe  la  diffe- 
renza fra  essi.  Si  conosca  anche  da  questo  esempio  l’utilità  delle 
forinole  (II.  3o*  a 33*).  Peraltro  di  questo  espediente  non  si  avrà 
bisogno  nel  costruire  una  tavola , poiché  allora  è necessario  co- 
noscere i seni  e i coseni  in  numeri  naturali  con  qualche  decimale 
di  più  di  quelle,  che  si  vogliano  ne’logaritmi,  (184).  Or  si  rifletta 
che  avendo  fatto  con  8 decimali  i calcoli  per  avere  il  log.  cos.  26% 
non  ci  bisogna  di  spinger  più  oltre  quelli , che  ora  facciamo  per 
rintracciare  la  differenza  fra  il  detto  log.  e quello  di  cos.  26°  ì '. 
Per  ciò  basta  prendere  Ho  segnato  con  un 

punto  nel  denominatore  la  nota  da  cui  basta  cominciare  la  mol- 
tiplicazione con  la  prima  del  quoziente,  tenendo  conto  solamente 
delle  decine  date  dal 4 , o dal  46.  Il  quoziente  si  troverà  0,0000 7096. 

11  suo  doppio  moltiplicato  per  Mal  modo  solito  darà 

•-r-  log.  cos.  2 6°  — 0,00006 1 63 

9,95366017  = log.  cos. 26°  con  8 decimali 

come  fu  calcolato. 

Differenza  9,9635985  = log. cos. 26°  1'.  Cosi  è nelle 

tavole. 

Con  un  solo  termine  della  serie  (G),  (il  secondo  avrebbe  almeno 

12  zeri  dopo  la  virgola)  siamo  dunque  passati , dato  il  log.cos.268, 
ad  ottenere  il  log.cos.268 1 '.  Cogl  di  minuto  in  minuto  si  possono 
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calcolare  i log.  de’  coseni  degli  archi  maggiori  ; c nella  stessa  ma- 
niera i log.  de’ coseni  degli  archi  minori  col  mezzo  della  forinola  (F). 
È poi  cosa  chiara,  che  se , in  vece  di  costruire  una  tavola  di  loga- 
ritmi, di  minuto  in  minuto,  si  volessero  di  io"  in  io"  , o pure  di 
grado  in  grado,  &c.  il  metodo  stesso  servirebbe,  purché  non  si  di- 
mentichi l’avvertimento  (184). 

Ilo  suggerito  d’incominciare  il  calcolo  da  un  coseno,  perchè 
quando  si  siano  formati  i logaritmi  de’  coseni  da  o°  a 4^°,  se  ne  de- 
ducono tutti  gli  altri  pervia  di  semplice  sottrazione  col  mezzo  della 
forinola  (I.  29’),  che  dà  log.  cos.  (45°  + 1 A)  = log.  cos.  A — • 
log.  2 — log.  cos.  (45°  — ì A ).. 

Formati  i logaritmi  de’  coseni , e per  conseguenza  de’  seni  di 
tutto  il  quadrante,  si  hanno  tosto  quelli  delle  tangenti  mediante  la 
forinola  (I.  3i*),  onde  log.  tang.A  = log.  sen.A  — log.  cos. A. 

190.  Ho  dato  i metodi  per  formare  i logaritmi  con  numero  illi- 
mitato di  decimali  : ma , perchè  sembra  difficile  che  venti  deci- 
mali non  bastino  ai  casi  più  straordinarj , ho  posto  alla  fine  di  questa 
Opera  la  tavola  (BB  ),  che  sarà  di  gran  soccorso , come  ora  vedremo. 
La  ho  presa  da  Gardiner , limitandomi  ai  logaritmi  de’  numeri  pri- 
mi. Vi  ho  aggiunto  i fattori  de’  numeri  composti,  che  non  sono 
divisibili  per  2 , per  3 , e per  5 , giacché  i divisibili  si  distinguono 
alla  sola  ispezione.  Sarà  facile  formare , al  bisogno,  i logaritmi  de’ 
numeri  composti , col  mezzo  di  quelli  contenuti  nella  tavola.  Per 
esperimentarne  l’ utilità,  si  dimandi  la  radice  quinta  di  161900  con 
12  decimali.  Omettendo  i due  zeri,  perchè  influiscono  solamente 
nella  caratteristica,  fa  d’uopo  trovare  (con  14  decimali  per  più  cau- 
tela) il  log.  di  1619.  Il  più  prossimo,  che  si  può  aver  dalla  tavola,  ò 
quello  di  162,  o sia  di  1620.  Faccio  n = 1620,  ed  ho  = i% 
Quindi  per  la  formola  (G) 


St- 


azi — b\« 


— jA--  = — o,  000  3o8  737  264  59 
• * • — o,  000  000  000  00981 

Somma  — o,  000  3o8  73 7 274  4.0 
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Il  doppio  di  questa  somma,  moltiplicato  per  Mal  modo  solito,  dà 

— 8,log.  1 620  = — 0,000268 1 6578925 
log.  1620  = log.  2 -4-  4 log.  3 H-  log.  10  = 3,2095  l 5oi454263 

Differenza,  o sia  log.  1619  = 3,20924684875388 

Aggiungendo  2 alla  caratteristica  , perchè  il  log.  cercato  è quello 
di  161900  , e dividendo  per  5 il  logaritmo  , sarà 

i. 

log.  Vidi  900  = 1 , 04 1 84  9 369  750  68 
Cercando  nelle  tavole  ordinarie, a qual  numero  corrisponda  questo 
logaritmo  considerato  nelle  prime  decimali , si  trova  elio  il  loga- 
ritmo più  prossimo  è quello  di  11,01  che  si  ha  poi  dalla  tavola 
(BB) , come  or  si  vedrà. 

5. 

log.  ¥161900=  i , 041  849  369  750  68 
log.  11,01  = log.  3,67  -t-  log.  3 = 1,041  787318971  75 

Differenza  o,  000  062  o5o  778  93 

Chiamando  8*log./i  questa  differenza,  e facendo  n = 11,01,  la 
formola  (K.),  (180),  darà  la  quantità  che  si  deve  aggiungere  a 1 1,01 
per  aver  la  radice  cercata.  La  moltiplicazione  del  valore  di  ^log.ra 
per  quello  di  L si  farà , per  via  di  addizione , col  mezzo  delle  pre- 
parazioni (182) , indi  si  avrà 

^ n = o,  000  142  877  198  5y 

T ")*  = °»  000  000  010  2°6  94 

1 /"JJ,  log.  n\ì 

3-  ( Aj  ) = o,  000  000  000  000  49 
Somma  o,  000  142  887  40 6 00 

Moltiplicando  questa  somma  per  n o sia  per  n ,01  si  avrà 
8*11,01  = 8 *«  = o,  001  573  190  340 
n = 1 1,  01 

s 

Somma,  o sia  V 161900  = 11,  01 1 5 73  190  340 

194.  Tutti  i calcoli  precedenti  sono  brevissimi , troncando  ogni 

Mij 
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operazione  alla  decimaquarta  decimale  , che  è il  limite  assunto. 
Credo  però  che  mediante  i soccorsi  che  ho  dati  questo  metodo  sia 
più  spedilo  di  quello  di  Halley,  le  cui  forinole  sono  state  genera- 
lizzate dal  Sig.  Ab.  Marie , ma  non  possono  dare  che  un  certo  nu- 
mero di  decimali  esatte.  Abbiamo  preso  il  problema  da  quest’  ulti- 
mo, che  lo  risolve  nel  modo  seguente.  Data  la  fòrmola  d’ appros- 
simazione y/ (a5  — Z»)=-^-a  -+-  161900= 

dJ  — b.  Dividendo  per  5 il  logaritmo  di  161900  preso  nelle  tavole 
ordinarie,  si  ha  per  radice  prossima  11,012.  Fatto  a — 11,012  , 
convicn  elevare  alla  quinta  potenza  questo  valore  di  <2,  il  che  dà 
un  numero  composto  di  6 note  avanti  la  virgola  , e di  i5  decimali. 
Si  chiami  Zi  la  differenza  da  questo  numero  al  numero  dato  161900; 
e calcolando  la  forinola  con  questi  valori  di  a e di  Zi , si  potrà  far 
la  prova  qual  sia  il  metodo  più  breve.  In  ogni  caso  ecco  la  foriuola 
generale  del  Sig.  Ab.  Marie  per  comodo  di  quelli  che  la  preferissero; 


±b) 

1 ni  — 1 


\/ — — dz 
y («1  — 0* 


ih 


(m*  — m)  a 


-.Avverto 


novamente  che  questa  formola  non  è rigorosa , nè  può  servire  che 
per  un  numero  limitato  di  decimali. 

192.  Veduto  l’uso  che  si  può  far  delle  nostre  forinole , e della 
tavola  (BB),  nell’estrazione  delle  radici , ognuno  potrà  facilmente 
fame  l’applicazione  alla  ricerca  de’ logaritmi  delle  linee  trigonome- 
triche^ sia  d’ogni  numero  qualunque.  Si  dimandi,  per  esempio, 
con  20  decimali  il  logaritmo  dell’ arco  di  1 ",  del  quale  avremo  bi- 
sogno in  appresso.  Preso  con  22  note  il  valore  di  quest’  arco  nella 
tavola  (AA) , osservo  che , separ  ando  le  pi  ime  quattro  a sinistra  e 
considerandole  per  più  comodo  come  un  numero  intiero  , posso 
averne  il  log.  dalla  tavola  (BB),  poiché  log.  4848  = log.  3 -W 
4 log. 2 H-  log.  101.  Sia  dunque  4848  — n,  e si  chiamino  le 
altre  diciotto  note  che  seguono;  sarà,  negligendo  nel  denominatore 
quelle  che  sono  inutili  nella  divisione , 


__ __  o,  1 36  8ti  095  35p  9*^5  899 
2n  $1 n 96.^6,  ijó  Su  09J  jjy  9 
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Calcolando  solo  questo  e il  secondo  termine  della  serie  (F) , e mol- 
tiplicando per  2 M,  si  avrà^log.n  = o,  00001225566531072710.- 
Aggiungendo  a questa  quantità  log. 3, 4 log. 2,  c log.  101,  si  troverà  , 
ponendo  4 per  caratteristica  ( i65)  a causa  che  il  valore  dell’arco 
di  1 " ha  cinque  zeri  dopo  la  virgola  ; 

log.  1"  = 4,  68557  48668  23540  5lp53. 

Senza  il  soccorso  della  tavola  (BB)  questo  logaritmo  sarebbe 
costato  il  calcolo  di  20  terminidella  formola(G)  impiegata  ne’  modi 
additati  (187),  (188). 

193.  Abbiamo  veduto  nell' esempio  ( 190) l’uso  della  forinola 

(K) .  Quando  il  logaritmo  più  prossimo  nelle  tavole  è maggiore  del 
logaritmo  dato,  allora  si  adopera  la  (L),  che  dà  la  differenza  che 
deve  sottrarsi  dal  numero  corrispondente  al  logaritmo  maggiore,  per 
avere  il  numero  corrispondente  al  minore.  Il  primo  è quello  che 
chiamasi  n in  tal  caso. 

Le  tavole  de’  logaritmi  portano  sempre  le  istruzioni  necessarie, 
per  l’uso  di  esse , a fin  di  trovare  le  parti  proporzionali,  &c.  Noi 
però  ci  dispenseremo  dal  farne  parola. 

I logaritmi  a sette  decimali  delle  tavole  ordinarie  non  sono  suf- 
ficienti per  dare  i minuti  secondi , e le  decime  di  secondo , con 
esattezza,  per  li  coseni  da  o°  fino  a 1 5° circa.  Ne’  casi , dove  si  vo- 
glia una  tal  precisione,  si  potrà  ottenerla,  per  li  coseni  fra  5°  e i5% 
facendo  i calcoli  in  numeri  naturali , ed  usando  le  tavole  di  questa 
specie.  Che  se  il  coseno  dato  risponde  ad  un  arco  minore  di  5°,  o 
se  si  vuole  far  uso  de’  logaritmi , converrà  comporli , ed  impiegarli- 
nel  calcolo,  con  quel  numero  di  decimali,  di  cui  si  avrà  bisogno  ; 
ed  allora  per  trovare  a qual  arco  corrisponda  il  logaritmo  di  un 
coseno , sarà  d’ uopo  calcolare  con  una  delle  tre  formole  ( H) , (K) , 

(L)  , il  numero  a cui  corrisponde  il  logaritmo  dato  ; indi  si  troverà , 
coi  metodi  additati  (161),  l’arco,  a cui  corrisponde  il  numero 
SI  isso..  Studieremo  però  dei'  ripieghi  per  evitare  questi  coseni  r 
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quanto  si  possa , nell’uso  delle  forinole  che  servono  alla  risoluzione 
de’  triangoli. 

194.  Il  calcolo  per  logaritmi,  disuanaturasommamcntespedito  , 
si  agevola  ancora  con  l’uso  del  Complemento  aritmetico.  Questa 
operazione  trasforma  le  sottrazioni  in  addizioni  nel  modo  seguente. 
Sia  da  sottrarre  679  da  895  ; è chiaro  che  8p5  — 5 79  = 895  -+* 
2000  — 579  — 1000  = 895  -4-  421  — 1000.  In  vece  di  sottrarre 
579  si  può  dunque  aggiungere  421  , purché  si  levi  1 nella  classe  in 
cui  viene  a crescere  per  causa  di  questa  trasformazione  ; questa 
classe  è quella  delle  migliaja  nel  nostro  esempio.  Or  comparando 
421  a 579  si  osservi,  che  4 e 2 sono  la  differenza  o sia  il  comple- 
mento a 9 di  5 e di  7 ,e  che  1 è il  complemento  di  9810.  Dunque 
1’  operazione  del  complemento  aritmetico  consiste  in  questo.  In 
luogo  del  numero , che  si  deve  sottrarre,  scrivete  il  complemento  a 

9 d’ ogni  sua  nota,  eccettuata  V ultima  a destra,  di  cui  scrìverete  il 
complemento  a 10  : indi  fatta  la  somma  sopprimete  1 nella  classe 
ove  fu  aumentato  da  tale  trasformazione.  Questa  soppressione  non 
dà  alcuna  briga  ne’  calcoli  per  logaritmi , poiché  cade  sempre  nelle 
decine  della  caratteristica,  chegià  si  trascurano  per  massima  (166). 
Per  ultima  nota  s’ intende  poi  l'ultima  effettiva  , giacché  i zeri,  che 
fossero  in  fine  del  numero  da  sottrarsi , si  scrivono  quali  sono  ; non 
cosi  quelli  intermedj  fra  le  note  effettive , in  cambio  de’  quali  si 
deve  porre  9.  Tutto  questo  pare  un  imbroglio  a primo  aspetto  , 
piuttosto  che  una  facilità  : avremo  cura  di  farla  conoscere  nell’  atto 
pratico , giacché  negli  esempj  faremo  sempre  uso  del  complemento 
aritmetico.  Basti  dire  per  ora  che , fatta  la  consuetudine , tanto 
costa  il  copiare  un  logaritmo  come  si  trova  in  una  tavola , quanto 

10  scrivere  in  vece  il  suo  complemento  aritmetico.  Si  esamini  inoltre 
la  conversione  de’  logaritmi  negativi  in  positivi  (i65),  e si  vedrà 
che  non  consiste  in  altro  che  a prendere  il  complemento  del  loga- 
ritmo negativo.  Però  la  cotangente  ha  per  logaritmo  il  complemento 
aritmetico  di  quello  della  tangente,  e viceversa:  poiché  (I.  32*)  , 
log.  tang.A  = log.  1 — log.  cot.A  — — log.  cot.A,  (172).  Lo 
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stesso  ha  luogo  fra  il  coseno  e la  secante  (23  ) ; e fra  il  seno  e la 
cosecante  (24). 

195.  Quanto  sono  mirabilmente  utili  i logaritmi  nelle  moltipli- 
cazioni , divisioni , formazioni  delle  potenze  , ed  estrazioni  delle 
radici  ; tanto  sembrano  incapaci , per  natura  , di  servire  al  cal- 
colo, cpiando  si  tratta  di  somme  e di  sottrazioni.  Sarà  pregio  dell’ope- 
ra l’indagare  ripieghi  opportuni  e comodi  a vincere  questa  difficoltà 
in  tutti  i casi. 

Sia  da  calcolare  un’  equazione  di  questa  forma  , x = ab  -+-  cd, 
nella  quale  ab  e cd  rappresentano  due  termini  composti  ciascuno 
di  qualsivoglia  numero  e qualità  di  fattori  e divisori  monomj.  Il 
modo  più  breve  per  trovare  il  valore  di  a:,  calcolando  una  simile 
equazione  col  mezzo  de’  logaritmi , si  è in  generale  di  cercare  il 
numero  corrispondente  a log.  ab  = log. a -+-  log. è,  e così  il  nu- 
mero corrispondente  a log.  cd  ; indi  prender  la  somma  di  questi  due 
numeri. 

196.  Ma  se  , per  esempio.,  x è una  linea  trigonometrica  ; per 
trovar  l’arco  corrispondente,  giova  meglio  servirsi  delle  tavole  tri- 
gonometriche in  logaritmi , che  di  quelle  in  numeri  naturali.  La 
ragione  si  è , perchè  nelle  prime  , a cagione  del  loro  maggiore  uso  , 
sono  state  inserite  le  differenze  da  un  logaritmo  all’  altro  contiguo , 
mediante  le  quali  si  trovano  prontamente  le  parti  proporzionali  ai 
minuti  secondi , decime , &c.  Non  hanno  tal  comodo  le  tavole 
trigonometriche  in  numeri  naturali. 

Per  la  stessa  ragione , se  in  luogo  di  ab  si  avesse  una  linea  trigo- 
nometrica, o se  anche  un’  altra  in  luogo  di  cd , sarà  desiderabile  di 
non  avere  a cercarle  in  queste  ultime  tavole , ma  di  poter  risolvere 
F equazione  col  mezzo  de’  logaritmi. 

Daremo  dunque  due  modi  per  trovare  il  logaritmo  della  gran- 
dezza ignota,  nel  calcolare  l’ equazione  generale  proposta. 

197.  Scrivo  1’  equazione  come  segue , x = ab(i  Tro- 

vato il  numero  corrispondente  a log.  nulla  costa  l’aggiungervi 
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l’unità,  ed  è facile  il  prender  subito  nella  tavola  il  log.^i 
al  quale  aggiungendo  log.  ab  ,0110  si  ha  già  pronto  nel  calcolo  di 
log.  ^4 , la  somma  è log. a:. 

198.  La  seconda  maniera,  clic  son  per  proporre  , è parimente 
generale , ma  ha  l’avvantaggio  particolare,  clic  dispensa  dal  fare  uso 
della  tavola  de’ logaritmi  de’  numeri,  se  tutte  le  quantità  contenute 
nell’  equazione  sono  linee  trigonometriche  ; poiché  porge  il  modo 
di  calcolarla  con  le  sole  tavole  trigonometriche  in  logaritmi.  Prendo 

nell’  equazione  ridotta  ( 197)  il  binomio  1 -+-  4 , e lo  paragono  col 
secondo  membro  dell’  equazione  = 1 ■+■  tang.aA,  (I.  19*). 
Se  dunque  suppongo  ==  tang.’A  , (nulla  osta  ad  una  tale 
supposizione  , poiché  una  tangente  può  avere  (34,  40  tutti  1 va- 
lori immaginabili)  avrò  1 ~ per  conseguenza  x = 

L’equazione  tang.’A  = £ mi  dà  tang.A  = y/ 4b  : de- 
terminato per  mezzo  di  questa  l’arco  A,  prendo  nella  tavola,  a 
lato  di  log.  tang.A, il  log.  cos.A  , e lo  impiego  nell’  altra  equazione, 
x = Spezzando  in  due  l’equazione  data,  si  potrà  dunque 

fame  il  calcolo  per  logaritmi  con  molto  maggiore  facilità , di  quel 
che  coi  metodi  suggeriti  fin’ ora  da  la  Cail/e , ed  altri  Autori  che 
impiegano  in  simil  caso  la  formola  (li.  181). 

Invece  dell’equazione  (I.  19*),  si  può  prendere  a piacimento 
anche  questa  — 1 -+-  cot-’A,  (I.  4*);  e facendo  cot.A  = 

/ cd  » t ah 

\/  — r , si  avrà  x ==  — -r. 

V ab  1 sen.’A 

199, *Diamo  un  esempio  di  questa  sorte  di  trasformazioni.  Dati  i 
logaritmi  de’  seni  e de’ coseni  (e  per  conseguenza  (189)  delle  tang.) 
degli  archi  di  i°  e di  20,  si  cerchi  il  log.  sen.  3°  per  mezzo  della  for- 
mola(II.  i*),che  dà  sen.3°=  sen.a®  cos.10  -4-  cos.20  sen.i°.  Com- 
p arando  questa  equazione  alla  generale  (1^5),  si  ha  sen. 3°  = x , 

sen.a° 
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sen.2®  cos.  i°  = ab,  sen.i®  cos.2®  = cd.  Dunque  (i97),sen.3®= 
sen.2®  cos.i®  (i  -4-  prr— f.ì  = sen.2®  cos.i®  (i  -+-  —O, 

\ sema*  cos.  i"/  \ tang.  a*/  ’ 

( I.  3i*).  Per  conseguenza  facendo,  come  (198),  tang.  A = 
, sarà  sen.3®  = ~"tÒ,  ‘A  ~‘  Calcoliamo  per  logariuni  le 
due  ultime  equazioni. 


log.  tang.  i®  = 8,2419215 
(I.  32"),  log.cot.20  = 1,4569162 
Somma  9,6988377 
Metà  ( 167),  o sia  tang. A = 9,8494188 


Questo  è nelle  tavole  il  log.  tang.  35°  i5(  Dovrei  sottrarre 
jdue  volte  il  logaritmo  del  coseno  di  quest’  angolo  dalla  somma  di 
log  sen.20  e di  log.  cos.  i°.  Risparmio  le  sottrazioni  , scrivendo 
due  volte  , in  vece  del  log.  cos. 35°  i5'  37",  il  suo  complemento 
aritmetico , ed  ho  sempre  una  somma  sola  da  fare  , come  segue. 

log.  cos.  1°  = 9,9999338 

log.  sen.20  = 8,5428  1 92  , 

compl.log.  cos. 35°  1 5 ' 37"  =0,0880236 

o, 0880236 

Somma  , o sia  log.  sen.3°  = 8, 7188002 
Tale  è in  fatti  nelle  tavole. 

200.  Giova  avvertire  che  in  questa  sorte  di  calcoli  non  è neces- 
sario cercare  e conoscere  l’angolo  A.  Per  esempio,  in  questo  caso, 
dal  log.  della  tangente  di  esso  angolo  si  può  passare  immediata- 
mente a quello  del  suo  coseno,  del  qual  solamente  si  ha  bisogno. 
In  fatti , si  prenda  la  differenza  da  log.  tang.  A , che  nel  nostro  esem- 
pio è 9,8494188,  al  logaritmo  più  prossimo  nelle  tavole.  Questo 
è,  in  quelle  di  Gardiner,  9,8494323  = log.  tang.35®  i5'  40"  ; 
e la  sua  differenza  a log.  tang.  A è 0,00001 35.  Prendasi  pure  in 
dette  tavole  la  differenza  447 , ovvero  0,0000447  » ha  i due  loga- 
ritmi più  prossimi , in  più  e in  meno , a log.  tang.  A.  Prendendo  per 
fine  la  differenza  149  fra  i due  logaritmi  corrisnondenti  de’  coseni , 

N 
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si  faccia  la  proporzione  447  • *35  1*  149  ' x > e il  valore  di  x 
sari  quello  che  deve  aggiungersi  in  questo  caso  alog.cos.350  i5'4o" 
che  trovasi  nella  tavola , per  avere  il  logaritmo  cercato  di  cos. A. 

201.  Se  l’equazione  da  calcolare  avesse  la  forma  seguente  x = 
ab  — cd  ; facendo  x = cd  — 1 ^ , il  primo  modo  indicato 
(197)  potri  applicarsi  con  uguale  facilità,  sottraendo  l’unità  in 
vece  di  aggiungerla. 

202.  Quanto  all’altro  modo,  si  compari  il  binomio  ^ — 1 al 

secondo  membro  dell’  equazione  (I.  33*),  tang.’A  s=  — 1. 
Procedendo  come  si  fece  (198) , si  avrà  cos.  A = ^ , e x = 

cd  tang.’A. 

203.  Se  1 , si  rifletta  che  non  può  essere  < 1 , 

perchè  il  quadrato  tang.’A  non  può  essere  negativo  : dunque  la 
comparazione  assunta  non  regge  più.  In  tal  caso  si  scriva  x = 
— cd  1 — Ti)-  Prendendo  l’equazione  (I.  3*)  ,sen.’A  = 1 — 
cos.’A,  si  faccia  cos. A ==  e si  avrà  x = — cd  sen.’A. 

Si  può  prendere  indifferentemente  l’ equazione  (1. 18*) , cos.’A  = 
1 — sen.’A;  e facendo  sen.A  = y/^,  si  avrà  a: = — ede os.’A. 

204.  Sia  ora  l’equazione  generale  = ab  dr  cd  ± ef  (In  questa 
e nelle  seguenti  equazioni  generali , il  segno  doppio  non  cade  sotto 
la  regola  data  (1 1) , ma  abbraccia  tuttiicasi).  Faccio  ab  zt  cd  = x, 
cerco  log.a:  nei  modi  additati  (197  a 2o3),  indi  coi  modi  stessi 
risolvo  per  logaritmi  l’ equazione  y — x rtr  ef 

In  questa  maniera,  prendendo  un  binomio  alla  volta,  si  potrà 
calcolare  ogni  polinomio  per  logaritmi. 

2o5.  Sia  perfine  l’ equazione  generale  z = ^ ^ ^ ^ . 

Con  le  regole  date  finora , si  riduca  il  numeratore  ad  un  solo  lo- 
garitmo. Si  faccia  separatamente  lo  stesso  per  il  denominatore. 
E l’equazione  sarà  calcolata  per  logaritmi. 
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Se  il  secondo  membro  , o parte  di  esso  , fosse  coperto  da  segni 

± cd  ± rf  ± Stc.) 

radicali,  onde  si  avesse , per  esempio , z = 

r r ^(/fi±CC)±£F±&c.i 

si  rifletterà  che  log.  ”^{ab  ri r cd  rir  ef  ri:  &c.  ) = -Mog.  (aùrt 
cd  ± ef  ± &c.)  e che  similmente  log. ^ {AB  ± CD)  =s 
log.  {AB  dh  CD).  Con  tale  trasformazione  il  vincolo  radicale 

sparisce , nè  resta  più  che  a seguire  le  regole  date  per  trovare  il  lo- 
garitmo di  un  binomio,  o di  un  polinomio , salva  la  divisione , ove 
spetta , per  l’esponente  del  radicale. 

Ma  perchè  il  radicale  quadratico  è quello  che  occorre  più  fre- 
quentemente, daremo  qui  pronte  le  forinole  particolari,  di  ari  ci 
prevarremo  con  molta  utilità.  . • 

20 6.  Sia  dunque  x = \/{p * -4-  (f)\  sarà  (14),  x = p X 
✓(1  -+-  -p).  Comparando  l’ultimo  radicale  con  \/{\  tang.’A)  , 

(I.  19’) , sarà  tang.  A = f,'er  = ^-^.Dalla  semplicità  di  queste 
equazioni  si  vede , che  la  proposta  è una  di  quelle  a cui  questa  spe- 
cie di  trasformazioni  è più  favorevole. 

Lo  stesso  darebbe  la  regola  generale  (2o5).  Allora  log.  a:  = 

slog.  (/>’-+-?*)  = 3 log./;*  (1  -4--£)  =log.p-t-  3 log.(i  -4-£). 
Quindi  (198) , ~ = tang.’A , o sia  = tang.A.Similmente  1 -4- 
7 = (nZl)1-  Dunque  1 log.(i  -+- = log.  E per  conse- 
guenza log.*  = log.p  -4-  log.  ^ , o vero  x = ^. 

Comparando  y/ (1  -4-  con  y/(i  •+■  cot.’A),  (I.  4*),  si 
ha  pure  cot.A  = — . e x = -dL., 

•T  p 1 sen.A  . 

207.  Se  l’equazione  fosse  di  questa  formà  x — \Z{p*  rst*) , 
mettendo  rst1  in  lnogo  di  q'  nell’  equazione  precedente  x = 

\/{p'  -4-  <7’),  si  avrebbe  tang.A  =^-j'\Zrst  ei  = o vero 

X“UA  = 7 » e * 

\ Nij 
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208.  Sia  ora  a:  = \Z(p*  — q’).  Questo  caso  è comodo  all’uso 

de’  logaritmi  , poiché  allora  x = \/{p  — cf)  (p  -4-  q).  Ma  se 
P o (j , o anche  entrambi  sono  lince  trigonometriche  (196),  o se 
siano  dati  i logaritmi  di  p e q , e non  il  loro  valore  in  numeri 
naturali , in  tali  casi  giova  il  ricorrere  ad  una  delle  forinole  (1. 3*,  18*); 
e facendo  x = p y/ (1  — , si  avrà  -p  = cos.A,  ex  — 

p sen.Ajo  vero  ^ = sen.A , e x = p cos.A. 

209.  In  fine  ogni  espressione  , che  sia  comparabile  a qualche 
forinola  trigonometrica  , potrà  risolversi  e calcolarsi  per  mezzo 

delle  tavole  trigonometriche.  Sia,  per  esempio,  x = m 

b 

1 + “ ( 

Faccio  (9), x — m X j *,  e comparando  questa  frazione  col 

1 <»  c 

secondo  membro  della  formola  (J[I.  8*^) , ho  — = tang.  B,ei  = 
m tang.  (45°  -4-  B). 

Eccoci  alfine  in  grado  d’intendere,  e di  eseguire  la  risoluzione 
de’  triangoli  in  tutti  i casi. 


CAPITOLO  Vili. 

Risoluzione  de  triangoli  rettilinei  rettangoli : 

fjg-,  210. Poiché  GD  è la  tangente  (7)  dell’arco  BD  descritto  dar 
raggio' CD, sarà,  procedendo  come  si  fece  (46,  47)» 

CD  I DG  URI  tang. C II  R I col. CGD, 
giacché  si  sa  che  gli  angoli  obliqui  sono  complemento  un  dell’altro 
in  un  triangolo  rettangolo.  Dunque  in  ogni  triangolo  rettangolo  un 
lato  sta  all’  altro,  come  il  raggio  alla  tangente  dell’  angolo  opposto 
a questo  secondo  lato , o vero  come  il  raggio  sta  alla  cotangcntg 
dell’angolo  adjacente  al  lato  medesimo . 
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211.  Si  è poi  veduto  (46)  che  in  ogni  triangolo  rettangolo 
V ipotenusa  sta  al  raggio , come  un  lato  sta  al  seno  dell’  angolo 
opposto,  o vero  come  un  lato  sta  al  coseno  deir  angolo  adjacentc. 

212.  Si  sa  inoltre,  che  in  ogni  triangolo  rettangolo  il  quadrato 
dell' ipotenusa  è uguale  alla  somma  de’ quadrati  de’ due  lati,  o 
vero  il  quadrato  di  un  de'  lati  è eguale  alla  differenza  de’  quadrati 
dell’ ipotenusa , e dell’ altro  lato.  Queste  due  equazioni  date  dalla 
Geometria  si  risolvono  pure  trigonometricamente  ne’ modi  additali 
(206 , 208). 

21 3.  Con  le  regole  contenute  nei  tre  articoli  precedenti,  basta 
conoscer  due  cose  , oltre  l’angolo  retto , in  un  triangolo  rettangolo , 
perchè  si  possa  trovare  il  valore  di  ciascuna  delle  altre  parti  del 
triangolo.  Solo  si  eccettui  il  caso , ove  le  cose  note  sieno  i due 
angoli , poiché  allora  il  problema  è indeterminato  ; essendo  evidente 
che  possono  darsi  infiniti  triangoli  simili,  quali  sono , per  esempio, 
ABC  , GCD  ; per  il  che  dalla  cognizione  degli  angoli  è impossibile 
di  conchiuderc  la  misura  assoluta  di  alcuno  de’  lati,  ma  solamente 
si  può  dedurre  la  proporzione  che  regna  fra  i lati  stessi  (47). 

Chiamando  A l’ angolo  retto,  B e C gli  altri  due,  abbiamo  raccolto» 
nella  tavola  seguente  tutte  le  soluzioni  somministrate  dalle  regole 
(210,  211 ,212).  Volendo  verificarla,  può  prendersi  per  confronto 
il  triangolo  ABC  nella  fig.  1. 

Si  osserverà  che  nel  caso  dell’  ultima  forinola  di  questa  tavola 
giova  spesso  calcolar  BC  nel  modo  additato  (206) , il  qual  si  riduce 
a cercar  prima  B , o C per  la  1 7’,  indi  BC  per  la  2*,  o la  4%  o la  6%> 
o la  8*. 

Se  nelle  forinole  i3*  e 1 5* , il  seno  o il  coseno  fossero  grandi 
(193),  sicché  non  potessero  aversi  gli  angoli  dalle  tavole  con  la 
desiderata  esattezza  , si  avrà  ricorso  alle  formole  (217).  Vedremo 
poi  (223)  che  questo  difetto  delle  tavole  non  induce  verun  pregiu- 
dizio ed  incertezza  nel  calcolo  delle  equazioni,  dove  i seni  e coseni 
grandi  sono  nel  secondo  membro , cioè  fra  le  quantità  note. 
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Tavola  per  la  risoluzione  di  un  triangolo  rettilineo 
ABC  rettangolo  in  A. 


DATI. 

AB,  B 

AB,  C 

AC,  B 

AC.C 
BC,  B 
BC,  C 

AB,  BC 

AC, BC 
AB,  AC 


1 


QUESITI. 

FORMOLE. 

AC 

AC 

= 

AB  X tang.B 

B C 

a* 

BC 

— 

AB 
cos.  B 

AC 

3* 

AC 

= 

AB  X cot.C 

BC 

4‘ 

BC 

— 

AB 

ZZZ 

AB 

5* 

AB 

= 

AC  X 

cot.B 

BC 

6* 

BC 

= 

AC 

len.B 

AB 

7* 

AB 

= 

AC  X 

tang.C 

BC 

8* 

BC 

= 

AC 

cos.C 

AB 

9* 

AB 

= 

BC  X 

cos.B 

AC 

io* 

AC 

= 

BC  X 

sen.B 

AB 

li* 

AB 

— 

BC  X 

sen.C 

AC 

la* 

AC 

= 

BC  X 

cos.C 

B , C 

i3* 

cos. 

B = 

AB  

BC  

sen.C 

AC 

AC 

= 

V/(BC 

— AB)  (BC  -+*  AB) 

B , C. ... 

1 5* 

sen. 

B = 

AC  

u c — 

cos.C 

AB 

16* 

AB 

— 

V/(BC 

— AC)  (BC  -4-  AC) 

B ,C.... 

‘7* 

tang.B  = 

AC 

Al  = 

cot.C 

BC 

A 8* 

BC 

= 

AB  v/(.  i£) 
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Avverto  che,  per  formar  colla  mente,  al  bisogno , tutte  le  for- 
inole della  tavola  precedente,  basta  avere  osservato  , che  tre  sole 
dipendono  dal  teorema  (212);  e che  tutte  le  altre  consistono  sui 
fondamenti  seguenti.  Presa  l’ipotenusa  per  raggio,  ogni  angolo  ha 
per  seno  il  lato  opposto , per  coseno  il  lato  adjacente.  Preso  un 
lato  per  raggio , 1’  altro  lato  è la  tangente  dell’  angolo  opposto , la 
cotangente  dell’  angolo  adjacente;  allora  l’ ipotenusa  è la  secante 
del  primo  angolo  , la  cosecante  del  secondo. 

214.  Esempj  della  risoluzione  d’ un  triangolo  rettilineo  rettan- 
golo. Sia  PO  una  distanza  di  pertiche  752 , PC  di  439 , e sia  noto 
che  queste  due  direzioni  formano  in  P angolo  retto.  Si  dimanda 
quanta  sia  la  distanza  OC.  I dati  sono  i due  lati,  il  quesito  l' ipo- 
tenusa. Il  caso  però  è quello  della  forinola  i8‘.  Eccone  il  calcolo  , 
ponendo  PO  in  luogo  di  AB,  PC  in  luogo  di  AC,  e OC  in  luogo 
di  BC. 

log.PC  ss  2,642465 
compì.  log.PO  = 7,123782 

loS-  Jo  = 9*7^6247 
il  doppio,  o sia  log. = 9,532494 
Il  numero  più  prossimo  corrispondente  a questo  log.  è 0,3408 

Dunque  log.^i  -+-  = log.  1, 3408  = o,  1 27364 

metà,  osialog.y/(i  = o,o6368a 

Si  aggiunga  log.  P O = 2,876218 

Si  ha  log.OC  = 2,939900 

Il  numero  più  prossimo,  il  qual  corrisponde  a questo  logaritmo,  è 
870,76.  Dunque  la  distanza  OC  è di  pertiche  870  Questa  è la 
soluzione  geometrica , per  la  quale  ho  presentato  la  fòrmola  nella 
tavola  nel  modo  più  comodo  al  calcolo. 

Or  si  faccia  vedere  la  soluzione  trigonometrica.  Adoperando 

la  17*  forinola  , ho  ^ = tang.COP.  Ora  il  log.  ^ trovato  di  sopra 
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corrisponde  alla  tang.3o°  16'  3i  " , 4 - A lato  di  questa  prendo  tosto 
nelle  tavole  il  log.  sen.  3o°i6'3i  " ,4  ; e impiegando  il  suo  com- 
plemento a tenor  della  forinola  6*  ho 

compì,  log.  sen.  3o°  1 6'  3i",  4 — 0,297435 
Aggiungo  log. PC  = 2,642465 

Ed  ho  giustamente,  come  nell’  altro  modo,  log.OC  = 2,939900 

21 5.  Sia  DK  l’altezza  di  una  torre  , di  un  campanile  , 8cc.  la 
qual  si  voglia  sapere  per  mezzo  della  trigonometria.  Si  misuri  con 
la  pertica  la  distanza  orizzontale  DC  dal  piede  della  torre  fino  ad 
un  punto  arbitrario  C,  dal  quale  si  possa  prender  con  esattezza, 
mediante  gl’  istromenti  convenevoli  (194  e seguenti)  la  misura 
dell’  angolo  DCK.  Pongasi  aver  trovato  DC  = 23  ; pertiche  , e 
DCK  = 5o°  3',  si  avrà  per  la  forinola  i’ (21 3),  DK  = 23;  X 
tang.5o°  3'. 

Oralog.23,25  = 1,366423 
log.tang.5o°  3'  = 0,076956 
Somma , o sia  log. DK  = 1,443379  = log. 27,  7574 
Dunque  l'altezza  della  torre  in  tal  caso  sarebbe  di  pertiche  27  ^ 
circa. 

Questo  risultato  non  sodifa  l’ occhio  nella  figura , dove  DK  è 
quasi  al  doppio  più  grande  di  CD  ; ma  conviene  avvezzarsi  a far 
uso  delle  figure , per  semplice  guida  del  calcolo , come  cadono  dalla 
penna.  Il  seguente  esempio  potrà  servir  di  norma  per  descrivere  le 
figure  a tenor  de’  casi. 

216.  L’industria  de’ naviganti  ha  trovato  il  modo  di  misurare 
la  strada  che  fa  un  vascello.  SanHO  inoltre  per  mezzo  della  bussola 
la  direzione  del  viaggio , o sia  l’ angolo  formato  dalla  linea , su 
cui  cammina  il  vascello  , con  la  linea  meridiana.  Suppongo  che, 
fatte  cinquanta  miglia  col  medesimo  vento  in  un  angolo  di 
35°  ì nord-est , si  dimandi  la  posizione  del  bastimento  , o sia  quanto 
viaggio  abbia  fatto  verso  tramontana , e quanto  verso  levante. 
Comincio  dal  mettere  in  carta  una  linea  qualunque  NS , che  chiamo 

la 
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la  meridiana  , segnando  N l’estremità  , che  intendo  essere  verso  il  Fig.4. 
nord,  e S quella  verso  il  sud.  Da  un  punto, [ad  arbitrio,  di  questa 
linea  , il  qual  chiamo  B , e da  cui  suppongo  che  il  vascello  sia 
partito,  conduco  una  linea  qualunque  BC,  con  la  quale  mi  piace 
di  denotare  le  miglia  5o  fatte  dal  vascello.  Conduco  questa  linea  a 
destra  di  NS , perchè  il  viaggio  è verso  levante , e la  conduco  verso  N 
piuttosto  che  verso  S , perchè  il  viaggio  è ancora  verso  tramontana. 
L’àngolo  CBN  rappresenta  quello  di  35°  j nord-est  additato  dalla 
bussola.  Quindi  dall’  estremità  C tiro  una  linea  CA,  che  suppongo 
perpendicolare  a NS,  ed  ho  un  triangolo  BAC  riputato  rettangolo 
in  A,  nel  quale  supponendo  BC  = 5o  miglia,  e CBA  = 35°  ì , 
ini  fa  d’uopo  rilevare  la  lunghezza  di  AB,  che  è il  viaggio  fatto  verso' 
tramontana  , e la  lunghezza  di  AC , che  è quello  verso  levante. 
Avendo  segnato  i tre  angoli  del  triangolo  , che  ho  da  risolvere , con 
le  stesse  lettere  A,  B,  C , di  cui  si  è fatto  uso  nella  tavola  gene- 
rale (2i3),  ho  pronte , senza  studio , e senza  timore  di  equivoco  , 
le  formole  che  mi  bisognano.  I dati  essendo  BC , B ; i quesiti  AB , 

AC, ho  per  la  9*,  AB  = 5o  cos.35°  3o',  e perla  io',  AC  = 

5o  sen.35°  3o'.  Calcolando  si  troverà  AB  = 40  miglia  circa , e 
AC  = 29  miglia  ^ circa. 

217.  Per  trovare  la  grandezza  di  un  angolo  esattamente , quando 
nelle  formole  1 3*  e 1 5*  ( 2 1 3 ) il  seno , o il  coseno  saranno  grandi , 
gioveranno  le  quattro  equazioni  seguenti,  dell’uso  delle  quali  da- 
remo un  esempio  (223). 

Riducendo  in  proporzione  la  21  forinola  ( 2 1 3 ) , si  ha  BC  I AB 
l 1 : cos.B.  Dunque  (io),  BC  ; BC  — AB  : : 1 ; i — cos.B 
::  1 : (I.  7*)2sen.^B  = 5£z^. 

La  prima  proporzione  dà  pure  , BC  -f-  AB  ; BC  — AB  ; ; n- 
cos.b  : 1- cos.B  ::  (9)  1 ::  i :(i.  42*)tang.*iB= 

BC  — AB 

-+-  AB* 

Operando  nel  modo  stesso  sulla  formola  8‘,  o vero  pennu- 

O 
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tando  nelle  due  equazioni  precedenti  B in  C , e C in  B , si  avrà 

, n /bc  — ac  . , n /BC  — AC 

scn.i  C — y/  aBC  , e tang.  ; C — y/ BC^_AC» 


218.  Succede  talvolta , che  in  vece  di  conoscere  il  valore  asso- 
luto di  due  parti  d’un  triangolo  rettangolo,  come  è necessario  per 
risolverlo  con  le  forinole  (2i3) , si  conosce  solamente  una  parte  , 
e la  somma  o la  differenza  di  due  altre.  Abbiamo  però  stimato 
cosa  utile  offrire  le  soluzioni  semienti. 

O 

Moltiplicando  la  seconda  equazione  (21 7)  con  la  14'  (2i3),si 
ha  tang.5  )B  X AC1  = (BC — AB)3,  e però 

, AC  : BC  — AB  : : 1 : tang.  1 B. 

Se  in  vece  di  moltiplicar  si  divide,  si  troverà 

AC  : BC  -4-  AB  ::  tang.  iB  : 1. 

Con  queste  due  analogie  si  risolverà  il  triangolo , qualora  siano 
dati  un  angolo  ,e  la  differenza  o la  somma  dell’ ipotenusa  e di  un 
lato. 

219.  La  formola  i*(ai3)  dà  AB  ; AC  1 ! tang.B. 
Dunque  AB  -t-  AC  ; AB  — AC  ; * 1 -+-  tang.B  1 — tang.B 

: : 1 : e per  conseguenza  (II.  8’)' 

AB  + AC  : AB  — AC  : : 1 : tang.(45°  — B). 

Con  questa  analogia  si  risolverà  il  triangolo , qualora  siano  dati  un 
angolo  , eia  differenza  o la  somma  dei  due  lati. 

220.  La  proporzione  AB  ; AC  ; \ 1 ' tang.B,  dà  pure  AB  l 
AB  ± AC  .*  * 1 ; 1 ± tang.B.  Ma  (213,9"),  AB  = BC  cos.B. 
Dunque  BC  ; AB  ± AC  ; * i ",  cos.B(i  dr  tang.B)  ; ; 1 ; cos.B  ± 
sen.B  ; e per  conseguenza  (II.  7*) 

BC  ; AB  dr  AC  \ 1 sen.(45°  dr  B)  \Zo.. 

Con  questa  analogia  si  risolverà  il  triangolo  , qualora  siano  dall 
l’ipotenusa  , e la  somma  o la  differenza  dei  due  lati. 

- Nel  caso  della  somma , le  tavole  non  daranno  con  esattezza 
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1’  arco  (45°  H-  B),  quando  B sia  di  poco  minore  di  45°.  A ciò  si 
può  rimediare  trasformando  sen.  (45°  -4-  B)  in  sen.(45°  — B), 
giacché  (28),  sen.  (45°  — B ) = y/ 1 — cos.’(45°  — B)  = 
v/~  — scn.’(  45°  -4-  B)  ; e però  , sostituendo  qui  il  valore  di 
sen.(45°  -4-  B)  tirato  dall’ultima  analogia,  sen.  (4  5°  — B)  = 

t/0  - ^g)=v/C,c,~^"ACT>  s°  h 

— Ba^cA.r)  differisce  di  poco  dall'  unità , convicn  calcolare  per  nu- 
meri naturali,  e non  per  logaritmi,  la  quantità  2BO — (AB  -+-  AC)% 
se  si  vuole  ottenerla  con  esattezza.  Quindi  poi  si  potrà  cercale  il 
suo  logaritmo  , sottrarne  quello  di  2 BCJ , la  metà  del  residuo  sarà 
il  log.  sen. (45° — B),  e quest’  angolo  si  avrà  sempre  con  preci- 
sione dalle  tavole. 

221.  Si  considerino  ancora  due  casi , che  danno  tre  teoremi 
utili.  Sia  divisa  primieramente  V ipotenusa  in  due  segmenti  da  una 
perpendicolare  , come  AD,  calata  dall’angolo  retto;  sarà 

i°.  Il  segmento  maggiore  al  segmento  minore,  come  il  raggio  al 
quadrato  della  tangente  dell’ angolo  minore. 

20.  L’ ipotenusa  alla  differenza  de’  segmenti,  come  il  raggio  al 
seno  della  differenza  degli  angoli. 

In  fatti  (210),  AD  = BD  X tang.B  = CD  X tang.C.  Ma 
tang.C  = cot.B  = j^-g.  Dunque  BD  X tang.’B  = CD,  e però 
se  ne  cava  i°. 

BD  : CD  ::  I : tang.’B. 

Egli  è poi  evidente  che  B deve  essere  1’  angolo  minore  <,  posto 
BD  >CD,  poiché  la  proporzione  esige  che  sia  pure  1 > tang.B, 
cioè  B ■<  45°,  (17). 

La  proporzione  ritrovata  si  trasforma , come  segue.  BD  -4- 
CD  : BD  — CD  : : 1 -4-  tang.’  B : 1 — - tang.  * B : : I : 

; ; i : c0S.2b,  <i.  ^ MaBD  -+-  cd  =bc, 

C cos.2  B = sen.(C  — B),  poiché  C = 90°  — B.  Dunque  2°. 
BC  : BD  — CD  : : i : sen.(C  — B). 

O ij 
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Fig.  5.  222.  In  vece  della  perpendicolare  AD , si  consideri  una  lìnea , 

coinè  AE,  la  qual  cada  obliquamente  sopra  V ipotcnusa  dividendo 
in  due  parti  uguali  l’ angolo  retto  /sarà  in  tal  caso 

Il  segmento  maggior  dell’  ipotenusa  al  segmento  minore,  come 
il  raggio  alla  tangente  dell’  angolo  mìnoie. 

Di  fatti  (49),  AE  = Ma  BAE  = CAE 

per  costruzione , e sen.C  = cos.B.  Dunque  BE  X sen.B  = 
CE  X cos.B,  e per  conseguenza 

BE  ; CE  * * ì * tang.B 

223.  Finita  la  costruzione  delle  forinole , che  ci  eravamo  pre- 
fisse , daremo  un  esempio  per  farne  vedere  1’  uso  e 1'  utilità. 

Guardando  l’orizzonte  del  mare  da  un  punto  elevato  sopra  la 
superficie  delle  acque,  si  dimanda  l’ inclinazione  del  raggio  vi- 
suale. 

Fig.  6.  Sia  BT  = 40  piedi , e sia  la  tangente  BA  il  raggio  visuale  d’ un 
Osservatore , che  dal  punto  B guarda  l’ orizzonte  del  mare.  Si  cerca 
l’angolo  ABO,  che  è l’inclinazióne  dell’orizzonte  apparente  AB 
sull’orizzonte  vero  OR  dell’Osservatore. 

Poiché  BAC  = 90°=CBO,sarà  l’angolo  che  si  cerca  ABO  =s 
ACB.  Per  trovar  la  grandezza  di  quest’angolo  , si  ha  (218,  16*), 

cos.C  = Dagli  Astronomi  è stata  determinata  la  lunghezza 
del  semidiametro  AC  o TC  della  Terra,  ed  il  suo  valor  medio 
è all’incirca  di  19630000  predi  di  Parigi , in  numero  rotondo. 
Aggiungendo'  40,  si  ha  dunque  il  valor  di  BC,  e però 

log.AC  = log.  19630000  = 7,2929203 
compì,  log.  BC  = compì,  log.  19630040  = 2,7070788 

log.cos.C  — 9,9999991 

Questo  logaritmo  corrisponde  nelle  tavole  al  coseno  di  un  angolo 
fra  6'  45”  e 7'  i5".  Si  avrebbe  dunque  il  valore  dell’  angolo  cer- 
cato con  3o'r  d’incertezza  (193).  Volendolo  esatto,  si  ricorra  in 
vece  alla  formola  (217),  la  qual  trasforma  il  coseno  grande  in  un 
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seno  piccolissimo,  edè;sen.  ; C = \Z~  • Eccone  il  cal- 

colo. 

log.j  (BC  — AC)  = log. j BT  = log. 20  = i,3oio3oo 
compl.log.BC  = compì,  log.  19630040  = 2,7070788 

Dunque  log.  RCa~cA-C'  = 4,0081088 
la  cui  metà  (167),  o sia  log.  sen.  ì C = 7,0040644 
Questo  logaritmo  corrisponde  nelle  tavole  al  sen.3'  28",  2;  e 
peròsi  ha  con  gran  precisione  C = 6'  56",  4. 

Or  si  noti , che  l’imperfezione  dilog.cos.C  per  dare  il  giusto 
valore  di  C nella  prima  formola  qui  impiegata  , non  influirebbe 
punto , qualora  l’angolo  C fosse  cognito,  c dati , per  esempio  , BC 
e C,  si  cercasse  AC  con  la  formola  (2i3,  12*),  AC  = BC  X 
cos.C.  E cosa  chiara , che  se  a log.BC  preso  qui  sopra  si  aggiunge 
log.cos.  6'  56",  qual  lo  danno  le  tavole  , e qual  fu  trovato  da  noi 
calcolandola  formola  cos.C  = ^,  deve  risultar  necessariamente 
il  medesimo  logaritmo  di  AC,  che  abbiamo  impiegato  nella  for- 
mola stessa. 

Si  conchiuda  però  che  quanto  sono  poco  atti  i seni  e coseni 
molto  grandi  a dare  il  valore  di  un  angolo  con  esattezza  per  mezzo 
delle  tavole  ordinarie  ; tanto  sono  favorevoli,  quando  l’angolo  è 
dato  , per  trovare  con  precisione  qualunque  altra  quantità  di 
un’equazione  ; poiché  se  mai  vi  fosse  un  qualche  piccolo  errore 
nell’angolo  dato  , ciò  non  altererebbe  il  valore  del  suo  seno  , 
o coseno , e per  conseguenza  non  nuocerebbe  al  valore  della  cosa 
cercata. 

Se  in  vece  dell’angolo  d’inclinazione  si  avesse  curiosità  di  co- 
noscere la  distanza  BA,  si  avrebbe  (21 3,  1 6'),  AB  ==  v/40  X 
39260040.  Calcolando  per  logaritmi  si  troverà  speditamente  , che 
l’ occhio  elevato  a 40  piedi  di  altezza  può  veder  la  superfìcie  del 
mare  fino  ad  una  distanza  di  39628  piedi,  il  che  è quasi  sette 
miglia.. 
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CAPITOLO  IX. 


r;3. 


Risoluzione  de  triangoli  rettilinei  obliquangoli. 

224.  Djti  due  angoli , e per  conseguenza  il  terzo,  e conoscendo 
anche  un  Iato  , trovare  uno  degli  altri  due  lati. 

Si  chiamino  le  cose  note  A,  15,  C,  AC;  se  la  cercata  è BC, 
sarà  per  la  regola  (49) 


BC  = 


AC  X scn.A 
ìcnTiì  ' 


Ne  abbiamo  dato  un  esempio  (5o). 

Se  la  cosa  cercata  è AB  , sarà  per  la  regola  stessa 


AB  == 


AC  X scn.C 

7^aì  * 


225.  Dati  due  Iati,  e l' angolo  opposto  a lino  d’essi , trovar 
l’angolo  opposto  all’altro  lato  dato , e per  conseguenza  anche 
l’angolo  intercetto  ; giacché  quando  coi  medesimi  dati  questo  è 
l’angolo  richiesto,  la  via  più  spedila  per  determinarlo  si  è di  cercare 
l’altro  angolo  hrnoto. 

O D 

Si  chiamino  le  cose  note  AC , BC , B ; sarà  A la  cercata , e 
si  avrà 

BC  X sen.B 


scn.  A = 


AC 


Se  l’ angolo  cercato  è opposto  al  minore  de’  lati  dati,  l’ angolo 
stesso  è sempre  acuto.  In  fatti,  essendo  per  la  Geometria  l’angolo 
maggiore  sempre  opposto  al  lato  maggiore,  bisogna  che,  se  BC  < 
AC  , sia  pure  A < B.  Ora  un  triangolo  rettilineo  non  può  avere 
due  angoli  ottusi. 

Se  l’ angolo  cercato  ò opposto  al  maggiore  de’  lati  dati,  la  specie 
Hg.  8.  dell’angolo  stesso  e dubbia,  (35).  In  fatti  sia  BC  > AC;  e si  tiri 
CD  = AC  : si  avrà  A = ADC,  e sen.A  = (19)  sen.CDB  = 

^ — . Dunque  per  sapere  se  I angolo  cercato  sia 

acuto,  come  A,  o vero  ottuso , come  CDB,  non  basta  conoscere 
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la  grandezza  di  B,  di  BC,  e di  AC  = CD,  ma  è necessario  di 
sapere  ancora , se  il  più  piccolo  lato  dato  sia  nella  posizione  di  AC, 
o pure  in  quella  di  CD.  D’  ordinario  questa  cognizione  è sommi- 
nistrata dalle  circostanze  locali.  Senza  di  essa  è impossibile  inoltre 
conoscere,  quale  si  debba  adottare  dei  due  valori  ACB,  BCD  per 
il  terzo  angolo,  e AB,  BD  per  il  terzo  lato. 

226.  Dati  due  lati,  e l' angolo  opposto  a uno  d’essi,  trovare  il 
terzo  lato. 

Si  chiamino  le  cose  note  AC,  BC,  e B ; sarà  AB  la  cercata.  Si  j-|V  a 
cali  sopra  essa,  prolungata  se  occorre  , la  perpendicolare  CD.  Sarà  e 3. 

(211) ,  BD  = BC  X cos.B,  e CD  = BC  X sen.B.  Quindi 

(212) ,  AD  = \/(AC3  — CD3)  = y/( AC3  — BC3  sen.3B). 

Ora  AB  = BD  dr  AD.  Dunque 

AB  = BC  X cos.B  ± \/(AC3  — BC3  sen.3  B). 

Si  vede  dalle  figure,  che  il  radicale  negativo  ha  luogo  quando 
A è ottuso.  Dunque,  per  trovare  il  valore  di  AB,  è necessario  di 
saper  prima  la  specie  dell’  angolo  opposto  al  maggiore  de’  lati  dati,' 
come  nel  problema  precedente.  Se  l’angolo  dato  B è ottuso  , il 
radicale  è positivo  : ma  si  avverta  che  BC  X cos.B  diventa  nega-, 
livo,  (36). 

Ho  dato  la  soluzione  diretta  del  problema , e così  farò  anche  dei 
seguenti , perchè  questa  specie  di  espressioni  è utile  e necessaria 
nelle  operazioni  analitiche  : però  la  via  più  spedita  e più  comoda 
in  questo  caso  per  il  calcolo  numerico  è quella  di  cercar  prima 
l’angolo  A con  la  forinola  (225);  allora  è pur  noto  il  terzo  C , e 
quindi  AB  si  trova  con  la  seconda  (224).  Si  osservi  che  AC,  e 
sen.B  sono  comuni  a queste  due  formole  , sicché  non  si  hanno  da 
cercare  che  sei  logaritmi  per  questo  metodo. 

227.  Dati  due  lati  e l’angolo  intercetto  , trovare  il  terzo  lato. 

Si  chiamino  le  cose  note  AB  , AC  , A ; sarà  BC  la  cercala.  Fig.  2» 
Calando  una  perpendicolare  , come  CD , sopra  uno  de’  lati  noti , 
sarà  (212),  BC1  = CD3  -4-  BD3  = AC3  — AD3  -+-  (AB  — AD)3 
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= AC  -+-  AD5  — 2 AB  X AD.  Ma  AD  = AC  X cos.  A , (211). 
Dunque 

BC  = \/(ABs  -4-  AC1  — 2AB  X AC  cos.A). 


Applicando  questa  soluzione  alla  fig.  3 , dove  A è ottuso  , si 
vedrà  che  l’ultimo  termine  risulta  positivo.  Tale  si  sarebbe  dovuto 
impiegare  nel  calcolo  per  la  sola  considerazion  delle  regole  (36). 

228.  Molesto  è il  calcolo  della  forinola  trovata.  Per  renderlo 
facile , si  ponga  1 — 2 sen. 1 j A in  vece  di  cos.  A , e si  avrà  ( 1 5 , 8 ) , 


BC  = v/ (AC  00  AB)1  -+-  4 AB  X AC  X sen.’  3 A.  Or  ricor- 
rendo alle  trasformazioni  ( 207  ) , si  ottiene 


tang.  a — 
'BC  = 

1 


TTUTXW  1/ABxAC  ; e 

A C 00  AB 
co  i.a 


La  prima  di  queste  due  equazioni  serve  a trovare  un  arco  a , il 
quale  impiegato  nella  seconda  conduce  tosto  alla  cognizione  del 
lato  cercato. 

229.  Dati  due  lati  c l’ angolo  intercetto , trovare  uno  degli  altri 
due  angoli. 

Soluzione  I.  Ferme  le  cose  note  AB , AC , A ; sia  B la  cercata. 
Calando  la  perpendicolare  CD  dal  terzo  angolo  C , si  avrà  (210)  , 

tang.B  = ^-5.  Ma  (211),  CD  = AC  X sen. A,  e BD  = 
AB  — AD  = AB  — AC  X cos.A.  Dunque 


tang.B  = 


AC  sen.  A 
AB  — AC  cos.A 


tang.A 

AB 

AC  cos.A 


L’ ultima  espressione  fa  vedere  , clic  in  questo  problema  non  è 
necessario  di  conoscere  il  valore  assoluto  de’  lati , ma  basterebbe 
conoscer  la  loro  ragione  . 


Se  A è ottuso  , cos.A  e tang.A  saranno  negativi , (36).  Ma  se, 
A essendo  acuto , fosse  AC  cos.A  > AB , allora  il  valore  di  tang.B 
risulterà  negativo , vale  a dire , che  B sarà  ottuso.  Intanto  sia  detto 

una 
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mia  volta  per  tutte , clic  basta  comporre  le  formole  trigonometriche 
sulla  supposizione,  che  tutti  gli  angoli  siano  acuti.  Quando  un  an- 
golo dato  è ottuso  , o quando  il  valor  di  una  formola  risulta  nega- 
tivo , convien  poi  non  preterire  le  regole  de’ segni  (36),  ricapito- 
late ed  estese  nella  tavola  (42). 

Se  in  vece  di  B si  cercasse  l’ angolo  C ; calando  la  perpendico- 
lare dal  punto  B sopra  la  linea  AC,  si  troverà  col  metodo  stesso 


Jtang.C  p= 


AB  scn.A 

AC  — AB  cojTa* 


Lo  stesso  si  ottiene  , permutando  per  tutto  nella  formola  pre- 
cedente B in  C , c£  in  B ; il  che  serva  di  regola  facile  e generale 
in  tutti  i casi. 


23o.  Soluzione  II.  AB  I AC  I!  sen.C  scn.B,  (49)-  Dunque 
AB  -+-  AC  * AB  — AC  sen.C  -+-  sen.B  I scn.C  — 
sen.B  ; * tang.;  (C  -+-  B)  \ tang.  j (C  — B)  , (II.  12“).  Ma 
tang.  j(C  -+-  B)  = tang.  j (180°  — A)  = tang.(c>o0  — i A)  = 
cot.j  A , (7).  E però 


tang.i(C  — B)  = cot.-I  A X Xb  + 'ac  ’ ovcro 
cot.  3 (C  — B ) = tang.  ; A X 


Per  calcolar  l’una  o l’altra  di  queste  formole , si  nominerà  AC 
il  minore  dei  due  lati  dati.  Si  conosce  ì(C  -t-  B)  = 90°  — 1A. 
Da  questa  quantità  sottraendo  il  valore  di  ì(C  — B)  dato  dalla 
formola,  si  avrà  quello  di  B.  Aggiungendolo,  si  avrà  l’angolo 
maggiore C;  e questa  addizione  dà  effettivamente  l’angolo  ottuso, 
quando  è tale. 

23 1 . Se  il  valore  de’  lati  AB , AC  fosse  dato  in  logaritmi , e non 
in  numeri  naturali,  come  succede  delle  distanze  de’  pianeti  al  Sole 
nelle  tavole  astronomiche  , allora  si  farà  (209) 

ac  . , 

tang.x  = j-g  ; e si  avrà 

cot.ì  (C  — B)  = tang.  ì A tang.  (45°  -+-  x). 

P 


Digitized  by  Google 


1 1 4 C a p.  IX.  Risoluzione 

232.  Dati  i tre  lati , cercare  un  angolo. 

Soluzioni  I.  Si  nomini  A l’angolo  cercato.  La  forinola  (227)  dà 

rn<!  A - - ab-  + ac-  - BC* 

COS.A  a AB  X AC  * 

Sarebbe  facile  il  dedurre  da  questa  forinola  una  nuova  dimos- 
trazione della  forinola  (53),  con  quel  metodo  stesso  che  ho  ado- 
perato per  giungere  alla  (5 1 ).  Tale  dimostrazione  farebbe  vedere 
perchè  abbia  prescelto  l’una  piuttosto  che  l’altra  delle  due  radici 
del  secondo  membro  dell’equazione,  da  cui  è nata  la  forino- 
la (53). 

L’espressione  di  cos.A,  trovata  or  ora,  sarà  più  comoda  al 
calcolo  sotto  la  forma  seguente  ( 1 5 ) : 

(AC  + AB+  BC)  fAC  4-  AB  — BC) 


COS.A  = 


1, 


2 AC  X AB 

233.  Soluzione  IL  Pongasi  2 cos.’jA  — 1 , in  vece  di  cos.A , 
e si  avrà  dall’ultima  forinola  quella  che  segue  : 


cos 


• ì A = y/- 


AC 


AB 


BC 


x(^- 


AB 


BC 


BC) 


AB  X AC 

Questa  a me  sembra  la  più  spedita  ; pur  la  più  usata  è la  se- 
guente , perchè  molti  amano  cercar  nelle  tavole  il  logaritmo  di  un 
seno , piuttosto  che  quello  di  un  coseno , e perchè  gli  angoli  piccoli 
non  si  hanno  da  questo  con  esattezza. 

234-  Soluzione  III.  Nella  prima  forinola  (232)  si  sostitu- 
isca i — 2 sen.’jA  in  luogo  di  cos.A;  e si  avrà  2sen.*iA  = 

• (BC  -f-  A C — AB)  (BC  + AB_AC)<  Dun<]ue 

— - A C) 


1 -+- 


BC-  — AC*  — AB* 
3 AB  X AC 


sen 


•ìA  = y/ 


^BC 


AC 


AB 


a AB  X AC 
<BC 


~AB)(5 


AC 


AB  X AC 

235.  La  tavola  III , posta  in  fine  di  quest’opera  , contiene  una 
collezione  completa  delle  soluzioni  analitiche  di  questo  problema  : 
In  un  triangolo  ABC , essendo  date  tre  pani,  delle  quali  una  almeno 
sia  un  lato , determinare  il  valore  di  tutte  le  altre.  Dico  tre  parti 
delle  quali  una  almeno  sia  un  lato,  salvo  il  caso  dei  due  angoli , 
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che  soli  bastano  a far  conoscere  il  terzo.  In  questa  tavola  si  ve- 
dranno delle  espressioni  complicate  , ma  della  loro  utilità  si  avrà 
un  saggio  nelle  discussioni  delicate  de’ minimi  (334). 

Le  formole  i*,  a*,  io*,  n*,  19*,  20*,  28*,  29*,  55*,  55* , 82*, 
83*  dipendono  visibilmente  dalla  regola  (49). 

Le  formole  3o*,  39*,  48*,  57*,  66*,  75*,  84*,  93*,  102*,  sono 
fondate  sugli  articoli 5 1 , 36.  S’intenderà  che  da  queste  nascono 
quelle  che  le  seguono  immediatamente , se  si  rammentano  le  for- 
inole (IL  i*,  3*,  5*). 

Le  formole  8*,  25*,  43*,  77*,  io5*,  sono  dimostrate  agli  art. 
226, 227, 232, 229. 

Le  formole  9*,  17*,  18’,  26*,  27*,  si  dimostrano  come  la  8*;  o 
pure  la  9*  si  cava  dalla  8*  permutando  in  questa  A in  B , e B in  A : 
pervia  di  consimili  permutazioni,  le  17*,  26*  si  hanno  dalla  9*, 
c le  18*,  27*  dalla  8*. 

Le  7’  e 1 6*  si  dimostrano  come  la  25*,  o si  cavano  da  essa  per- 
mutando convenevolmente  le  lettere.  Lo  stesso  si  dica  delle  70*, 
97*  respettivamente  alla  43*. 

Parimente  le  5o%  5i*  si  dimostrano  come  la  77*;  o vero  la  5i*si 
deduce  dalla  77*  e la  5o*  dalla  5i*,  permutando  le  lettere.  Così 
s’intenda  delle  78*  e 104*  respettivamente  alla  io5*. 

La  3*  è cavata  dalla  1*,  mettendo  in  questa  il  valore  di  sen.A, 
preso  dalla  3 1‘, e dividendo  numeratore  e denominatore  per  sen.C. 
Per  simil  modo  le  4‘>  12%  *3%  e 22*  si  tirano  dalle  2*,  io*, 
il*,  19*  e 20*. 

Le  5*,  6*,  14*,  i5*,  z3*  e 24*  sono  facili  a ricavarsi  dalle  5i% 
77*,  io5*,  5o‘,  78*,  104*. 

La  3z*  si  ha  dalla  28*,  mettendo  in  questa  il  valore  di  AB,  preso 
dalla  7*.  Per  simil  modo  le  33*,  59*,  60*,  86*,  87*  si  tirano  dalle  29*, 
55*,  56*,  82*,  83*. 

Se  si  considera  che  sen.A  = \/(i  — co$.*A),  si  vedrà  che 
le  34*,  61*,  88*  provengono  dalle  43*,  70*,  97*. 

Pij 
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La  35*  è cavata  dalla  28*  sostituendo  in  questa  il  valore  di  BC 
preso  dalla  26*.  Per  simil  modo  si  cavano  le  36“,  62*,  63*,  89*,  90* 
dalle  29*,  55*,  56',  82*,  83*. 

Se  si  considera  che  cos.A  = \/{\  — sen.’A),si  conoscerà 
facilmente  che  le  formole  37*,  38*,  64*,  65*,  91*,  92*  provengono 
dalle  28*,  29*,  55*,  56’,  82*,  83*. 

Si  rammenti  che  cos.A  = --4  , e dividendo  la  32*  perla  5o* 

tang.  A 1 1 

si  avrà  la  41*.  Per  simil  modo  sono  formate  le  42‘»  68*  ,69*, 
95*,  96*. 

La  44’  ^ cavata  dalla  40’,  sostituendo  in  questa  il  valore  di 
sen.B  preso  dalla  56*,  e quello  di  cos.B  preso  dalla  65*.  Per  simil 
modo  sono  formate  le  45’,  71*,  72*,  98*,  99’,  sostituendo  respelti- 
vamente  nelle  4°’»  67*,  94’,  i valori  contenuti  nelle  82*  e 91*,  83* 
e 92*,  28“  e 37*,  29’  e 38*,  55*  e 64*. 

Si  sa  che  tang.  A = dunque  dividendo  la  35’ per  la  44* 

si  avrà  la  53*.  Per  simil  modo  sono  fonnate  le  54*,  80%  81*,  107*, 
108*. 

Ma  si  ha  pure  tang.  A = \/ Qu‘n81  è facile 
il  vedere  chele  formole  5a*,  79*,  106*  provengono  dalle  48*,  70*, 
97‘- 

Finalmente  dividendo  la  28’  per  la  37’  si  ha  la  46’,  e nel  modo 
stesso  si  formano  le  47*,  73*,  74*,  100*,  101*. 

236.  La  tavola  IV, collocata  parimente  alla  fine  di  quest’  Opera, 
non  ha  bisogno  di  spiegazione.  Vi  abbiamo  raccolto  le  soluzioni  più. 
comode  al  calcolo  numerico  , in  favor  di  coloro  , che  non  amano 
le  espressioni  in  lettere  A,  B,  &c. 

Si  sarà  già  osservato  , nelle  forinole  trovate  fin  qui , che , per 
risolvere  un  triangolo  rettilineo  obliquangolo,  è necessario  conos-  ' 
cer  tre  parti  di  esso , delle  quali  una  almeno  sia  un  lato  per  la  stessa- 
ragione  addotta  (2i3).Tal«  è la  regola  generale  ; noi  però  indaghe-; 
remo  la  soluzione  in  altre  combinazioni  differenti. 
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237.  Conoscendo  due  lati  AB,  AC  , e la  differenza  (C  co  B)  Flg.  7. 
degli  angoli  opposti , risolvere  il  triangolo. 

Dalla  seconda  forinola  (23o)  si  cava,  impiegando  per  più  di 
generalità  co  in  vece  di  — 


tang.j  A = cot.  ì (C  co  B)  X 


tang.  \ 


7 ang.  compreso 
fra  i Iati  dati 


n 


AB  00  AC 
AB  -f-  AC  » 
col.  -J-  difF.  data  X lari  dati 


o vero 


si/inma  de*  lati  dati 

Trovato  l’angolo  A,  la  determinazione  delle  altre  parti  ignote 
del  triangolo  non  soffre  più  difficoltà. 

238.  Conoscendo  gli  angoli,  e la  somma  (AB  -I-  AC)  o la 
differenza  (AB  co  AC)  di  due  lati,  risolvere  il  triangolo. 

Dalle  due  equazioni  precedenti  si  cavano  le  seguenti  : 

(AB  co  AC)  = (AB  -+-  AC)  tang.i  A tang.}(C  co  B) 

(AB  -t-  AC)  = ( AB  co  AC)  cot.  j A cot.  j (C  co  B) , o 

Diff.de’ lari,  di  cui)  som.  data  X tang.-rang.  compreso 

è data  la  somma  J cot.  -rdiffer.  digli  altri  due  angoli  t 

Som.  de* lati,  di  cui')  __  di ff.  data  X cot. -rang.  compreso 
è data  la  differenza/  tang.-j-diff.  degli  altri  due  angoli 

Con  l’una,  o con  l’altra  di  queste  due  forinole  si  determina  il 
valore  assoluto  di  AB  , e di  AC. 

23q.  Conoscendo  un  angolo  A,  il  lato  opposto  B C,  eia  somma 
(AB  -+-  AC  ) o la  differenza  (AB  co  AC)  degli  altri  due  lati,  risol- 
vere il  triangolo. 

Moltiplicando  per  ^ = 1 il  primo  membro  della  seconda 

equazione  (238),  riducendola  in  proporzione,  e rammentando  le 
forinole  (I.  3i*,  321) , si  ha 


BC 

BC 


. (AB  00  AC) 


COS.-rA 


sen.r(C  l/l  B) 
tuj.  t (C  c/>  B) 


(AB  -+-  AC)  • ♦ seti,  -r  A 

Se  si  può  dimostrare , che  i numeratori  sono  in  proporzione  ; 
ne  verrà , che  anche  i denominatori  lo  sono  ( 1 3)  ; e le  due  propor- 
zioni faranno  conoscere  il  valore  di  ciascuna  delle  quattro  parti 
ignote  del  triangolo.  Imperciocché  , siano  , per  esempio  » BC,  A, 
e (AB  CO  AC)  le  cose  note.  Si  troverà  con  l’analogia  de’ numera- 
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tori  il  valore  di;(C  co  B).  S'impiegherà  questo  valore  nell’ana- 
logia dei  denominatori,  la  quale  darà  il  valore  di  (AB  AC). 
Conoscendo  così  le  somme  e le  differenze , de’  lati  AB  e AC  , e 
degli  angoli  opposti  B e C,  si  trarrà  il  loro  valore  assoluto  nel 
modo  indicato  ( z3o). 

Si  dimostri  l’analogia  de’  numeratori.  Poiché  (AB  co  AC)  = 


BC  scn.C  ir>  BC  sen.B 


sen.  A 

(AB  c/>  AC  ) $cn.  (C  - 


, (III.  i*,  n*),  sarà  BC  = (AB  ? AC)  stnR  A == 

1 v 1 ' 1 sen  C oo  sen.B 


■ B) 


scn.C  (/)  sen.B 
(AB  c/>  AC)  sen. r(C  -4-  B) 


= (I.  6‘,  II.  22*) 


(AB  oo  AC)  2 sen. 4 fC  B)  cos.4(C  -f-  B) 


sen.  4 (C  oo  B) 

cos.;A.  Dunque  BC  = 
cercata. 


Fig.p. 


2 .cu.  ì (C  i/ili)  cos.tCC  + B) 

. Masen.ì(C-f-B)  = sen.;(i8o° — A)  = 

(AB  i/>  AC)  co» -A  . che  Ja  pr0p0rzl0ne 


seo.T(C  t/>  B) 


Applicando  le  analogie  dimostrate  ai  due  casi  proposti  nella 
enurrziazione  del  problema , si  ha  dunque 

sen.;  (C  co  B)  = ^ AC)  co,+A 


COS. ; (C  CO  B)  = 


(AB 


BC  » 

AC)  sen. 4 A 


BC 


o pure 


sen 


( 4 di  Ber.  degli)  ___  difF.  data  X cos.  4 angolo  dato 
* ( angoli  ignoti  $ ‘ lato  dato  1 


f -rdiffer.  degli)  somma 

^ *(,  angoli  ignoti) 


data  X sen.-fang.  dato 


lato  dato 

240.  Conoscendo  un  angolo , un  lato  adjacente,  e la  somma 
degli  altri  due  lati,  risolvere  il  triangolo. 

Siano  le  cose  note  B,  BC,e  (AB  -f-  AC).  Si  prolunghi  AB 
di  maniera  , che  sia  BD  = (AB  4-  AC ) , o sia  AD  = AC . 
Nel  triangolo  BCD  si  conosceranno  due  lati  BC , BD , e l’ angolo 
intercetto  B;  si  troverà  dunque  per  la  soluzione  (23o)  il  valore  di 
;(BCD  — D),  che  è quello  di  i ACB  , a cagione  che  D = ACD 
per  costruzione.  E però  si  avrà 

cot.jACB  = tang.jS  X , o 

cot{;£2SX}  = tanS. ‘angolo  dato  X *“  + *“ 


somma  data  — Iato  data 
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241.  Conoscendo  un  angolo,  un  lato  adjaccntc,  c la  differenza 
degli  altri  due  lati , risolvere  il  triangolo. 

Siano  le  cose  note  B,  BC,e  (AB  — AC).  Prendasi  BD  = Fig.io 
(AB  — AC) , o sia  AD  ==  AC.  Nel  triangolo  BCD  si-  troverà  come 
nel  caso  precedente  il  valore  dij(BDC  — BCD).  Ma  BDC  = 

1 8o°  — ADC  , BCD  ==  ACB  — ACD , e ADC  = ACD  per  cos- 
truzione. Dunque  il  valore  trovato  è quello  di  90"  — ì ACB.  E 
però  il  valore  di  ACB  sarà  dato  dall’equazione  seguente  : 

tang.-;  ACB  = tang.iB  X bc  - 3 ÌÌ)  » 0 Pure 


. y mezzo  angolo  ignoto) 
S*  (adjacente  al  lato  daloj 


tang.  1 ang.  dato 


X 


lato  dato  dilTcronza  data 
lato  dato  — dilk  irn/.a  data 


242.  Passiamo  ora  al  calcolo  de’  Segmenti  : avvertendo  in 
prima  che  , in  un  triangolo  qualunque  ABC,  il  lato  AB,  sopra  il  Fig.  2 
quale  si  cala  una  perpendicolare  CD  , si  chiama  base,  e l’angolo  C , e 
da  cui  la  perpendicolare  discende  , si  chiama  angolo  verticale. 

Trovare  il  valore  de’  segmenti  della  base  AB  del  triangolo  . ABC. 

Siano  primieramente  itre  lati.  Poiché  CD*=AC* — ADa  = 

BC 1 — BD  \ ne  viene  che  AC 1 00  BC a = AD 1 00  BD1,  o vero  che 
(AC  00  BC)  (AC  -+-  BC)  = (AD  00  BD)  (AD  -+-  BD).  Se  la  per- 
pendicolare cade  di  dentro  del  triangolo  , (AD  H-  BD)  = AB  ; se 
cade  di  fuori  , (AD  00  BD)  = AB.  Dunque  per  li  due  casi 

AD  BD  = ^ , o vero 


la  somma  o 
la  differenza 


} 


de’  segmenti 


som,  dei  due  lati  X diff.  di  essi  lati 
la  base 


Nell’uso  di  questa  forinola  non  occorre  far  attenzione  al  doppio 
segno , nè  saper  se  la  perpendicolare  cada  dentro , o fuori.  La 
metà  del  valore  della  forinola  aggiunta  alla  metà  della  base  darà 
sempre  il  segmento  maggiore , la  differenza  delle  due  metà  il  mi- 
nore. Ciò  s’ intenda  ripetuto  nelle  soluzioni  seguenti  ; c ne  daremo 
un  esempio  (25o). 

243.  Siano  ora  dati  i tre  angoli  e la  base  AB. 

Per  la  regola (2 io) si  ha  CD  = BD  X tang.B  = AD  X tang. A.  pjg.  a 
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Flg.  2 
e 3, 
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Dunque  BD  ! AD  I I tang.  A I tang.  B,  e BD  -+•  AD  ! BD  </>  AD  ! ’. 

sen.(A-t-B)  ; sen. (A  co  B),  (II.  io*). 

Se  la  perpendicolare  cade  di  fuori  , si  ha  BD  -+-  AD  ! 
BD  — AD  ] [ sai. (CAD  -t-  B)  ; sen.(CAD  ■ — B),  Ma  CAD 
B = 1 8o°  — A -f-  B = 1 8o°  — (A  — B) , e similmente  CAD  — 
B = i8o°  - (A  4-  B).  Dunque  BD  -4-  AD  ! BD  — 
AD  '.  sen.(A  — B)  * sen.  (A  -+-  B).  E però  in  generale 

BD  £ AD  = , o vero  (III.  84') 

la  somma  o } 1 » • la  base  X sen.  difF.  degli  angoli  adjac. 

la  differenza  5 ^ SC^IDCn  l scn.  angolo  verticale 

244-  Trovare  il  valore  de’  segmenti  di  un  lato , formati  da  una 
linea  che  divide  per  mezzo  l'angolo  opposto. 

Sia  BCD  = ACD,  e siano  dati  nel  triangolo  ABC  gli  angoli  e il 
lato  diviso  AB;  o vero  siano  dati  i tre  lati. 

Per  la  regola  (49)  si  ha  CD  =*=  Dunque  BD  I 

AD  1 1 sen.  A ! sen.  B , e BD  -4-  AD  I BD  00  AD  ! I 
tang.j(A  -+-  B)  ; tang.j(A  00  B),  (II.  12“).  E però 


BD  co  AD  = 


AB  tang. -f(A.  co  B)  AB  (BC  co  AC)  . 

tang.  i (A  B)  liC  + AC  * 1 


difF.  segmenti 


lato  diviso  X tang.  t difF.  dogli  ang.  adiacenti 
t^ng.  somma  angoli  stessi 


difF.  segmenti  === 


lato  diviso  X difF.  due  altri  lati 
somma  detti  iati 


O 


245.  Trovare  il  valore  de’  segmenti  dell"  angolo  verticale. 

Sia  odati  l’ angolo  verticale  ACB  e i due  lati  adjacenti  AC , BC. 
Si  ha  (m)  ,CD  = AC  X cos.ACD  =?  BC  X cos.BCD.  Dunque 
BC  I AC  1 1 cos.ACD  I cos.BCD  ; e BC  -4-  AC  I BC  co  AC  I 
(II.  1 3* ) cot.  i (BCD  -+-  ACD)  i tang.  i (BCD  00  ACD)  1 1 (I.  3?*  ) 
cot.  j (BCD  co  ACD)  ; tang.  1 (BCD  -+-  ACD).  Dunque  per  li 
due  casi , ove  la  perpendicolare  cada  di  dentro,  o di  fuori  , 

tang.  j BCD  % ACD  = cot.  iACB  X ^ ac  * 0 pure 


tang.i{^™|  de’ segmenti  = cot. ì ang. verticale  X 


diffor.lati  adjacfnii 
loinma  lati  stesu 

246. 
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24  6.  Trovare  il  valore  de’  segmenti  di  un  angolo  formati  da 
una  linea  che  divide  per  mezzo  il  lato  opposto. 

Si  supponga  AD  = BD;  e siano  dati  l’ angolo  diviso  ACB  ,ei  °'10 
due  lati  adjacenti  AC,  BC. 

1 # . v BD  »en.B  AD  sen.A  r-« 

Si  ha (49), CD  = = TJIàcd • E Per  conseguenza 

sen.BCD  I sen.ACD  ‘ sen.B  I sen.A  ! ! AC  ! BC.  Quindi  AC 
BC  : AC  oo  BC  : : tang-UBCD  4-  ACD)  ! tang.J(BCD  00  ACD)i 
(IL  I2a).  Laonde 

lang.I(BCD  00  ACD)  = tang.lACB  X xc  + uc  > 0 P^re 

tang.jdifF.  de’ segmenti  = tang.-lang.  diviso  X ^.na‘u^’73 

247.  Veniamo  per  ultimo  a risolvere  un  triangolo  isoscele: 

Il  triangolo  isoscele  si  risolve  come  rettangolo , mediante  una! 
perpendicolare  , la  qual  divide  in  due  parti  eguali  la  base , e l’an- 
golo verticale.  Le  due  seguenti  analogie  risolvono  tutti  i casi. 

Un  lato  sta  alla  metà  della  base , come  il  raggio  al  coseno  di 
un  angolo  alla  base , o vero  come  il  raggio  al  seno  della  metà 
dell’  angolo  verticale. 

È facile  il  verificar  queste  proporzioni  sopra  una  figura  col 
soccorso  della  tavola  (21 3). 

248.  Gli  Esempj  seguenti  servano  di  norma  per  l’uso  delle  for- 
inole composte  in  questo  Capitolo. 

Sia  AC  una  distanza  di  585  piedi  5 - pollici,  AB  un’  altra  Eg. 3$ 
distanza  di  55  piedi  3 ^ pollici  ; sia  pur  noto  CAB  = 143°  36';  e 
si  cerchi  la  distanza  BC. 

Questo  è il  caso  della  soluzione  (IV.  31).  Per  poter  prendere 
i logaritmi  delle  due  distanze  note  , convicn  ridurle  ad  una  sola 
denominazione  comune , e libera  da  frazioni.  Poiché  un  piede  = 

12  pollici , e un  pollice  =12  linee  » sa$  AC  s=  84306  lince  t 
e AB  ==  7960  lin.  Quinci^ 

Q 
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log.AC  = 4,9258585 
log.  AB  = 3,9009181 

somma  8,8267716 

metà  4,4i33858 
log.  2 = o,3oio3oo 
log.sen.'CAB  = log.sen.710  48'  = 9,9777108 

£ompl.  log.  (AC  — AB)  = compì,  log.  76346  = 5, 1 1 7 2 1 3 7 

somma,  o log.  tang.a  = 9,8093403 

(200),  compì,  log. cos. a = 0,0754710 
Jog.(AC — AB) preso  dal  suo  compì,  qui  sopra  ==  4,8827863 

somma,  o log.BC  = 4,9682573 
E però  BC  = 90836  linee.  Ho  preso  questo  esempio  al  n°.  74 
dell’  Opera  citata  ( 161  ) del  Sig.  Abate  Toaldo,  che  lo  risolve  col 
metodo  ordinario  , cioè  cercando  prima  gli  angoli  ignoti  per  la 
forinola  (IV.  4*),  indi  il  lato  per  la  1’.  Egli  trova  BC  = 91420,  a 
cagion  di  un  errore  nell’  addizione  de’  logaritmi.  Con  quel  metodo 
si  hanno  da  cercare  otto  logaritmi.  Col  nostro  solamente  sette, 
giacché  log.  2 si  tiene  a memoria  per  il  continuo  uso  che  se  ne  fa. 

24 9*  S’ impieghino  ora  i medesimi  valori  dei  tre  lati  per  dare 
un  esempio  della  formola  (IV.  5‘) , e si  cerchi  un  angolo  , come  B. 
Se  si  vuo'e  averlo  con  ogni  esattezza , qual  si  sarebbe  trovato  per 
la  4*  avanti  di  conoscer  BC  , bisogna  prender  qui  sopra  il  valor  di 
BC  con  tutta  la  precisione , che  il  logaritmo  può  dare  ; e si  ha  BC  = 
90835,86.  Segue  il  calcolo  della  formola. 

log.j  somma  tre  lati  = log.9i55o,  93  = 419616627 
log.(jsomma  — AC)  = log.  7244,93  = 3, 8600342 
compì,  log.  AB  = 6,0990869 
compì. log.BC  = 5,0417427 

somma,  o log.  cos.*  ; B = 9,9625265 
mezza  somma , o log. cos. ìB  = 9,9812632 
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Questo  log.  corrisponde  a cos.  i6842'  34”  3,  e però  l’angolo 
cercato  B = 33°  25'  9".  Il  lettore  studioso  potrà  esercitarsi  a 
cercarlo  con  le  forinole  (IV.  4*  e 64).  Si  osservi  che  l’ uso  del  com- 
plemento aritmetico  ha  fatto  risparmiare  le  sottrazioni  di  log. AB, 
e di  log.  BC. 

a5o.  Si  dimanda  la  larghezza  AD  di  un  fiume  che  passa  ra-  pig.  1 », 
dendo  un  Castello  CD.  Sul  margine  A si  prenda  cogl’  istromenti 
1’  angolo  CAD,  che  suppongo  di  27°  42'.  Si  ritroceda  in  un  punto 
B,il  qual  sia  nel  medesimo  piano  verticale  de’ punti  A e C ;esi  pren- 
da l’ angolo B,  che  suppongo  di  16°  23'.  Si  misuri  la  distanza  oriz- 
zontale AB , che  suppongo  di  125  pertiche.  Tanto  basta  per  trovar 
il  valore  di  AD , che  è il  segmento  minore  della  base  AB , del 
triangolo  ABC  , prolungata  fino  alla  perpendicolare  CD.  Ecco  il 
calcolo  della  formola  (243)  , cercando  per  più  comodo  la  metà 
del  suo  valore  , il  che  si  farà  in  tutte  le  altre  consimili. 

log.sen.(CAB  — B)  = log.sen.i35°55'  =9,842424 
compì,  log.  sen.  (CAB  4- B)  = compl.log.  sen.  i68°4i  ' = 0,707232 

log.  1 AB  = log.  62, 5 = 1,795880 

$omma,  o log.  ; (BD  + AD)  = 2,345535 
Eperò  ì (BD^AD)  = 221,6 
sottraendo  3 AB  = 6 2,5 
si  ha  il  segmento  minore  = i5y,  1 

Onde  la  larghezza  cercata  del  fiume,  o AD  = 159  pertiche 
prossimamente. 
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CAPITOLO  X. 

Delle  analogie  differenziali  de  triangoli  rettilinei. 

25i.  Idue  capitoli  precedenti  contengono  le  soluzioni  di  un 
triangolo  rettilineo.  Consideriamo  adesso  due  triangoli  che  hanno 
due  parti  comuni , o vero  un  triangolo  , il  quale , conservando  due 
parti  costanti , riceva  cangiamento  nelle  altre  quattro.  Cercheremo 
la  ragione , che  passa  fra  il  cangiamento  di  una  parte , e quello  di 
un’  altra,  (le  analogie  contenenti  questa  ragione  si  appellano  ana- 
logie differenziali) ; e questa  ricerca  applicata  anche  ai  casi,  dove 
una  sola  parte  sia  costante , o nessuna  , finirà  di  somministrare  la 
soluzione  d’ ogni  problema  determinato , la  qual  possa  esser  data 
dalli  sola  Trigonometria  rettilinea.  Tratterò  questo  argomento  in 
maniera  affatto  nuova , componendo  le  analogie  in  modo  genera- 
lissimo, sicché  siano  applicabili  rigorosamente  ad  ogni  sorte  di 
.variazioni  di  qualunque  grandezza.  Nominerò  queste  analogie 
differenziali  finite , e da  esse  dedurrò  quelle  che  vengono  date 
comunemente  ; le  quali  sono  esatte  per  le  variazioni  infinitesime 
soltanto  , e servono  , per  approssimazione , alle  variazioni  molto 
piccole  : chiamerò  infinitesimali  queste  ultime  analogie. 

Fig.ia  Siano  due  triangoli  ABC  , ABD,  aventi  il  lato  AB  e l’angolo  A 
comuni;  o vero  sia  un  triangolo  ABC,  il  qual  si  converta  in  ABD, 
conservando  costanti  un  lato  AB  e un  angolo  adjaccnte  A. 

Il  lato  AC  divenendo  AD  riceve  un  aumento  CD , che  chiame- 
remo 8^AC  alla  maniera  del  calcolo  difTercnziale.  Così  sarà  BD  = 
BC  -H  8*BC.  Similmente  l’angolo  B divenendo  ABD  riceve  un 
aumento  CBD,  che  chiameremo  ^B  ; ina  perchè  CBD  è pur  la 
diminuzione  dell’  angolo  C che  diventa  D (essendo  noto  che  l’an- 
golo esteriore  C = D -4-  CBD  ) , si  ha  9^B  = ^C  , colla  sola 
differenza  che  queste  variazioni  sono  in  senso  contrario. 

Ciò  posto,  il  triangolo  BCD  dà,  (49),  CD  . sen.CBD  BC  I 
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isen.D  !!  BD  I sen.C.  Dunque,  sostituendole  denominazioni  as- 
sunte , si  ha 

8,AC  : Jo  : : BC  : sen.(C  — 8*C)  ! ! BC-f-^BC  : sen.C. 

252.  Nell’  uso  di  questa  formola  e delle  susseguenti  differen- 
ziali finite , bisogna , nelle  espressioni  sen.(C  — ^C),(BC-+-  ^BC), 
e simili , impiegare  le  differenze  col  segno  che  conviene  al  caso , il 
che  è sempre  facile  da  conoscere  nella  Trigonometria  rettilinea.  È 
chiaro  , per  esempio , alla  sola  ispezione  della  figura , che  i cangia- 
menti di  AC  e di  C devono  sempre  farsi  in  senso  contrario  , e 
per  indicarlo  ho  dato  segni  contrarj  a ^AC , ed  a sen.^C , (1 54 
Se  l’angolo  C aumentasse,  le  analogie  diverrebbero  — B, AC  \ — 
sen.^B  o H- sen.9|C  1 1 BC  I sen.(C -t- 8^C)  ! 1 BC — B*BC  I. 
sen.C.  Vedremo  inoltre  (266) , che  il  segno  di  B^BC  dipende  anche 
dalla  specie  dell’  angolo  C. 

253.  Supponendo  che  le  variazioni  siano  infinitamente  piccole, 
si  potrà  (140)  mettere  B|B  in  luogo  di  sen.B\B;  (i33)  , sen.C  in 
vece  di  (sen.C  zjz  B|C),  e BC  in  cambio  di  (BC  zt  B|BC);  e così 
la  formola  (25i)  diviene 

B\AC  I 8,B  ovvero  — 8*C  I ! BC  ! sen.C.' 

Tale  (se  si  neglige  il  segno  negativo)  è la  forma  ordinaria,  sotto  la 
quale  si  dà  quest’  analogia. 

Avanti  di  seguitare  la  costruzione  delle  analogie  differenziali  ; 
darò  un  primo  saggio  della  loro  utilità  con  un  esempio,  il  qual 
servirà  inoltre  a riconoscere  i limiti , dentro  i quali  possono  ado- 
perarsi le  infinitesimali  senza  detrimento  del  calcolo  , quando  le 
variazioni  sono  bensì  piccole  , ma  finite  , e non  infinitamente 
piccole. 

254.  Sia  AC  un’  altezza  che  vuol  sapersi  col  metodo  (21 5).  Si  Fig.i3 
dimanda  a qual  distanza  si  debba  metter  l’ Osservatore , perchè 
l’errore,  che  può  commettere  l’istromento  nel  prendere  la  mi- 
sura dell’  angolo  ABC  , produca  il  minimo  errore  possibile  nel 
calcolo  dell’  altezza. 
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jig  ,3  È cliiaro , che  se  , per  esempio , l’ angolo  è preso  un  poco  più 
grande  del  giusto , come  ABD , l’ altezza  calcolata  sarà  AD  in  luogo 
di  AC.  Si  vede  dalla  figura,  che  questi  errori  non  influiscono  sul 
lato  AB,  e sull’angolo  A,  che  rimangono  costanti.  Però  chia- 
mando 8>B  l’errore  nell’  angolo  osservato,  e 8,  AC  l’errore  nel 

calcolo  dell’altezza , l’analogia  (253)  dà,  8>AC  = ovvero 


Or  si  osservi  che  in  questo  problema  si  fa  astrazione 

dal  valore  assoluto  di  8|AC  , e di  8>B,  lo  scopo  essendo  di  deter- 
minare generalmente,  quale  debba  essere  in  qualunque  caso  la 
distanza  AB  , perchè  la  ragione  abbia  il  minimo  valore  pos- 
sibile. Per  determinar  questo  bisogna  eliminare  una  delle  due 
quantità  BC  e C,  dipendenti  entrambe  dalla  situazione  cer- 
cata del  punto  B.  Ora,  per  essere  in  questo  caso  A = 90°,  si  ha 
(2i3,8*),BC  = ^=.  Dunque  ^ = —*c  - — 6‘): 

x 1/7  cos.C  * sen.Ccos.C  sen.aC7  v ' 

In  questa  espressione  il  numeratore  2 AC  è una  quantità  costante 
che  non  dipende  nè  dall’errore  8\B , nè  dalla  distanza  AB.  Dunque 
il  minimo  valore  di  avrà  luogo  quando  sen.2C  sarà  il  più 

grande  possibile , cioè  quando  C = 45°.  E però  l’ Osservatore  avrà 
cura  di  porsi , quanto  più  potrà , ad  una  distanza  AB  = AC. 

Per  convincersi , che  la  conclusione  precedente  è rigorosa , 
qualunque  sia  il  valore  di  9*B,  quantunque  l’equazione  8) AC  = 

non  Possa  dare  un  valore  esatto  di  8\AC , se  non  quando 
8*B  sia  infinitamente  piccolo,  come  vedremo  numericamente  (258); 
si  prenda  l’analogia  differenziale  finita  (25i  ) , 8\AC  ! sen.^B  1 1; 
BC  ! sen.(C  — 8^C) , che  dà , sostituendo  il  valore  di  BC  come  qui 
&AC  ac ac 

Sopra,  ,Cn. " sen.(C  — {^C)  cos.C  ~ ~ »cn.(C  — J^Cjsen.ABC 

co».(t  - ac  -U;_  ^:(c-frc  + (II- Ma  B = (90°  C),' 

e 8,C  = 8\B,  (a5i),  onde  si  ha  cos.(C  — 81C-t-B)  = sen.8)B.i 

Dunque  ^ <luaIe  espressione 
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si  vede  chiaro , che  il  minimo  valore  di  — ha  luogo  quando 

cos.(C  — 9,C  — B)  sia  il  più  grande  possibile  , cioè  quando  C == 

B -4-  8)C  = B -t-  9,B.  Ma  come  non  si  sa  se  l’errore  ^B  sia 
commesso  dall’  islromento  in  più , o in  meno , e che  nel  secondo 
caso  il  minimo  valore  cercato  si  troverebbe  aver  luogo  quando 
C = B — 9(B  ; così  convenendo  prendere  il  mezzo  per  sodisfare 
ai  due  casi , risulta  dall’  analogia  rigorosa  la  stessa  conseguenza 
somministrata  dall’  infinitesimale , cioè  che  deve  essere  C = B. 

iS5.  Si  noli  con  quale  facilità  il  calcolo  differenziale  risolva 
questa  specie  di  problemi.  Dico  il  calcolo  differenziale , giacché 
la  formola  (253) , e tutte  le  altre  infinitesimali,  che  troveremo 
qui  appresso , possono  ricavarsi , differenziando  quelle  equazioni 
trigonometriche  , le  quali  contengono  le  costanti  e le  variabili  , 
di  cui  si  trattane’  respettivi  casi.  Qui  le  costanti  sono  AB  e A;  le 
variabili,  che  si  prendono  in  considerazione  , sono  AC  e B.  Dun- 
que conviene  differenziar  l’equazione  (IV.  77*),  scrivendola,  per 
più  comodo , come  segue  ; AB  X tang.B  — AC  X cos.A  tang.B  = 
AC  X scn.A.  Ora  il  differenziale  di  AC  è ^AC,  e ^tang.B  = - 
“75  , (II-  39*).  Dunque  (i3i,  184),  cos.A  tang.B  X 

8,AC  — AC  X cos.A  X = sen.A  ^AC.  Raccogliendo  , 
e trasportando, 9^B(ab  =$>AC(sen.A-t-cos.Atang.B). 

Si  moltiplichi  l’ equazione  per  cos.B,  si  ponga  A^srn|iA  in  luogo 
di  AB  — AC  cos.A,  (IV.  77*),  indi  BC  in  luogo  di  , 

(IV.  191) , e sen.C  in  luogo  di  (sen.A  cos.B  -4-  sen.B  cos.A), 
(III.  85*);  e l’equazione  diverrà  ^B  X BC  = $|AC  X sen.C, 
donde  si  cava  l’analogia  (253). 

256.  Or  si  provi  di  dare  un  valore  finito  a nell’esempio 
(254)-  Si  supponga,  che  l’istromento  possa  commettere  un  errore 
di  3o'  = ^B,  che  siasi  osservato  B = 45°,  e che  sia  la  distanza 
misurata  AB  = 83  piedi.  In  tal  caso  AlB  = AC,  e sen.2 C = 1. 
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rig.i3  Quindi  8, AC  = 2 A^n xc^  = 2 X 83  X 3o'.  Per  far  questo 
calcolo  parrà  forse  che  fosse  meglio  aver  rilenu to  sen.8)B  come 
nella  forinola  rigorosa  ( 26 1 ) , poiché  si  hanno  delle  tavole  de’  lo- 
garitmi de’ seni;  laddove  per  aver  log. bisognerebbe  prender 
nella  tavola  (AA)  il  valore  dell’arco  8)6,  indi  cercare  il  log.  di 
esso  valore  fra  i log.  de’  numeri.  Ma  come  le  tavole  di  questi  lo- 
garitmi portano  ordinariamente  in  testa  d’ ogni  pagina  la  riduzione 
• de’  numeri  in  gradi , minuti,  e secondi , così  divicn  facile  il  pren- 
dere, per  esempio,  log.  1800  in  vece  di  log.(3o'  = 1 800  "),  poiché 
aggiungendo  a log.  1800  il  log.  dell’  arco  di  1 ",  che  abbiamo  pre- 
parato ( 1 92  ) , e le.  cui  prime  note  si  tengono  a memoria , si  avrà  il 
logaritmo  cercalo  dell’arco  di  3o',  essendo  cosa  evidente  , che 
l’ arco  di  1 800  " — 1 800  X l’ arco  di  1 " . 

In  generale  questa  operazione  è più  breve , che  quella  di  cer- 
care il  log.  del  seno  di  un  piccolo  arco , massime  quando  quest’  arco 
è espresso  in  minuti , secondi,  e decime,  come  succede  continua- 
mente  nell’ uso  delle  analogie  differenziali. 

z5y.  Facciamo  ora  il  calcolo  dell’  equazione  8\AC  ;=  2 X 
83  X 3o\ 

log. ( 2 X 83  = 1 66)  = 2,220108 
' log.  1 800  = 3,255273 

( I92)  , log.  1 = 4,685575 

somma  , o log.  8t  AC  = o,  160956 
Il  numero  corrispondente  a questo  log.  è 1,4486;  e però  un' 
errore  di  3o'  nel  prendere  l’ angolo  B produce  sull’  altezza  cercata 
AC  un  errore  di  piedi  1,4486. 

258.  Questo  risultato  non  può  essere  affatto  giusto, perchè  un  arco 
di3o'  non  è infinitamente  piccolo.  Impiegando  la  formola differen- 
ziale finita  (25 1 ) ,e  supponendo  che  l’ angolo  sia  stato  preso  più  gran- 
de del  giusto , come  indica  la  figura  (altrimenti,  se  fosse  stato  preso 
più  piccolo , bisognerebbe  ( 252  ) cangiare  i segni  delle  differenze ) ,si 

In  SI  A C — IIP  V sen.^B  AB  AB  sen.8,B  __ 

A Kn.(C  — 8)CJ  tos.fl  ^ scn.L»  c»s.B  cus.(B  8,») 

83  X; 
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com  *. .,Tt  ^.lo'  • Facendo  il  calcolo, si  troverà  log.^AC  =0,164773, 
e ^AC  = 1,4614.  Comparando  questo  risultato  col  precedente,' 
apparisce  l’errore  della  forinola  infinitesimale  0,0128,  o sia  di 
piede  prossimamente  , il  clic  non  merita  alcuna  attenzione.  Ma 
perchè  questo  errore  sarebbe  maggiore  a misura  che  B , AB  e 
fossero  maggiori  di  quello  che  fatti  si  sono  in  quest’  esempio  , 
importa  sapere  quando  possa  negligersi , e quando  no. 

269.  In  generale  l’errore  , di  cui  si  tratta,  dipende  da  due 
cause.  La  prima,  e più  tenue,  s 1 nell’  impiegare  in  luogo  di 
sen.9|B.  Se  si  paragonano  i log.  de’  seni,  e quelli  degli  archi,  si 
vedrà  che  da  o°  fino  a i°  circa,  la  differenza  è insensibile  ne’  cal- 
coli ordinar]  , massiine  quando  si  cerca  una  piccola  quantità.  Per 
esempio  , 'la  differenza  da  log.  3o'  a log.sen.3o'  non  è altro  che 
di  0,000006.  Ora  questa  quantità  di  più  o di  meno  nel  log.  ^ AC 
non  altera  niente  affatto  nel  calcolo  (2 67)  il  valore  1,4486  di  5^  AC. 
Si  prenda  dunque  per  regola  generale  nelle  analogie  differen- 
ziali, che  si  può  impiegar  senza  scrupolo  3, A,  ^B  , &c. , in  luogo 
di  sen.^A,  sen.^B,  &c. , semprecchè  l’arco  B,A,  o 3,B,  8cc. 
non  sia  maggiore  di  i°.  All’incontro  si  avrà  un  errore  tanto  più 
grande,  quanto  più  si  eccederà  questo  limite. 

È chiaro  che  ^ A potrà  andare  fino  a 20,  quando  nelle  formole  in- 
finitesimali si  avrà  { 8, A in  luogo  di  sen.ì  ^A  : ma,  per  tenere 
Terrore  ne’ limiti  stessi , converrà  che  ^A  sia  minore  dii°3o', 
quando  si  avrà  j 3)  A in  luogo  di  tang.  J 3jA;  e che  ^A  non  sia 
maggiore  di  i°  io',  quando  si  avrà  1 in  vece  di  cos.  3 3>A:  come  è 
facile  di  comprendere  con  l’esame  delle  tavole. 

260.  La  seconda  causa,  che  ha  prodotto  tutto  Terrore  nel  cal- 
colo (257),  sta  nell’avere  impiegato  2 in  luogo  di  ■ — 
che  è l’espressione  esatta  (258)  ; il  che  è lo  stesso , come  se  si  dica , 
per  aver  impiegato  nel  denominatore  cos.  46°  in  luogo  di  cos.  45°  3o', 
giacché  cos.1 45°  = i,  (44).  Basta  aprire  le  tavole  per  vedere  , 
che  la  differenza  da  coseno  a coseno  per  un  intervallo  3*B  è molto 

R 
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diversa,  secondo  è diversa  la  grandezza  di  13.  Per  esempio  , sia 
8,B  = So'.Sc  B=  io°,si  ha cos.  io°  — cos.  io°3o'  = 0,001 5528. 
MaseB  = 8o°,si  ha  in  vece  cos.  8o° — cos.8o°3o'  =0,0086006. 
Dunque  si  prenda  per  regola  generale  nelle  analogie  differenziali, 
che  l’impiegare  cos. A in  vece  di  cos. (A  ± 8tA)  produce  un 
errore  tanto  più  grande,  quanto  A più  s’accosta  a 90°.  Si  rileverà 
similmente  dalle  tavole,  che  l’impiegare  i°.  sen.A  in  vece  di 
sen.(A  rt  8) A),  20.  tang.A  in  vece  di  tang.(A  rt  8* A ) , 
3°.  cot.A  in  vece  di  cot.(A  ± 81  A) , deve  produrre  un  errore 
tanto  più  grande,  nel  i°.  e nel  3°.  caso  quanto  A è più  piccolo, 
e nel  20.  caso  quanto  A più  s’ accosta  a 90®. 

Qualunque  volta  però  si  giudichi  che  l’errore  sia  tale  da  non 
doversi  negligere  , le  mie  forinole  differenziali  finite  serviranno  a 
correggere  il  risultalo  delle  infinitesimali , o a.  fare  immediata- 
mente il  calcolo  con  ogni  precisione.  Sarà  bene  scandagliare  il 
secondo  errore  in  tutti  i casi , quando  8(A , o 18) A , non  sia  mi- 
nore di  3of. 

261.  Per  avere  il  log.  di  un  arco,  per  esempio,  il  log.  3of, 

abbiamo  aggiunto  (2 56)  log.  1800  al  log.  dell’  arco  di  1 " . Questo 
è lo  stesso,  che  dividere  1800  per  il  numero  di  secondi  conte- 
nuti nell’arco  eguale  in  lunghezza  al  raggio;  ed  è quest’arco  in 
secondi  quel  che  s’impiega  comunemente.  Di  fatti  sia  R"  il  numero 
di  secondi  contenuti  in  quest’arco  : poiché  1800  X arco  1"  = 
arco  1800",  per  la  stessa  ragione  II"  X arco  1 " = arco  R"  = 
R = 1 ; quindi  arco  1 " = , e però  1800  X arco  1 " = 

1800 

Tr~# 

262.  Dall’equazione  R"  X arco  i"  = 1 si  ha  fàcilmente  il 

valore  di  R"  = 1 --  . Il  log.  del  raggio  espresso  in  secondi 

non  è dunque  altro  che  il  complemento  aritmetico  di  log.  1", 
(192) , e però 

log.R"  = 5,  3 1443  5i33i  76459  48047. 

11  numero  corrispondente  a questo  log.  è 206264,8  H- . Tale  è 
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il  numero  di  secondi  contenuti  nell’  arco  eguale  al  raggio  : e però 
quest’  arco  òdi  57°  17'  44"  48'",  &c.  È facile  ricavarlo  dalla 
tavola  (AA),  e spinger  più  avanti  l’approssimazione  ai  minuti 
quarti , quinti , 8cc. 

Sottraendo  da  log.  R " il  logaritmo  di  60 , preso  nella  tavola  (BB) , 
si  ha  il  log.  dell’  arco  eguale  al  raggio  ed  espresso  in  minuti , o sia 

log.R'  = 3,  53627  38827  92815  8,^796. 

Sottraendo  di  nuovo  da  questo  logaritmo  quello  di  60, si  ha  il  log. 
dell’  arco  eguale  al  raggio  ed  espresso  in  gradi , o sia 

log.R3  = 1,  75812  26324  09172  2i545. 

Col  mezzo  di  questi  tre  logaritmi  è tolta  ogni  fatica  per  cercare 
il  log.  di  un  arco  della  tavola  (AA).  Vogliasi,  per  esempio , il  log. 
dell’arco  di  40°-  Prendendo  fra  i logaritmi  de’  numeri  naturali 
quello  di  40,  e aggiungendovi  il  complemento  di  log.R3,  si  avrà 
il  logaritmo  cercato.  Sei’  arco  fosse,  per  esempio,  di  40°  10'  = 
2410',  si  aggiungerebbe  a Iog.2410  il  complemento  di  log.R'. 
Finalmente  se  l’arco  fosse,  per  esempio,  di  403  10'  9" ,8  = 
144609  " i 8;  prendendo  fra  i log.  de’ numeri  naturali  quello  di 
144609,8  e aggiungendovi  il  complemento  di  log.R",  si  avrebbe 
il  logaritmo  richiesto. 

203.  Essendo  importante  di  non  dimenticarsi  d’  impiegare  R" 
nel  calcolo  delle  analogie  infinitesimali ,, lo  inseriremo  in  tutte  , ed 
anche  nella  (253),  ripetendola  insieme  con  la  (25i),  onde  siano 
vicine  a tutte  le  altre  , che  or  troveremo  di  seguito. 

(25i),8,AC:jo  icn;c^c}::BC:sen.(C— 3,C)::BC-h^BC:sen.C 
(253) , 8, AC  : o — I?  ::  BC  : sen.C. 

È chiaro  in  quest’ ultima  analogia,  che  quando  sarà  la  cosa 
cercata , si  avrà  fyB  = ^AC  x c x R ; e cosi  si  avrà  SjB  , 
D,C,  &c.  in  minuti  e secondi  dalle  tavole  de’  log.  de’ numeri  , 
(256).  Ciò  sia  detto,  perchè  non  resti  alcuna  difficoltà  nell’  usq 

Rij 
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di  R",  cd  è facile  farne  prova,  trattando  9,B  come  incognito 
nell’  esempio  (257).  Seguitiamo  la  costruzione  delle  analogie 
differenziali. 

rig.12  264.  Il  triangolo  BCD  dà  (49),  BD  ! BC  I ! sen.BCD  ! sen.D. 
Donde  si  cava  , procedendo  come  ( 23o),  cot.  3 (BCD  — D)  ; 
tang.  ìCBD  II  BD -l- BC  I BD  — BC.  Sostituendo  le  denomi- 
nazioni assunte  (25i),  e osservando  che  cot.j(BCD  — D)  = 
cot.ì(i8o°  — C — D)  = tang.ì(C  -4-  D)  = tang.(C  — 1 ^C),  si 
avrà  tang.  ( C — Ì^C)  ; tang.j^B  o (x54)  — tang.  j J^C  ” 
aBC -4-  9,BC  ; 9,BC.  E però 

S8.BC:  ■■■■  BC  + * 8,BC  : un6.(C  - ■ 8,C). 

Questa  formola  rigorosa  si  riduce  alla  forma  infinitesimale, 
ponendo  ì 9, B in  vece  di  tang.;  B^B , ( 1 53)  ; e sopprimendo  le  diffe- 
renze nell’ ultima  ragione,  (253,  260)  ; con  che  si  ha 

9,BC  I o—  -|£  Il  BC  I tang. C. 

Queste  due  analogie  contengono  la  ragione  fra  il  cangiamento 
del  lato  BC,  e quello  dell’  angolo  B,  o dell’angolo  C,  quando  AB 
ed  A restano  costanti  come  si  è stabilito  (25i  ). 

265.  Il  triangolo  BCD  dà , secondo  la  penultima  formola  ( 239) , 

sen.  1 (BCD  — D)  = cos.  ;CBD  X RD  ~ RC.  Ma  sen.i(BCD— D)  = 

cos.(C  — ì9*C),  (264);  e cos.jCBD  = cos. ì9,B  = cos.ì^C, 
giacché  il  coseno  resta  positivo, benché  9,C  sia  negativo, (1 54)., 

Dunque  cos.(C  — i 9,C)  = cos.;9,B  X E però 

9>AC  I 9,BC  II  cos. ì9,C  I cos. ( C — 1 8,C). 

Quindi rinfinitesimale  sarà,  (140,  1 33) 

9,AC  I 9>BC  II  1 I cos.C. 

2 66.  Si  noti  nelle  analogie  precedenti  (264 , 2 65) , che  quando 
l’angolo  C è ottuso  , o , più  rigorosamente  parlando , quando 
(C  — i 9^C  ) ;>  90°,  la  tangente  e il  coseno  di  quest’ angolo 
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essendo  negativi  (36),  ne  viene  che  allora  BC  cangia,  in  senso 
contrario  di  B , egualmente  che  AC  di  BC.  Questo  è facile  da  co- 
noscere con  una  figura  ; ma  attesa  l’ applicazione  de’  segni  ai  diffe- 
renziali nelle  mie  analogie , non  si  avrà  bisogno  di  studio  , nè  di 
figura  che  rappresenti  esattamente  la  specie  degli  angoli , solchò  si 
osservino  inoltre  le  regole  de’  segni  (36,  42). 

267.  Siano  ora  costanti  un  angolo  e il  lato  opposto. 

Se  il  triangolo  ABC  si  converte  in  ADE,  di  maniera  che  sia  Fig.14 
DE  =BC,  saranno  A e BC  costanti;  e poiché  la  somma  degli  an- 
goli d’ un  triangolo  rettilineo  è costante,  sarà  ^B  = ^C,  ma  in 
senso  contrario. 

Ciò  posto,  poiché  (49),  AB  sen.A  = BC  sen.C  ; differen- 
ziando ( 1 3 1 , 139),  si  avrà  ^AB  sen.A  = BC  2sen.;^C  X 
cos.(C  H- ì ^C).  Ma  sen.A  BC  I i sen.C  I AB.  Dunque 
SjAB  sen.C  = AB  2sen.  ì^C  cos.(C  -+- ì 8>C),e  per  conse- 
guenza 


ì 8,AB  l sen.  ì^C  o — sen.j^B  I ! AB 
Quindi  l’infinitesimale  sarà 


sen.C 

co*.(C  + 7 SiC)’ 


8,ab  : -I?  o ^ : : ab  : tang.c. 

268.  Si  ha  pure  AC  sen.A  = BC  sen.B.  DifFerenziando , come 
sopra,  e ponendo  i segni  ai  differenziali  a tenor  della  figura  , si 
troverà  similmente 


— ia,AC  I — sen.i^B  o-f-  sén.^C  li  AC:  CU>.(B ^B) , e 


— 8\AC  • — o -f-  : : AC  . tang.B. 


R" 


269.  Si  dividano  l’una  per  l’altra  le  analogie  differenziali  finite 

/ 267  268  ì si  avrà  VB  ■ ,fnC  C0»<B  -*8»8>' 

\ 207  , 200  ) , SI  avra  _ ^AC  . 1 . . AC  • »eu.B  cos.(C  +7&C) 


. co». ( B — T 
• co*.(C  b,C)  > 


(49).  E però 


3,AB  I — 3,AC  cos.(C  -+-;^C)  I cos,(B  — ì^B). 
Quindi  l’infinitesimale  sarà 

3) AB  | — ^AC  l’.  cos.C  l cos.B., 
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Questa  analogia  si  troverebbe  pure  dividendo  1’  una  per  l’ altra  lo 
infinitesimali  (267,  268). 

Fig.i5  270.  Sfe  A = 90°  = D,  sviluppando  cos.(C-t-  ^C)  nell* 
analogia  differenziale  finita  (267),  si  ha  ^AB  = 1 s<~"~  ^ * AB 

(cos.C  cos.i  9,C  — scn.C  sen.  j^C)  — (I.  6J)  AB  sen.^C  X 
cot.C — AB  2 sen.’  j $,C  = AC  scn.^C — AB  -t-  AB  cos.  8,C, 
(213,  3*),  (I.  f).  Ora  AB  -+-  ^AB  = BD,  e §,C  = ACD  = 
ABD.  Duncjuc 

, BD  = AC  sen.  ACD  -+-  AB  cos.ACD. 

Operando  egualmente  sull’analogia  differenziale  finita  (268),  e 
considerando  che,  per  esser  l’ipotenusa  costante,  se  BD  = AB 
S|AB,  deve  essere  CD  = AC  — AC , si  troverà 

CD  = AC  cos.ACD  — AB  sen. ACD. 

Se  ^C  fosse  negativo,  cioè  se  fosse  BCA  > BCD,  come  sarebbe 
se  si  ponesse  , nella  fig.  1 5 , A in  luogo  di  D , e D in  luogo  di  A , 
si  troverebbe,  procedendo  col  metodo  stesso,  e osservando  che 
allora  BD  = AB  — B,AB  , e CD  = AC  8,AC  , 

BD  = AB  cos.ACD  — AC  sen. ACD. 

CD  = AC  cos.ACD  -+-  AB  sen. ACD. 

Se  dunque  in  due  triangoli  rettangoli,  che  hanno  l’ ipotenusa 
comune , sia  nota  la  differenza  degli  angoli  che  hanno  il  medesimo 
vertice,  e si  conoscano  inoltre  i due  lati  dell’  uno  de’  triangoli; le 
due  prime,  o le  due  ultime  equazioni  ora  date  saranno  comode  per 
trovare  i due  lati  dell’altro.  Questo  caso  è frequente  in  Astronomia., 
Anzi,  perchè  talvolta,  in  vece  di  conoscer  la  differenza  degli  angoli, 
si  conosce  la  somma , qual  è ACD  nella  fig.  1 6 , gioverà  far  vedere 
qui  subito,  che  allora  le  due  ultime  equazioni  pur  servono  , col 
solo  cangiamento  de’ segni  nella  prima  di  esse. 
nS-,(S  271.  In  fatti  (2i3,4*),  BC  = — ^5.  Dunque 

AB  I BD  II  sen.BCA  sen.(ACD  — BCA)  sen.BCA  I 
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sen.ACD  cos.BCA  — sen.BCA  cos.ACD  II  i I sen.ACD  X 
cot.BCA  — cos.ACD , (9).  E però  BD  = AB  sen.ACD  cot.BCA — 

AB  cos.ACD.  Ma  (21 3,  1.7*) , cot.BCA  = Dunque 
BD  = AC  sen.ACD  — AB  cos.ACD. 

Collo  stesso  metodo,  partendo  dalle  equazioni  BC  = 1=3 

rurSjj  » si  troverà 

CD  = AC  cos.ACD  -4-  AB  sen.ACD. 

272.  Siano  ora  due  Iati  costanti , come  AB,  AC  , sicché  il  Fig.17 
triangolo  ABC  convertendosi  in  ABD,  sia  AD  = AC. 

Si  ha  (49) , AC  I AB  1 1 sen.B  I sen.C  1 1 sen.ABD  I sen.D. 
L’ultima  proporzione  Fa  vedere , che  se  ABD  > B , deve  essere 
anche  D > C , purché  tutti  questi  angoli  siano  acuti , come  si 
suppone  sempre  (229) , malgrado  ciò  che  possa  rappresentar  la 
figura,  (2i5).  Faremo  dunque  positivo  $,C,  o sia  D = C -4-  ^C, 
giacché  supponiamo  con  la  Figura,  che  sia  ABD  > B,  ovvero 
ABD  = B + ^B. 

Si  ha  dunque  scn.(B  -+-  ^B)  I sen.B  ; I scn.(C  -t-  fyC)  I sen.C. 

E però  ( 1 o) , ( II.  1 2'),  tang.  ; (B  -4-  9,B  -4-  B ) ; tang.  { ( B -t-  ^B  — B) 

I I tang.j  (C  -+-  ^C  -4-  C)  I tang.;(C  H-  ^C  — C),  e ridu- 
cendo , e trasponendo 

tang.i^B  I tang.  ì ^C  I.I  tang.(B -4- ;8,B)  I tang.  (C -4-;  fyC). 

Quindi  l’ infinitesimale  sarà 

• 8,B  I 8^C  11  tang.B  I tang.C. 

Si  noti  , che  qui  il  divisore  R"  è inutile,  poiché  dovrebbe 
applicarsi  egualmente  a &,B,  come  a ^C. 

273.  Dal  triangolo  BCD  , co}  metodo  tenuto  (264)  , si  ha 

cot.KBDC  — BCD)  = tang.  ;CBD  X = tang.  £ ^B  X 

— — , supponendo  BC  > BD, come  deve  essere  (A  essendo 
acuto),  a causa  di  BAC  > BAD.  Ma  BDC  — BCD  = D -h 
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ADC  — ( ACD  — C ) ==  D -4-  C , a cagione  del  triangolo  isoscele 
ACD.  Dunque  cot.  ;(D  -4-  C),  o vero  cot. (C  -4-  3 8,0  = 
tang.^B  X ~ E però 

tang.  j 8,B  . — ; 8,BC  • . cot.  (C  -4-  3 ) . BC  — 1 8,BC  ; e 

: — 8,bc  ::  C0t.c  : bc. 

274.  Si  dividano  l’una  per  l’altra  le  analogie  differenziali  finite 
(272,  273),  e si  avrà 

iang.  3 8,C  I — ì 9,BC  cot.(B  -f-  ì 9,B)  BC  — ì 8,BC. 
Conseguentemente 

: — 8,bc  ::  cot.B  : bc. 

275.  Nel  triangolo  BCD  si  ha,  per  l’ultima  formola  (23^), 

cos.KBDC—  BCD)  = sen.)CBD  X = sen.i  8,B  X 

a(PC  ~Cd  8'G  - • 0ra  (247)j  ì CD  = AC  scn. 3 CAD  = — AC 
sen.  3 8) A,  chiamando  A l’ angolo  BAC , che  diminuisce  divenendo 
BAD;  e i(BDC  — BCD)  = C h-;8,C.»  (273).  Dunque 

cos.(C  -4-l8,C)  = son.  3 8,B  X E però 

sen.i8,B  I — sen.l^A  I ! AC  cos.(C  -4-ì  8,0  I BC  — ;8,BC.( 
Quindi  l’ infinitesimale 

^b  : — a,A  ::  ac  còs.c  : bc. 

Fi17  18  z7^‘  Applicando  la  soluzione  medesima  alla  fig.  18  , dove  ABC 

convertendosi  in  AEC , si  ha  AB  = AE,  BCE  = $,C,  E = B -4- 
3,B , CE  = BC  — S^BC  , e BAE  = — 8, A,  si  troverà  similmente 
cos.l(CEB  — CBE)  = cos.(B  -4-  18,B)  = sen-ì^C  X 
= jen  ;8iC  x KA-<^t.  E però 

sen.  i8,C  1 — sen.  3 8, A 1 1 ABcos.(B  -t-ì  8,B)  1 BC  — ; 8,BC. 

E per  conseguente 

. . i - s,c  : — a,  a : : ab  c0S.b  : bc. 

377* 
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277.  Si  dividano  l’ una  per  l’altra  le  analogie  differenziali  finite 
£273 , 27 5) , e così  pure  le  altre  (274»  276)  ; si  troverà 

— i8,BC  i — sen.-^A  il  AC  sen.(C-H^C)  I cos.i  8>B 

— l^BC  : — sen.l8,A  li  AB  sen.(B  -+-  ; 9,B)  cos.i^C 
Quindi  le  infinitesimali  saranno 

— 8,bc  : — : : ac  sen.c  : i 

— ^bc  : — : : ab  sen.B  : i 

278.  Se  due  angoli  sono  costanti , e per  conseguenza  anche 
il  terzo;  facendo  variare  i lati,  si  hanno  due  triangoli  simili , dove 
le  variazioni  de’  lati  sono  proporzionali  ai  lati  medesimi , o vero 
(49)  ai  seni  degli  angoli  opposti  agli  stessi  lati.  Questa  soluzione 
appartiene  più  propriamente  alla  Geometria. 

279.  Al  bisogno , sarà  più  comodo  il  ricercare  nella  tavola 
seguente  le  analogie  differenziali  composte  fin  qui.  Avendo  nella 
medesima  espresso  le  infinitesimali  nel  modo  più  gradito  gene- 
ralmente , cioè  col  nome  delle  parti  del  triangolo  , ho  omesso  per 
brevità  R";  e converrà  supplirlo  nel  calcolo,  come  diciamo  a piò 
della  tavola.  Ogni  analogia  infinitesimale  essendo  posta  sotto  la 
sua  corrispondente  finita , si  avrà  sotto  l’occhio  in  questa  ciò  che 
sta  negletto  nell’  altra  ; il  che  servirà  d’ avvertimento  per  tenerne 
conto  nel  calcolo,  quando  sia  d’uopo , e si  possa  farlo.  Le  analogie 
differenziali  finite  danno  il  valore  esatto  di  una  qualunque  delle 
quantità  contenute  in  ogni  analogia.  Non  così  le  infinitesimali 
che  non  sono  atte  a dare , che  prossimamente , il  valore  finito  di 
uno  dei  due  differenziali  contenuti  in  ciascuna.  E se  non  fosse  un 
differenziale  quel  che  si  cerca  , ma  se  , per  esempio , conoscendo 
^AC  , e 8>BC,  si  cercasse  l’angolo  C per  mezzo  dell’  analogia 
(i65) , ^AC  ; S,BC  ” 1 ; cos.C,  l’errore  potrebbe  esser  grave  ; 
giacché  in  generale , nell’  uso  stesso  delle  foratole  rigorose , è cosa 
pericolosa  il  cercar  le  quantità  grandi  per  mezzo  delle  piccole  , 
poiché  un  error  tenue  ne’  piccoli  dati  può  produrre  un  errore 

S 
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considerabile  nella  quantità  grande  che  si  cerca  : se  ne  vedrà  un 
esempio  (799  ).  All’  incontro  , se  nella  stessa  analogia  sia  noto  uno 
dei  due  differenziali,  per  trovar  l’ altro  molto  prossimamente  , basta 
conoscere  presso  poco  l’ angolo  C.  L’ errore  in  una  quantità  grande, 
come  si  suppone  cos.C  per  rispetto  ai  differenziali , produce  ordi- 
nariamente un  errore  insensibile  sopra  una  piccola  quantità  , qual 
si  suppone  il  differenziale  cercato.  Se  ne  è veduto  un  esempio 
(a58). 

Dalle  cose  dette  risulta,  che  il  calcolo  delle  analogie  infinitesi- 
mali è sommamente  comodo,  poiché,  fra  gli  altri  avvantaggi,  non 
esige  che  s’impieghino  le  linee  trigonometriche  con  tener  conto 
dei  minuti  secondi  negli  archi  ad  esse  corrispondenti. 

Tavola  delle  Analogie  differenziali  , finite  e infinitesimali  r 

dimostrale  ( a63  a 277). 

Costanti  AB,  A;  un  lato , e un  angolo  adjacente. 


i-anal.S,AC:{0 :BC:sen.(C— ^C):  iBC-t-^BClsen.C 

(M)...  La  variazione  del  lato  adjacente  all' angolo  costante  sta  alla 
variazione  di  uno  degli  angoli,  come  il  lato  opposto  all’  angolo 
costante  sta  al  seno  dell’angolo  opposto  al  lato  costante. 


2 , (o-ung  tS,C5 


BC  -+*  ì^BC  : tang.  (C  — j3,C). 


(N)...  La  variazione  del  lato  opposto  all’angolo  costante  sta  alla 
variazione  di  uno  degli  angoli,  come  il  detto  lato  sta  alla  tangente 
dell’  angolo  opposto  al  lato  costante. 


3*  ^ac  i &,bc  ::  cos.ic),c  : cos.(C  — ì^C). 

(O)...  La  variazione  del  lato  adjacente  all’ angolo  costante  sta  alla 
variazione  del  lato  opposto,  come  il  raggio  al  coseno  dell’  angolo 
opposto  al  lato  costante. 
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Costanti  BC , A \ un  lato , e l’ angolo  opposto. 

4‘  ì9>AB  : sen.i^C  o — scn.ì8,B  : : AB  ; 

5*  — i^AC  : sen.ì^C  o — sen.-^B  ::  AC  ; cos  ( 

(P)...  La  variazione  di  un  lato  alla  variazione  di  un  angolo , come 
il  medesimo  lato  alla  tangente  dell’angolo  opposto. 


& B,ab  : — b>ac  ::  cos.(C-t-iB,C)  : cos.cb  — ib>b). 

(Q)...  Le  variazioni  de’  lati  sono  proporzionali  ai  coseni  degli 
angoli  opposti. 


Costanti  AB  , AC  ; due  lati. 

7*  tang.i8,B  I tang.jfyC  I I tang.(Bn-;  B,B)  I tang.(C-t-3  ^C). 

(R) ...  Le  variazioni  degli  angoli  opposti  ai  lati  costanti  sono 
proporzionali  alle  tangenti  degli  angoli  stessi. 

8*  — i B^BC  i tang.i  B*B  II  BC  — ì B»BC  I cot.(C  H- 1 B»C). 

9*  — iB,BC  i tang.i  B,C  - BC  — i B>BC  I cot.(B  H-i  8>B). 

(S) ...  La  variazione  del  lato  sta  a quella  di  un  angolo  adjacente , 
come  il  medesimo  lato  alla  cotangente  dell’  altro  angolo  adja- 
cente. 

io*  — sen.i  B^A  ! sen.ìB*B  II  BC  — IB^BC  I AC  cos.(C-t-  ì B»C).- 

li*  — scn.iB^A  I $en.iB*C  II  BC  — ìB|BC  I AB  cos.(B-t-iBiB). 

(T) ...  La  variazione  dell’  angolo  opposto  al  lato  variabile  sta  a 
quella  di  un  angolo  adjacente,  come  il  Iato  variabile  sta  al  lato 
costante,  che  è opposto  al  detto  angolo  adjacente , moltiplicato 
pel  coseno  dell’altro  angolo  adjacente. 

12*  — sen.j  B(A  I — i B*BC  1 1 cos.;B|B  I AC  sen.(C  -4-  \ B>C). 

i3*  — sen.  j B*A  I — j B*BC  1 1 cos.  ì B|C  I AB  sen.  (B  H-i  8|B). 

(V)...  La  variazione  dell’  angolo  opposto  al  lato  variabile  è a quella 
del  detto  lato , come  il  raggio  sta  al  seno  di  uno  degli  altri  due 
angoli,  moltiplicato  per  il  lato  costante  che  gli  è contiguo. 

Si  avverta  , che  nelle  analogie  infinitesimali  noi  supponiamo  sempre  che  le  variazioni  degli 

angoli  (le  quali  si  prendono  io  secondi  ) sieno  divise  per  R " , ( 262). 

Sij 
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280.  Le  analogie  precedenti,  e massime  le  infinitesimali,  pos- 
sono moltiplicarsi  col  mezzo  di  sostituzioni.  Per  esempio , se  si 
cercasse  il  valore  di  uno  dei  differenziali  nell’analogia  (267), 
3) AB  i I AB  I tang.C , e che  non  fosse  noto  il  lato  A13,  ma 
si  conoscessero  gli  angoli  B , C , e il  lato  AC , potrebbe  trovarsi  con 

questi  dati  il  valore  numerico  del  lato  AB  = , per  poi 

impiegarlo  nella  suddetta  analogia.  Ma , se  in  vece  di  sostituire  il 
valore  numerico  di  AB,  si  sostituisce  il  suo  valore  analitico  dato  on 
ora,  l’analogia  diverrà,  3)AB  ! 3)C  AC  cos.C  sen.B  , e il 
calcolo  sarà  più  spedito.  Lo  stesso  si  dica , se  si  conoscessero  AB , 
AC,  e A;  e se  l’angolo  C fosse  ignoto  : sostituendo  il  valore 
(229)  di  tang.C,  si  avrà  9,  AB  I 3)C  ! I AC  — AB  cos.A  ! sen.A. 
Si  faranno  dunque  queste  sostituzioni  secondo  il  bisogno;  omet- 
tendole noi  qui,  perchè  abbiamo  proposto  di  estenderci  maggior- 
mente nelle  Analogie  differenziali  della  Trigonometria  sferica,  che 
sono  di  maggior  uso , ed  alle  quali  potrà  ricorrersi  anche  per  la 
rettilinea , essendo  facile  di  ridurle  agli  usi  della  medesima , come 
si  vedrà  (727). 

281.  Due  sono  i modi  per  calcolare  le  analogie  differenziali 
finite , quando  anche  la  seconda  ragione  contiene  il  differenziale, 
cercato  : per  esempio , suppongo  che  si  cerchi  ^C  per  l’ analogia 
(279,  i*),che  dà — sen.9)C  = ^£  X sen.(C  — 3)C).- 

Il  primo  modo  è il  seguente,  indicato  anche  (1 63  verso  il  fine). 
Non  potendosi  impiegare  nel  calcolo  sen.(C  — 3)C  ),  poiché  3)C  è 
ignoto , s’ impieghi  scn.C,  e si  avrà  un  valor  prossimo  di  9|C  , 
purché  9|C  sia  notabilmente  più  piccolo  di  C.  Con  questo  valor- 
prossimo  di  8,C  si  sostituisca  nel  calcolo  sen.(C  — 3)0)  in  luogo 
di  sen.C,  e si  avrà  un  altro  valore  più  prossimo  di  3)C.  Se  questo 
secondo  valore  non  fosse  ancora  si  esatto , come  si  desidera  ; 
impiegandolo  in  vece  del  primo  , se  ne  troverebbe  un  terzo  molto 
più  esatto  ; e così  discorrendo.  Ordinariamente  il  calcolatore  com- 
prende dal  primo  calcolo  qual  sia  presso  poco  il  valore  esatto  di 
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8)C,  ed  ottiene  il  suo  intento  con  una  sola  correzione  di  sen.C  in 
sen.(C  — fyC). 

282.  Il  secondo  modo  consiste  in  risolvere  1’  equazione  , ridu- 
cendo l’ incognita  da  una  sola  parte  : ina  in  questa  operazione  non 
si  deve  tener  conto  del  seguo  negativo  di  sen.^C , che  sarebbe  di 
nocumento  , e che  fu  da  noi  applicato  solamente  per  indicare  die 
C diminuisce  quando  AC  aumenta  (252).  Si  sviluppi  scn.  (C  — fyC), 
(II.  2*) , e dividendo  l’equazione  per  sen.  , si  avrà 


cot.SjC 


BC  -f-  cos.C  X 8»AC 
sen.C  X b>AC 


Peraltro  questo  modo  none  comodo  all’  uso  dc’logaritmi;cd  inoltre 
dà  in  certi  casi  un’  equazione  complicata  di  secondo  g-ado  , come , 
per  esempio, se  si  cercasse  per  l’analogia  (279,  2’),  sviluppando 
tang.(C  — |^C),  (II.  6*). 

283.  Se  una  parte  sola  del  triangolo  sìa  costante , le  stesse  ana- 
logie (279)  serviranno;  ma  bisogna  conoscere  due  variazioni  per 
poter  trovar  tutte  le  altre.  Parlo  delle  analogie  infinitesimali  sola- 
mente, giacché  rare  volte  potrà  applicarsi  il  metodo  seguente 
alle  difFerenziali  finite , a cagione  che  esigono  molti  dati , e poco 
si  accomodano  alle  sostituzioni. 


Sia  il  triangolo  DTS , il  qual  si  converta  in  DES,  conservando  pjg 
costante  il  solo  lato  DS.  Sia  noto  il  valore  di  EDT  =-4-  ^D,  e 
quello  di  TSE  = -+-  9,S.  Si  cerchi , per  esempio,  la  variazione  di 
DT  che  divien  DE. 


Prolungando  , se  fa  bisogno,  DT  finché  s’incontri  in  SE  , si 
consideri!  prima  il  triangolo  DTS  convertito  in  DRS , conservando 
costanti  un  lato  DS,  e un  angolo  adjacentc  D.  Poiché  si  conosce 
8tS  , si  avrà  la  variazione  TR  di  DT , che  in  questo  caso  è il  lato 
adjacentc  all’  angolo  costante  D,  dall’  analogia  (M),  (279),  che 
dà  8)DT  I ^S  TS  l sen.T.  Osservo  che  S è l’ angolo  variabile 
adiacente  al  lato  costante  , e che  però  tiene  il  luogo  di  B nell’ana- 
logia (279,  i*).  Concludo  che,  <^S  essendo  dato  positivo,  qual  è 
ivi  8*B,  9)DT  deve  essere  positivo,  poiché  corrisponde  a ^AC.- 
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Tale  ce  lo  dimostra  la  fig.  19  ; ma  in  generale  non  conviene  fidarsi 

delle  figure  in  questa  specie  di  soluzioni.  Si  ha  dunque  J^DT  = 

Questa  equazione  dà  la  differenza  da  DT  a DR.  Per  aver  la 
differenza  cercata  da  DT  a DE,  resta  da  conoscere  quella  da  DR  a 
DE.  Si  consideri  il  triangolo  DSR  convertito  in  DSE , conservando 
costanti  un  lato  DS  e un  angolo  adjacentc  DSR.  Poiché  si  conosce 
S)D , e si  cerca  la  variazione  di  DR,  che  è il  lato  opposto  all’ an- 
golo costante , l’analogia  conveniente  al  caso  sarà  la  (N),  (279); 
e si  avrà  9,DR  I 3^D  1 1 DR  '.  tang.R.  Osservo  che  D corrisponde 
a B nell’analogia  (279,  2*),  e ragionando  come  qui  sopra  con- 
chiudo che  <^DR  deve  essere  positivo.  Dunque  conviene  aggiun- 
gere il  valore  di  ^DR  a quello  trovato  prima  di  ^DT  nel  triangolo 
DTS , o sia  di  DR  — DT  , per  avere  il  valore  intiero  cercato  di 

8>DT,o  di  DE  — DT.  E però  8,DT  = 8,S  X -+-  8»D  X 

— --g.  Ponendo  DT  in  vece  di  DR , e T in  vece  di  R , come  si  è 

t ang.  1\  11 

fatto  sempre  nelle  analogie  infinitesimali,  dove  s’ impiegano  sola- 
mente le  parti  del  triangolo  primitivo  ABC  , a cui  corrisponde 
DTS  in  questo  caso , si  avrà 

TYp  TS  frS  -f-  DT  cos.T 
^ ' aen.T 

284.  Essendo  costante  una  sola  parte  del  triangolo,  che  chiamo 
prima , ed  essendo  date  le  variazioni  di  due  altre  parti , che  chiamo 
seconda,  e terza,  il  metodo  generale,  per  conoscere  la  variazione 
di  un’  altra  qualunque  delle  tre  rimanenti  parti  del  triangolo , che 
chiamo  quarta  , sarà  dunque  il  seguente. 

Considerando  costanti  la  prima  e la  seconda , si  prenderà  nella 
tavola  (279)  l’analogia  conveniente  per  calcolare  la  variazione  o 
l’ effetto , che  produce  sulla  quarta  il  cangiamento  cognito  della 
terza.  Considerando  costanti  la  prima  e la  terza , si  troverà  simil- 
mente l’ effetto , che  produce  sulla  quarta  il  cangiamento  cognito 
della  seconda.  La  somma  di  questi  due  effetti  sarà  in  tutti  i casi  la 
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variazione  cercata.  Dico  la  somma  in  tutti  i casi , perchè  suppongo 
che  si  prendano  le  analogie  infinitesimali  nella  tavola  (279),  con 
dare  ai  differenziali  que’  segni  che  si  troveranno  avere  nelle  ana- 
logie finite  corrispondenti , o i segni  contrarj  quando  i dati  lo 
esigano  (252, 283).  Si  vedranno  diverse  applicazioni  di  questo 
metodo  (782 , 785 , &c). 

L’aver  noi  dunque  tenuto  conto  de’  segni  dei  differenziali  nel 
comporre  le  analogie,  dispensa  dal  formare  figure  esatte,  che 
talvolta  sarebbero  complicate  ed  imbarazzanti , e nel  caso  di  cui  si 
tratta , e molto  più  nel  seguente. 

285.  Allorché  nessuna  parte  del  triangolo  è costante , conos- 
cendo tre  variazioni,  si  troveranno  tutte  le  altre  col  metodo  stesso. 
Essendo  date  le  variazioni  di  tre  parti  del  triangolo  , che  chiamo 
prima  , seconda,  e terza  : per  conoscere  la  variazione  di  una  qua- 
lunque delle  altre  tre  parti  del  triangolo  , che  chiamo  quarta  ; sup- 
ponendo costanti  la  prima  e la  seconda , si  troverà,  come  sopra, 
l'effetto  che  produce  sulla  quarta  il  cangiamento  cognito  della 
lena;  supponendo  costanti  la  prima  e la  terza  , si  troverà  l’effetto 
che  produce  sulla  quarta  il  cangiamento  cognito  della  seconda;  e 
supponendo  costanti  la  seconda  e la  terza  , si  troverà  l’effetto  che 
produce  sulla  quarta  il  cangiamento  cognito  della  prima.  La 
somma  di  questi  tre  effetti , presi  coi  loro  segni  rispettivi,  sarà  l’ ef- 
fetto totale  , o la  variazione  cercata. 

La  tavola  (279)  somministra  dunque  le  analogie  differenziali 
per  tutti  i casi  possibili.  Aggiungerò  solamente  ancora  alcune  espres- 
sioni , che  vengono  usate  frequentemente  nell’  Analisi  infinitesi- 
male. 

286.  In  un  triangolo  rettilineo  rettangolo,  Indifferenza  dall’ ipo- 
tcnusa al  lato  maggiore , quando  è molto  piccola , è uguale  alla 
metà  del  quadrato  del  lato  minore , divisa  per  V ipotcnusa. 

Poiché  in  un  triangolo  ABC  rettangolo  in  A siha(2i3,  14’),  Flg.20 

BC  — AB  = ab  ’ chiamando  B»BC  la  differenza  dall’  ipote- 
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Fig.20  nusa  BC  al  lato  maggiore  AB  , ne  segue  che  AB  = BC  — ^BC , e 

però  BC  — AB  = ;BglC‘pc  = «Bc-hm’  Quando  ^BC  è 
molto  piccolo  rcspettivainentc  a BC , si  può  metter  BC  in  luogo  di 
(BC  — i 9,BC) , (253).  Dunque  BC  — AB  = t*£l. 

287.  Il  seno  verso  di  un  arco  molto  piccolo  è uguale  alla  metà 
del  quadrato  dell’  arco  stesso. 

Se  con  l’ ipotenusa  per  raggio  si  descrive  l’ arco  CD  fino  all’  in- 
contro di  AB  prolungato,  si  vedrà  che  BC  — AB  = AD  = 
sen.v.CD,  (4),  e che  AC  = sen.CD.  Ma  quando  il  seno  è molto 
piccolo,  si  può  prendere  l’ arco  in  sua  vece  (259).  Con  queste 
sostituzioni  l’equazione  finale  dell’  articolo  precedente  diviene 
sen.v.  CD  = = j CD3,  se  si  fa  al  solito  il  raggio  BC  = 1 . 

Questo  è il  valore  che  dà  pure  la  seconda  equazione  (i54), 
giacché  sen.v.  A = 1 — cos.A  = ÌA3,  se  si  negligono  le  po- 
tenze ulteriori  di  A,  che  hanno  un  valore  insensibile  respettivamente 
ad  A3,  quando  A è molto  piccolo. 

288.  L’ eccesso  della  secante  sul  raggio , quando  l’arco  è molto 
piccolo  , è uguale  alla  metà  del  quadrato  dell’arco  stesso. 

DE  essendo  la  tangente,  e BE  la  secante  (7)  del  piccolo  arca 
CD , si  cerca  il  valore  di  CE , che  anche  si  chiama  la  distanza  della 
tangente  dall’arco.  Ora  AB  ! BC  ! ! AD  CE=  — - *B  ""  ^ 
BC  * ~^c  , (287,  286).  Dunque  , negligendo  come  sopra  &,BC  , 
resta  CE  = jCD3. 

Quindi  si  vede , che  nel  calcolo  infinitesimale  il  seno  verso  si 
considera  eguale  all’  eccesso  della  secante  sul  raggio. 

Un’  espressione  esatta  di  questo  eccesso , la  qual  può  esser  co- 
moda in  qualche  caso,  si  ha  dalla  formola  (I.  27’) , che  dà  — 
1,0  vero  sec.A — 1 = tang.A  tang.  jA. 

CAPITOLO 
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Pratiche  della  Trigonometrìa  rettilinea  sul  terreno. 


289.  Parleremo  in  primo  luogo  della  maniera  di  prendere  la 
misura  attuale  di  una  distanza  e di  un  angolo , giacché  queste  sono  le 
operazioni  fondamentali  che  forniscono  i dati  per  calcolar  le  altre 
parti  ignote  d’un  triangolo  , come  si  sarà  già  osservato  negli 
esempj  (4® » 5o,  2l5,  &c. ).  Essendo  molto  più  facile  la  misura 
degli  angoli , che  quella  de’  lati,  si  misura  ordinariamente  un  lato 
solo  ; e questo  si  chiama  la  base. 


Della  maniera  di  misurare  la  base. 


Sia  proposto  di  misurare  sopra  il  terreno  la  distanza  AB. 

, Si  comincierà  dal  piantare  verticalmente , col  mezzo  del  filo 
a piombo , due  pali  ben  dritti  AC , BD , ne’  punti  estremi  A e B. 
Questi  pali , che  alcuni  anche  chiamano  paline  o bifFe,  sogliono 
avere  la  punta  inferiore  armata  di  ferro,  per  maggior  facilità  di 
piantarli,  e la  punta  superiore  guarnita  di  una  cartuccia,  per 
agevolare  la  direzione  del  raggio  visuale  figurato  dalla  linea  pun- 
teggiata CD.  Stando  l’Osservatore  con  l’occhio  in  C o in  D,  farà 
piantare  di  tratto  in  tratto  altri  pali  a piombo  , e che  siano  nel 
tempo  stesso  sulla  direzione , o sia  nel  piano  verticale  , del  raggio 
visuale  CD  Spiano  verticale  è quello  che  prolungato  mentalmente 
passa  per  il  centro  della  Terra,  che  noi  supporremo  sferica  in  tutto 
questo  Capitolo , giacché  la  sua  ellitticità  è affatto  insensibile  nelle 
operazioni,  di  cui  si  tratta).  Queste  paline  si  moltiplicano  quanto 
bisogna  , perchè  il  perticatore,  tenendo  l’occhio  ad  esse  , possa 
seguitar  misurando  la  linea  dritta  AB  senza  appartarsi  nè  a destra , 
nè  a sinistra.  Volendo  proceder  con  più  sicurezza , si  farà  un 
piccolo  solco  da  A fino  in  B , stando  spesso  con  l’occhio  nel  piano 

T 
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i verticale  delle  paline  per  fare  il  solco  ben  dritto  ; o vero  si  tirerà 
ima  cordicella  da  una  palina  all’altra.  La  misura  si  prende  poi  con 
un  compasso  grande  , o con  una  catenella  di  grosso  filo  di  ferro  , 
o con  la  pertica  adottata  nel  paese.  Tanto  la  lunghezza  della  ca- 
tenella, quanto  l’apertura  del  compasso,  o sia  la  distanza  delle 
due  punte, giova  che  siano  parti  aliquote  della  pertica, o di  qualche 
misura  ben  nota.  Il  compasso  deve  esser  formato  solidamente,  e tale 
che  non  possa  cangiar  di  apertura  durante  l’operazione.  Si  por- 
ranno successivamente  le  punte  del  compasso,  o la  catenella  ben 
tesa,  o la  pertica , nel  solco , o rasente  la  cordicella  ; e così  si  potrà 
misurare,  con  precisione,  di  quante  pertiche  sia  la  distanza  AB. 
Se  si  hanno  due  pertiche,  si  opererà  più  speditamente,  e con  più. 
scurezza, mettendo  successivamente  in  contatto  le  loro  teste, sicché 
la  pertica  prima  diventi  seconda , e così  alternativamente. 

290.  Questa  misura  suppone  che  il  terreno  sia  tutto  piano  da 
A fino  in  B;  eia  distanza  misurata  si  chiama  allora  distanza  oriz- 
zontale. In  rigor  matematico , due  punti  della  superficie  terrestre, 
per  quanto  siano  vicini  fra  essi , non  possono  aver  gli  orizzonti  loro 
in  un  medesimo  piano , a cagione  della  sfericità  della  Terra.  Ma 
la  differenza  dall’  arco  alla  corda  è insensibile  affatto  in  questa  sorte 
d’operazioni.  Le  basi  più  lunghe,  che  siano  state  misurate  fin  oggi, 
vanno  a 36ooo  piedi  di  Parigi  circa.  Questa  distanza  corrisponde 
ad  un  arco  un  poco  più  grande  di  6';  il  che  si  trova  con  la  pro- 
porzioneseguente : Il  raggio  della  Terra  espresso  in  piedi  (223), 
è ad  un  arco  terrestre  espresso  in  piedi,  come  il  raggio  della  tavola 
(AA),  o sia  1 , è ad  un  arco  della  tavola  stessa.  Chiamando  A 
quest’  arco,  si  ha  dunque  A = . La  differenza  dall’arco  alla 

corda  è A1 , negligendo  i termini  ulteriori  dell’  ultima  serie  ( 1 52) , 
come  insensibili.  Questa  differenza  in  parti  di  R.  = 1 è dunque 
(t^)3  X Conviene  moltiplicare  questo  valore  per  il  raggio  della. 
Terra,  o sia  per  R = 19630000  , onde  aver  detta  differenza, 
espressa  in  piedi , o frazion  di  piede  -,  e si  trova  che  un  arco  della 
Terra  lungo  36ooo  piedi  è maggior  della  corda , che  gli  è sottoposta , 
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di  ^ di  piede  solamente  : donde  si  vede  che  un  tale  arco  puh 
prendersi  senza  il  minimo  scrupolo  per  una  linea  retta  , in  qua- 
lunque sorte  di  operazione  più  dilicata  di  geodesia.  Quando  l’arco 
si  voglia  in  minuti  e secondi,  si  porrà  R",  (262) , in  vece  di  1 , 
nell'  analogia  data  qui  sopra. 

291.  Se  il  terreno  della  base  fosse  inclinato,  ed  ineguale,  si 
procederà  come  segue.  Stabilita  la  dirittura  della  base  BC  con  le 
paline,  &c.  ,si  prenderà  la  misura,  tenendo  sempre  (292)  le  per- 
tiche orizzontali,  come  ac,  be , &c.  Le  perpendicolari  punteg- 
giate DC , Ec,  &c. , rappresentano  il  filo  a piombo , il  qual  deve 
radere  le  teste  delle  due  pertiche  , superiore  , e inferiore  , onde 
assicurarsi  che  dove  una  finisce  , comincia  l’altra;  senza  la  qual 
condizione  è evidente  che  la  misura  non  sarebbe  giusta.  Con  tale 
operazione  la  somma  delle  pertiche  ac,  be,  dm,  hB  è uguale  alla 
distanza  orizzontale  AC  dei  punti  B , e C. 

Se  poi  si  cerca  la  distanza  effettiva  BC  dei  punti  medesimi , si 
potrebbero  misurare  a mano  a mano  le  altezze  aC  , bc , de , Am, 
la  somma  delle  quali  è uguale  ad  AB  : per  il  che  conoscendo  AC 
e AB , si  ricaverebbe  col  calcolo  (2i3 , i8‘)  la  lunghezza  dell’  ipo- 
tenusa BC.  (Se  il  terreno  monta  e discende  alternativamente,  è 
chiaro  che,  per  avere  AB , convien  sottrarre  la  somma  delle  diffe- 
renze di  altezza  delle  pertiche  nel  discendere  , dalla  somma  delle 
differenze  nell’ ascendere).  Ma  la  misura  di  AB  si  prende  più  fa- 
cilmente con  la  livellazione  ordinaria  che  si  usa  da  ogni  Ingegnere , 
ed  Agrimensore.  Più  agevole  ancora  è l’uso  del  barometro  (3i  1). 
Finalmente  la  via  più  breve  è di  prender  cogl’istromenti^ó  e stfgg.  ) 
la  misura  dell’  angolo  ACB , col  quale  e col  lato  AC , si  trova  BC , 
( 2 1 3 , 8*). 

292.  Per  tenere  le  pertiche  orizzontali  nella  misura  de’  terreni 
inclinati  si  fa  uso  del  livello.  Ve  ne  ha  di  più  specie  e di  più 
forme.  La  fig.  23  rappresenta  un  livello  d’aria.  Un  tubo  di  vetro 
FE , chiuso  ermeticamente  , è ripieno  di  qualche  liquore  , il  più 
delle  volte  di  spirito  di  vino,  nel  quale  galleggia  una  bolla  d’aria. 

Tij 
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Posando  questo  stromento  sopra  la  pertica,  si  alzerà  , o abbasserà 
la  testa  della  pertica , che  è in  aria , ( per  esempio , la  lesta  a della 
pertica  ac  nella  fig.  22  ) finché  la  bolla  si  ferini  in  G nella  parte 
di  mezzo  del  tubo  , che  suole  esser  segnata  con  due  tratti.  Allora 
la  pertica  sarà  parallela  all’  orizzonte. 

2p3.  Le  cose  dette  sono  più  che  sufficienti  per  le  misure  ordi- 
narie inservienti  all’  Agrimensura,  alla  Topografia  ed  alla  Geogra- 
fia. Nelle  intraprese  più  delicate  , come  sarebbe  quella  di  determi- 
nar la  lunghezza  di  un  grado  della  Terra,  bisogna  usare  molte 
altre  avvertenze  più  scrupolose,  che  noi  omettiamo  qui  per  non 
dilungarci  inutilmente , giacché  in  tali  casi  è indispensabile  d’aver 
sotto  gli  occhi  i Trattati  particolari , come  , per  esempio , la  Figure 
de  la  Terre  , par  Bouguer , e quello  intitolato  de  Expcditione  lit- 
teraria , li  ornar,  1 7 55 , dove  l’ insigne  Matematico  P.  Boscovich  ha 
dato  un  tesoro  di  metodi  ingegnosi  d’Astronoinia  pratica,  e di 
soluzioni  d’un  gran  numero  di  problemi  astrusi , relativi  alla  figura 
della  Terra  , cavate  dalla  pura  Geometria. 

Della  maniera  dì  prendere  gli  angoli  sul  terreno : 

Ti' 24  294*  ® P*ù  comodo,  e forse  il  più  antico’  degl’  istromenti 

D inventati  per  prendere  gli  angoli  sul  terreno,  è la  Tavoletta.  Questa 
è in  fatti  una  tavoletta  ben  piana , d’ un  piede  e mezzo  circa  in 
quadro  , sostenuta  ordinariamente  da  tre  piedi , e montata  con 
diversi  artifizj  per  inclinarla  all’  orizzonte  , secondo  il  bisogno.  Le 
migliori  Tavolette  sono  quelle  che  possono  moversi  in  ogni  scuso 
con  facilità  ; che  sono  solide  e forti  a segno  di  conservare  immu- 
tabilmente l’ inclinazione , in  cui  vengono  poste  e fissate  , e che 
sono  meno  soggette  a corrompersi , ed  incurvarsi , per  le  varia- 
Fig.25  zioni  del  caldo  , del  freddo  e dell’  umido.  FG  è un’  alidada  , o sia 
regola  di  rame  , guarnita  di  due  traguardi , che  servono  a dirigere 
il  raggio  visuale.  Per  prendere  l’angolo  formato  da  due  oggetti, 
Fig.24  come  B e C,  veduti  da  un  punto  di  stazione, al  qual  suppongo 
corrispondere  a piombo  un  punto  A della  Tavoletta;. fissata  prima 
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su  di  essa  una  carta  ben  tesa , vi  si  applicherà  l’alidada  in  maniera 
che, mirando  per  li  traguardi  l’oggetto  B,  possa  tirarsi, radendo  e 
tenendo  ben  ferma  la  regola , una  linea  indefinita  Ab.  Nello  stesso 
modo  , mirato  per  li  traguardi  1’  oggetto  C,  si  tirerà  ujia  linea  Ac. 
L’angolo  cAb  sulla  carta  sarà  l’angolo  cercato  CAB. 

Sarà  facile  determinar  sul  terreno  il  punto  corrispondente  al 
punto  A della  carta,  sospendendo  successivamente  agli  orli  ni,  n 
della  Tavoletta  un  filo  a piombo  che  discenda  fino  a pelo  del 
suolo,  e trasportando  sull’intervallo  fra  un  piombo  e l’altro,  sul 
terreno  , una  delle  due  distanze  A ni , o A n , misurata  orizzon- 
talmente. 

29 5.  Se  vuol  sapersi  di  quanti  gradi  sia  1’  angolo  bAc,  se  nc 
prenderà  la  misura  con  un  semicircolo  di  rame , o di  corno  , 
come  s’insegna  negli  Elementi  di  Geometria.  Volendosi  avere 
questa  misura  con  più  precisione , si  prenderà  col  compasso  una 
porzione  AD  = AE  sulle  rette  Ab,  Ac,  e DE  sarà  la  corda  dell’an- 
golo A per  il  raggio  AE.  Si  misureranno  sopra  una  scala  di  parti 
eguali  le  linee  AE,  DE;  e l’angolo  A sarà  conosciuto  per  mezzo 
delle  tavole  de’ seni , giacché  AE  DE  * * 1 ; asen.iA , (247). 

Questo  è pure  il  modo  più  esatto  per  formar  sulla  carta  un  an- 
golo dato , tirando  una  linea  AE  di  lunghezza  arbitraria  , e con 
essa  per  raggio , e il  punto  A per  centro , descrivendo  un  arco , che 
poi  si  taglia  in  D con  un  intervallo  ED,  il  qual  si  determina  calco- 
lando l’analogia  data  or  ora.  Quando  nelle  due  operazioni  pre- 
cedenti non  si  esige  un’  estrema  esattezza , si  può  evitare  il  calcolo, 
facendo  uso  della  scala  delle  corde , che  sempre  si  trova  ne’  com- 
passi di  proporzione. 

296.  Il  secondo  istromcnto  più  usitato  per  prendere  gli  angoli 
sul  terreno  è il  grafometro.  Questo  è un  semicircolo  di  metallo, 
diviso  di  grado  in  grado,  o vero  di  mezzo  in  mezzo  grado  , il  qual 
porta  un’  alidada  mobile  EC,  guarnita  di  traguardi,  e imperniata 
sul  centro  A dell’ istromento  , e due  traguardi  stabili,  perpendico- 
lari al  piano  del  semicircolo,  sulle  estremità  del  diametro  clic  passa 


Fig.26 


Fig.27 
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per  le  divisioni  segnate  o,  e 180.  Le  due  estremità  dell’ alidada 

portano  ordinariamente  alcune  divisioni  formate  con  l’ artifizio 

seguente. 

Supponendo  il  grafometro  diviso  di  3o'  in  3or,  se  si  prende 
un  intervallo,  per  esempio,  di  14  divisioni , o sia  di  sette  gradi, 
e che  questo  intervallo,  preso  sui  lembi  dell’alidada,  venga  diviso 
in  i5  parti  eguali , è cosa  chiara  che  ognuno  di  questi  spazj  varrà 
•£,  o sia  28'.  La  prima  divisione , segnata  o sull’alidada,  deve  cor- 
rispondere al  giusto  mezzo  de’  traguardi , o sia  esser  nel  medesimo 
piano  de’  fili  verticali,  che  sogliono  esser  situati  nel  mozzo  de’  tra- 
guardi. Questa  divisione,  che  anche  si  chiama  la  linea  di fede , indica 
a qual  delle  divisioni  del  grafometro  corrisponda  la  direzione  del 
raggio  visuale.  Suppongo  che  la  detta  divisione  si  trovi  battere  sul 
grafometro  fra  quella  di  40°  1 e quella  di  40°  3o'.  Per  sapere  di 
quanti  minuti  sia  distante  dalla  divisione  di  40°  il  punto  del  gra- 
fometro , che  corrisponde  a zero  dell’  alidada  , si  tenga  ferma 
l’alidada,  e si  cerchi  fra  le  divisioni  di  essa,  qual  sia  quella  che 
meglio  coincide  con  una  di  quelle  del  semicircolo.  Suppongo  che 
sia  la  settima  divisione  dell’  alidada , la  qual  coincida  con  quella  di 
43°  del  grafometro.  Poiché  l’intervallo  di  sei  spazj  sull’alidada  ,fra 
la  prima  e la  settima  divisione,  vale  6 X 28'  = 20  48',  ne 
viene  che  la  prima  divisione  dell’  alidada  corrisponde  sul  gra- 
fometro ad  un  punto  situato  a 43°  — a°  48'  = 40°  12'.  Se  fosse 
la  ottava  divisione  dell’  alidada  che  coincidesse  con  quella  di 
43°  3o',  si  troverebbe  nel  modo  stesso  che  il  zero  dell’alidada 
corrisponderebbe  a 4°°  Si  comprenderà  facilmente  che, 
nella  costruzione  da  noi  supposta,  le  divisioni  dell’  alidada  suddi- 
vidono gli  spazj  del  semicircolo  di  a'  in  a'.  Il  lembo  che  porta 
questa  specie  di  divisioni  si  chiama  il  nonio. 

Il  grafometro  deve  esser  montato  sopra  un  piede  ben  solido, 
e con  tali  artifizj  da  poter  situare  il  piano  del  semicircolo  in  tutte 
le  posizioni , orizzontale  , verticale , e inclinata  all’  orizzonte.  I 
migliori  grafometri  son  guarniti  di  certe  viti  die  servono  ai  piccoli 
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movimenti , tanto  per  finire  di  mettere  con  ogni  esattezza  il  piano 
dell’  istromento  nell’ inclinazione  desiderata,  quanto  per  finire  di 
mettere  l’alidada  nella  giusta  direzione  verso  l’oggetto , a cui  tende 
il  raggio  visuale  che  passa  perii  traguardi.  I buoni  grafometri,  in 
luogo  de’  traguardi , hanno  due  cannocchiali , uno  fisso  sul  semi- 
circolo parallelamente  a quel  diametro  che  passa  realmente  o 
mentalmente  perle  divisioni  segnate  o e 180.  Questo  cannocchiale 
è applicato  alla  superficie  di  sotto  del  semicircolo,  a fine  di  non 
impedire  il  giro  dell’  alidada.  Questa  poi  porta  il  secondo  cannoc- 
chiale , il  quale  giova  che  possa  inclinarsi  un  pochetto  vertical- 
mente sul  piano  della  medesima.  Ciascuno  dei  detti  cannocchiali 
deve  avere  due  fili  ben  tesi  in  croce  nel  foco  comune  delle  lenti  t 
o pure  anche  un  solo  filo  teso  verticalmente.  Finalmente  il  grafo- 
metro porta  una  bussola,  la  qual  serve  per  determinare  l’angolo 
che  fa  il  raggio  visuale  con  la  linea  meridiana,  come  sarà  spiegato 
qui  appresso  più  chiaramente  (34o). 

297.  Si  concepirà  facilmente  l’uso  del  grafometro.  Volendo  Fig.27 
misurar  la  distanza  angolare  di  due  oggetti,  F,G, veduti  da  un  punto 
qualunque  , si  collocherà  perpendicolarmente  su  questo  punto  il 
centro  A del  grafometro,  e s’inclinerà  , o disporrà  l’ istromento  in 
maniera  che , rimirando  per  li  traguardi  stabili , il  filo  verticale  si 
scorga  divider  per  mezzo  uno  degli  oggetti  F , e che  nel  medesimo 
tempo  il  piano  dell’  istromento  , se  fosse  prolungato  , vada  ad 
incontrare  l’ altro  oggetto  G.  Allora  si  farà  girar  l’alidada  EC , finché 
il  filo  de’suoi  traguardi  spartisca  per  mezzo  l’oggetto  G.  Si  osserverà 
a qual  punto  del  semicircolo  corrisponda  la  linea  di  fede  dell’  ali- 
dada. La  distanza  di  questo  punto  dalla  prima  divisione  del  grafo- 
metro in  B , è l’arco  BC,  il  quale  indicherà  di  quanti  gradi  e minuti 
sia  l’angolo  BAC,  o vero  FAG  , che  è l’angolo  cercato. 

Quest’  angolo  misurato  nel  piano  comune  ai  tre  punti  A,  F,  Gr 
non  è uguale  all’  angolo  FAG  misurato  sul  piano  orizzontale  del 
punto  A , se  non  quando  i punti  F e G siano  situati  in  quest’  ultimo 
piano,  come  farò  vedere  (3ai).  Si  troverà  poi  (322)  il  modo  di 
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valutare , e correggere  questa  differenza.  Tal  correzione  si  risparmia, 
se  il  grafometro  è armato  di  cannocchiali , quando  uno  solo  degli 
oggetti  è situato  fuori  dell’  orizzonte  dell’  osservatore.  Allora  si  può 
collimare  all’oggetto  medesimo,  mediante  il  piccolo  moto  verticale 
che  abbiamo  supposto  (296)  al  cannocchiale  dell’alidada,  quan- 
tunque il  piano  del  semicircolo  sia  collocato  orizzontalmente. 

298.  Prima  di  far  uso  di  un  istromento,  è cosa  essenziale  di 
assicurarsi  della  sua  bontà  : e si  può  esigere  che  l’ artefice  la  gius- 
tifichi , o porga  i mezzi  di  riconoscerla.  Per  le  operazioni  ordinarie, 
le  piccole  imperfezioni  sono  insensibili.  Gli  errori  forti  facilmente 
si  scoprono.  Dirò  dunque  poche  parole  su  questo  punto. 

La  prima  cosa , che  deve  verificarsi  in  un  grafometro , si  è , che 
i raggi  visuali , che  passano  per  li  traguardi  stabili  e per  quelli 
dell’  alidada,  si  taglino  nel  punto  preciso  che  corrisponde  al  cen- 
tro del  semicircolo;  e che  l’arco  di  1800  sia  giusto  , cioè  che  le 
divisioni  segnate  o e 180  siano  nel  luogo  preciso  che  ad  esse 
conviene.  Per  tutto  questo  basta  osservare , se  i quattro  fili  si  con- 
fondono insieme  in  un  medesimo  piano , quando  i zeri  de’  nonj 
dell’  alidada  coincidono  perfettamente  colle  suddette  divisioni;  se 
ciò  succede  in  ambe  le  posizioni  dell’  alidada , cioè  tanto  quando 
27  il  traguardo  E è dalla  parte  del  traguardo  D , come  quando  il  me- 
desimo traguardo  E è dalla  parte  del  traguardo  B ; e finalmente 
se  , girando  l’alidada  , l’ orlo  de’  nonj  copre , o sia  taglia  una  parte 
eguale  in  ciascuna  delle  divisioni  del  semicircolo.  Queste  opera- 
zioni fanno  conoscere , che  il  punto  A , su  cui  gira  l’ alidada , è 
il  vero  centro  dell’  istromento , e che  si  trova  posto  , come  deve 
essere  , nella  comune  intersezione  del  piano  de’  fili  stabili  col 
piano  de’  fili  dell’  alidada.  Verificata  così  anche  la  giustezza  dell’ 
arco  di  i8ò°,  si  potrà  riconoscere,  se  vi  siano  errori  sensibili  nelle 
posizioni  di  tutte  le  altre  divisioni , presentando  successivamente 
il  nonio  , o misurando  le  corde  con  un  compasso  di  punte  finis- 
sime. 

299.  Se  il  grafometro  è armato  di  cannocchiali  ( nel  qual  caso 

basta 
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basta  un  sol  nonio, cioè  dalla  parte  dell’  obbiettivo  del  cannocchiale 
mobile),  si  porrà  la  linea  di  fede  del  nonio  in  coincidenza  colla 
prima  divisione  del  semicircolo  in  B , e si  osserverà  se  i fili  ver-  Fig.28 
ticali  dei  due  cannocchiali  feriscano  ne’  medesimi  punti  uno  stesso 
oggetto, come  C.  (Questa  operazione  suppone  che  ambi  i fili  siano 
ben  verticali  : il  che  si  verifica  prima , osservando  se  si  confondono 
con  un  filo  a piombo  pendente  ad  una  certa  distanza  ).  Indi  si  girerà 
l’alidada  , finché  la  linea  di  fede  del  nonio  sia  in  coincidenza  con 
l'ultima  divisione  del  semicircolo  in  D.  Se  il  filo  verticale,  o l’in- 
tersezione dei  due  fili  non  s’incontra  a cadere  sopra  punti  rimar- 
chevoli di  un  oggetto,  converrà  piantarne  uno  , come  E.  Riconos- 
ciuti con  distinzione  i punti  precisi  dell’  oggetto  E coperti  dal  filo 
del  cannocchiale  mobile , e quelli  dell’  oggetto  C coperti  dal  filo 
del  cannocchiale  stabile,  si  volterà  il  grafometro,  di  maniera  che 
il  punto  D si  trovi  nel  sito  dove  era  prima  il  punto  B , e viceversa 
(ciò  si  ottiene  facilmente , segnando  sul  terreno  , col  mezzo  di  un 
filo  a piombo  , i punti  corrispondenti  a B e D,  prima  di  muovere 
il  grafometro).  Allora  si  osserverà,  se  posto  il  filo  del  cannocchiale 
stabile  sui  punti  dell’  oggetto  E,  sui  quali  batteva  prima  il  filo  del 
cannocchiale  mobile , questo  si  trovi  a vicenda  battere  sui  punti 
eli’ erano  prima  coperti  dall’  altro  in  C.  Con  questa  operazione  sarà 
verificato  l’arco  di  180%  e la  giusta  posizione  del  centro  dell’  istro- 
mento  nella  comune  sezione  de’  piani  verticali  dell’  asse  ottico  dei 
due  cannocchiali. 

Le  altre  verificazioni  si  faranno  come  si  è detto  (298). 

In  tutte  queste  operazioni  (che,  per  più  sicurezza  , sarà  bene 
ripetere  molte  volte)  quando  si  troverà  qualche  errore,  converrà 
appreziarne  la  quantità  col  mezzo  del  nonio , o della  vite  che  lo 
conduce  (296),  se  i moti  di  questa  sono  misurati  da  un  indice. 
Quindi,  nel  fare  uso  dell’  istromento  , si  terrà  conto  degli  errori 
scoperti. 

3oo.  Un  altro  istromento  di  vasto  uso  è il  Quadrante.  Questo 
non  è che  la  metà  del  grafometro , come  ABL;  e però  non  misura  Fig.27 
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gli  angoli  ottusi , se  non  dividendoli  in  due  acuti , col  mezzo  di 
qualche  oggetto  intermedio.  Convien  però  comparare  l’arco  di  90“ 
a quattro  angoli',  misurati  successivamente  con  fargirarl’istromento 
intorno  al  suo  centro  , come  abbiamo  prescritto  (299)  per  com- 
parare l’arco  di  180°  del  grafometro  a due  angoli  di  180°  per  uno. 
In  quell’  operazione , l’ errore  che  si  trovasse,  è doppio  dell’errore 
dell’arco  di  180°  nel  grafometro.  Operando  col  quadrante , l’errore, 
che  si  trovasse  nel  misurare  il  quarto  angolo , è quadruplo  dell’er- 
rore dell’  arco  di  90°. 

S’impiega  il  quadrante  sopra  tutto  nelle  operazioni  più  deli- 
cate; poiché,  a volume  e peso  uguali,  il  quadrante  può  avere 
un  raggio  maggiore  del  grafometro  , e quanto  il  raggio  è mag- 
giore , tantcf  si  hanno  gli  angoli  con  più  minuta  precisione.  La 
materia  delle  scrupolose  verificazioni  del  quadrante  , per  conos- 
cer fino  gli  errori  di  un  minuto  secondo,  è stata  esaurita  con 
sommo  valore  dal  Sig.  Ab.  Boscovich  nell’Opera  citata  (293)., 
Anchele  verificazioni  degl’  istromenli  della  Specola  Milano  sono 
state  eseguite  con  grandissima  accuratezza , e riferite  con  precisione 
nelle  Efemeridi  dell’anno  1782.  Finalmente  il  Lib.  XIV dell’ Astro- 
nomia del  Sig.  de  la  Lande  contiene  una  collezione  preziosa 
d’insegnamenti  per  la  verificazione  d’ogni  sorte  d’istromenti  astro- 
nomici. 

3oi.  Un  istromento  molto  semplice, ecomodo 'per  prendere  gli 
angoli,  è stato  suggerito  dall’  insigne  Astronomo  Tobia  Mayer  nel 
Tom.  II  degli  Atti  di  Gottinga.  Si  può  vederne  eziandio  la  des- 
crizione , il  modo  di  servirsene  , ed  anche  di  perfezionarlo  , al 
n°.  99  dell’Opera  citata  ( 161)  del  Sig.  Ab.  Toaldo.  Sarebbocosa 
troppo  lunga  l’annoverare  e descrivere  tutti  gl’istromenti  che 
sono  stati  immaginati  per  prendere  gli  angoli.  Noi  ci  contenteremo 
d’aver  detto  qualche  cosa  relativamente  ai  più  noti  ed  usitati gene- 
ralmente, riserbandoci  a parlar  della  Bussola  (339).  Termineremo 
con  dire , che  quelli  che  sono  armati  a cannocchiali  sono  prefe- 
ribili a quelli  ehe  sono  muniti  di  semplici  traguardi  ; giacché  con 
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questi  non  possono  ben  distinguersi  gli  oggetti  lontani,  e facilmente 
si  commette  un  errore  di  2',  come  insegna  il  valentissimo  Pro- 
fessore che  abbiamo  citato  or  ora. 

Della  misura  delle  Altezze. 

302.  Si  dimandi  l’altezza  di  un  Campanile  rappresentata  dalla 
linea  punteggiata  AB , B essendo  il  centro  della  base  del  campanile , Fig.29 
o sia  il  punto  corrispondente  perpendicolarmente  al  punto  A. 

Eletta  una  distanza  convenevole  (254),  si  ponga  ivi  il  grafo- 
metro montato  verticalmente , o sia  nel  piano  della  linea  verticale 
AB  (lo  stesso  s’intenda  del  quadrante) , in  guisa  però  che  il  dia- 
metro CD  sia  parallelo  all’orizzonte,  il  che  si  conoscerà  con  un 
filo  a piombo , il  quale , applicato  rasente  il  piano  dell’  istromento , 
corrisponda  , o batta  leggiermente  sopra  la  divisione  segnata  90°, 
e nel  medesimo  tempo  sopra  il  centro  N.  Si  giri  l’alidada  EF, 
finché  il  vertice  A sia  nel  mezzo  del  filo  de’  suoi  traguardi,  o del 
cannocchiale?  I gradi  e minuti  dell’  arco  FD  sul  grafometro  saranno 
la  misura  dell’  angolo  di  elevazione  ANH.  Dal  punto  G sul  terre- 
no , al  qual  corrisponda  a piombo  il  centro  N dell'  istromento , si 
misuri  (289,  e seguenti)  la  distanza  orizzontale  GK  = NH , se- 
guendo sempre  la  direzione  del  cannocchiale  CD.  Si  aggiunga  a 
GK.  la  distanza  BK  = MII.  Conoscendo  NM , e ANM  , si  troverà 
AM,  come  nell’  esempio  (21 5).  Si  aggiunga  (il  che  dovrà  sempre 
farsi  in  tal  sorte  d’operazioni)  l’altezza  da  terra  del  cannocchiale 
stabile  , o sia  GN  = KH  = BM , e si  avrà  l’ altezza  cerca- 
ta AB. 

303.  Si  proponga  di  determinare  un’ altezza,  il  cui  piede  sia 
inaccessibile. 

Sia  CD  l’altezza  che  vuole  determinarsi.  Poiché  il  fiume  AD  Fig.n 
impedisce  di  misurare  una  distanza  orizzontale  dal  punto  D alla 
stazione  dell’  Osservatore  , si  misuri  una  linea  orizzontale  AB 
.posta  nel  piano  dell’  altezza  CD  , e si  prendano  gli  angoli  di 
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elevazione  B e CAD.  Nel  triangolo  CAB  si  conosceranno  i tre 
angoli,  e il  lato  AB.  Si  cerchi  il  valore  di  uno  degli  altri  due  lati 
(224).  Indi  si  avrà  CD  = AC  sen.A,  o vero  CD  = BC  sen.B  f 
(211). 

304.  Determinare  un'altezza,  nel  cui  piano  non  può  misurarsi 
una  distanza  orizzontale. 

Dg.3o  gja  l’altezza  cercata.  Si  scelgano  due  stazioni  in  C e in  D, 
tali,  che  possa  misurarsi  la  loro  distanza  effettiva  CD,  (291),  e 
che  una  almeno  di  dette  stazioni  sia  nello  stesso  piano  orizzontale 
del  punto  A.  Si  misurinogli  angoli  BCD  , e CDB,  ponendo  l’istro- 
mento  nel  piano  obliquo  dei  tre  punti  B,  C,  D.  Dalla  stazione, che 
sarà  nel  piano  orizzontale  del  punto  A , si  prenda  pure , coll’  istro- 
inento  posto  verticalmente , l’angolo  d’elevazione  BDA  , o BCA. 
Nel  triangolo  BCD  conoscendo  gli  angoli  e il  lato  CD,  si  troverà 
uno  degli  altri  due  lati  BC,BD;  quindi  si  avrà  AB  = BD  sen.BDA, 
o vero  AB  = BC  sen.BCA. 

Si  vedrà  (344)  maniera  di  determinare  , stando  in  B,  e data 
l’altezza  AB  , una  distanza  orizzontale  CD. 

305.  Allorché  la  distanza  dall’  Osservatore  all'oggetto  è nota- 
bile, le  altezze  determinate  coi  metodi  precedenti  abbisognano  di 
alcune  correzioni. 

La  prima  dipende  dal  non  esserlo  stesso  l’orizzonte  dell’  Osser- 
valore,  e l’orizzonte  dell’  oggetto  osservato.  Sia  C il  centro  della 
le‘  * Terra , R la  cima  di  una  montagna , A il  punto  , da  cui  fu  osservato 
l’ angolo  di  elevazione  RAB  ; ORI  perpendicolare  aCR  è l’orizzonte 
del  punto  R ; similmente  BAD  perpendicolare  a CA  è l’oriz- 
zonte del  punto  A.  Se  si  prende  CE  = CA  , RE  sarà  la  vera 
altezza  del  monte  per  rispetto  al  punto  A.  Se  si  tira  la  corda  pun- 
teggiata AE,  il  vero  angolp  di  elevazione  del  monte  sarebbe  RAE. 
Ma  RAB  è /’  angolo  d’elevazione  apparente  , cioè  quello  che  fu 
osservato  cogl’  istromenti , il  qual  è sempre  relativo  all’  orizzonte 
BAD  dell’ Osservatore.  Dunque  l’altezza  del  monte,  determinata 
coi  metodi  precedenti,  sarà  BR,  e non  RE.  (Nel  trattar  della  misura 
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delle  altezze  abbiamo  sempre  supposto  RBA  = 90°;  a rigore  RBA 
è eguale  alla  somma  de’  due  angoli  interni  BAC  e C , o sia  RBA  = 
90°  -4-  C ; ma  perchè  C non  è mai  che  di  pochissimi  minuti  (290), 
si  può  risolvere  il  triangolo  RBA  , come  rettangolo  in  B , senza 
che  ne  nasca  error  sensibile  nel  calcolare  BR.)  L’errore  , di  cui 
convien  tener  conto,  è dunque  BE.  Opportuna  per  calcolarlo  spe- 

dilaniente  è la  forinola  (286) , che  dà  BE  = Eccone  un 
esempio. 

306.  Gli  Accademici  Francesi  (Bouguer,  Fig.  de  la  Terre)  misu- 
rarono nel Pcrùunabase  inclinata (291), la  cui  lunghezza  AR risultò 
di  tese  (o  sia  pertiche  di  sei  piedi  Parigini)  6274,067;  ed  osser- 
varono l’angolo  RAB  di  i°  5'  43",  detratta  la  refrazione  (3o 7). 
Facendo  BR  = AR  X sen.RAB,  si  trova  BR  = 119,93  tese. 
Per  calcolare  BE,si  può  prendere  senza  scrupolo  AR  in  vece  di  AB, 
e CE  in  vece  di  BC , gli  errori  essendo  insensibili.  Allora  si  ha  il 
log.  di  AR  dal  calcolo  di  BR,  e 2CEè  il  diametro  della  Terra  , il 
cui  logaritmo  si  può  aver  sempre  pronto  ( il  diametro  medio  dedotto 
dalle  misure  de’ gradi  fatte  in  Laponia , da  Parigi  ad  Amiens  , e nel 
Perù  , è esattamente  di  tese  6543373  ).  Con  che  nulla  costa  il  se- 
guente calcolo. 

• log.AR  = 3,797548' 

Idem  = 3,797648 
compì,  log.  2 CE  = 3, 1 84  1 98 

log.BE  = 0,7-79294^  ==  log.  6, 02. 

Aggiungendo  BE  a BR,  si  ha  l’altezza  vera  del  monte  , o RE  = 
126,95  tese.  In  fatti  se  si  fa  il  calcolo  con  tutto  il  rigore , risolvendo 
il  triangolo  RAE  , si  trova  RE=  125,97. 

Dalla  formola  BE  = ^ si  vede  facilmente  quando  il  valore 
di  BE  sia  tale  che  possa  negligersi.  Per  esempio , allorché  AB  = 
1000  tese , BE  = ^ di  tesa  solamente. 

307.  La  seconda  correzione  dipende  dall’errore  che  producono 
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Fig.3i  le  refrazioni  nel  prendere  gli  angoli  di  elevazione,  come  RAB.  I raggi 
di  luce , che  passano  obliquamente  per  l’ atmosfera , si  piegano 
di  continuo  verso  la  Terra,  per  causa  dell'attrazione  progressiva- 
mente più  grande  che  provano  nel  traversare  gli  strati  di  più  in  piu 
densi  dell’atmosfera.  Questo  piegamento  si  chiama  refrazione;  ne 
risulta  , che  i raggi  descrivono  una  linea  curva,  che  l’occhio  vede 
1’  oggetto  sulla  tangente  di  questa  curva , e che  però  la  refrazione 
fa  vedere  gli  oggetti  piti  elevati  di  quello  che  siano  realmente. 
Non  appartiene  a questo  Trattato  lo  sminuzzar  le  teorie  di  questo 
fenomeno  : ma  il  fatto  è costante  , ed  è facile  il  farne  la  prova. 

Sia  dunque  C il  centro  della  Terra.  Per  la  natura  de’  triangoli 
rettilinei  si  ha  C = 180° — CRA  — CAR.  Ma  CRA  = 90°  — 
IRA,  e CAR  = 90°  -f-  RAB.  Sostituendo  questi  due  valori,  la 
prima  equazione  diviene  C = IRA  — RAB.  L’angolo  C è sempre 
cognito  quando  si  conosce  All  che  può  impiegarsi , senza  errore 
sensibile, in  cambio  dell’arco  AE  nella  proporzione  (290).  Se 
dunque  stando  in  R si  misilra  cogl’ istromenti  l’angolo  IRA,  e 
stando  in  A 1’  angolo  RAB  , e se  la  differenza  di  questi  due  angoli 
non  si  trova  eguale  a C , il  divario  sarà  la  somma  delle  due  refra- 
zioni. In  fatti  se  stando  in  R la  refrazione  fa  vedere  il  punto  A 
più  elevato  di  quello  che  sia  realmente,  l’ angolo  osservato  IRA  sarà 
dunque  più  piccolo  del  vero. ‘Per  la  stessa  ragione, se  stando  in  A 
si  vede  il  punto  II  più  alto  di  quello  che  sia,  l’angolo  osservato 
RAB  sarà  più  grande  del  vero.  La  differenza  di  questi  due  angoli 
risulterà  dunque  più  piccola  del  giusto , e quel  che  manca  sarà  la 
somma  dei  due  errori  causati  dalla  refrazione,  la  quale  per  tal 
mezzo  sarà  conosciuta  e determinata. 

3o8.  Esempio.  Stando  all’  imboccatura  dell  'Ausa  , e osser- 
vando la  cima  del  monte  Carpegna , il  P.  Boscovich  e il  P.  Maire 
(de  Expeditionc  luterana')  trovarono  l’angolo  d’elevazione  appa- 
rente RAB  = 20  7'.  Stando  in  R , osservarono  l’ angolo  di  depres- 
sione apparente  IRA  = 20  24'  10".  (La  depressione  vera  sa- 
rebbe l’angolo  formato  da  RA,  e da  una  corda  parallela  ad  AE  , 
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che  partendo  dal  punto  R terminerebbe  al  raggio  CA  prolungato). 
Si  ha  dunque  IRA  — RAB  = 17'  10".  Ma  la  distanza  AR , ridotta 
per  più  esattezza  ad  AE,  era  stata  già  calcolata  col  metodo  (5o) 
di  tese  182181,  che  danno  C = 19'  9" , (290).  La  somma  delle 
due refrazioni  è dunque  19'  9"  — 17'  io"  = x'59".  Conside- 
randola di  i'  per  parte,  si  ha  il  vero  angolo  RAB  = 2°  6',  e il* 
vero  angolo  IRA  = 20  25'  10". 

Quando  si  è calcolato  l’ angolo  C , si  conosce  pur  BAE  = j C ; 
giacché  l’angolo  formato  dalla  tangente  e4alla  corda  è uguale  alla 
metà  dell’ arco  intercetto.  Allora  si  trova  l’altezza  RE  tutta  ad  un 
tratto , risolvendo  il  triangolo  REA.  Considerandolo  per  brevità 
rettangolo  in  E , si  ha  RE  = AE  tang.RAE  = 18218;  X 
tang.  20  i5*  34" , 5 *=  718,85.  Il  P.  Maire  pone  l’altezza  del 
monte  Carpegna  di  tese  718. 

309.  Allorché  la  differenza  di  altezza  da  un  oggetto  all’altro  è 
molto  piccola,  si  può  avere  un  angolo  di  depressione  tanto  da  una 
parte  quanto  dall’  altra.  Allora  i due  orizzonti  s’incontrano  fra  un 
oggetto  e l’altro.  Così  il  punto  B , osservato  dal  punto  E che  ha  per 
orizzonte  EF,  si  vede  depresso  della  quantità  BEF , e il  punto  E, 
osservato  dal  punto  B che  ha  per  orizzonte  BR,  si  vede  depresso 
della  quantità  RBE.  Procedendo  come  si  fece(3o7),  si  troverà 
che  in  tal  caso  BCR  = BEF  -4-  RBE.  E perchè  ognuno  di  questi 
angoli  è veduto  più  piccolo  del  vero  per  causa  della  refrazione,  la 
loro  somma  in  questo  caso  sarà  minore  di  BCR  della  quantità  delle 
due  refrazioni. 

3 10.  Dal  complesso  di  molte  osservazioni  di  questa  specie  si 
può  dunque  ricavare  all’  incirca  una  regola  generale  per  corregger 
l’effetto  della  rifrazione  in  un  angolo  osservato,  quando  non  si  può 
o non  si  vuole  determinarla  ogni  volta  con  1’  osservazione  dei  due 
angoli.  Il  P.  Boscovich  e il  P.  Maire  stabiliscono  che  l’ effetto  della 
rifrazione  sia  la  18“  parte  dell’arco  della  Terra  intercetto.  Ciò 
corrisponde  appresso  poco  all’  esempio  ( 3o8),  ove  essendo  C = 
i^'jla  rifrazione  si  trovò,  per  osservazione,  di  x'.  Lambert  , in 
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un’  Opera  intitolata  Ics  Propriccés  remarquables  de  la  routc  de  la 
Lumiere,  &c.  argomenta  che  la  refrazione  è la  14*  parte  dell’  arco 
della  Terra  intercetto  : questo  valor  fu  adottato  dal  Sig.  de  la 
Lande  , Cassini  de  Thuri , e molti  altri.  Si  può  prendere  un  mezzo 
fra  queste  diverse  opinioni,  tanto  più  che  l’ incostanza  delle  refra- 
zioni non  permette  di  aspirare  ad  una  gran  precisione  nel  deter- 
minarle di  volta  in  volta.  Insegnano  il  P.  Boscovich  e il  P.  Maire  , 
che  quanto  più  l’oggetto  osservato  è basso,  tanto  più  la  refrazione 
è soggetta  a variare  da  un  momento  all’  altro.  Raccomandano  di 
evitare,  in  queste  osservazioni,  le  ore  di  gran  mattino  e quelle 
vicine  alla  sera,  ed  inoltre  di  non  avere  il  Sole  in  faccia.  In  generale 
le  refrazioni  sono  ancora  molto  irregolari,  allorché  qualche  causa 
meteorologica  fa  variare  il  barometro  rapidamente. 

3xi.  Le  altezze  delle  montagne  difficilmente  si  possono  deter- 
minare con  precisione  coi  metodi  precedenti , a cagione  che  l’an- 
golo d’elevazione  è sempre  troppo  piccolo,  per  il  che  un  lieve 
errore  nel  prender  questo  angolo  (254)  ne  produce  uno  sensibile 
nell’  altezza  cercata.  Un  errore  di  un  minuto  almeno  è ben  fàcile 
da  commettere,  e per  l’ incostanza  delle  rifrazioni,  e per  la  picco- 
lezza degl’  istromenti  , che  possono  trasportarsi  ed  usarsi  in  simili 
operazioni  ; e per  la  difficoltà  di  collimare  , atteso  il  vacillamento 
degli  oggetti  terrestri  nel  cannocchiale  per  causa  dei  vapori  dell’ at- 
mosfera ; e finalmente  perchè  il  vento  rare  volte  permette  di  fare 
con  esattezza  l’ osservazione  essenzialissima  del  filo  a piombo  , 
(302). 

Pongasi  che  le  osservazioni  del  P.  Maire  abbiano  patito  sola- 
mente un  errore  di  34 "ì  in  più  nell’angolo  RAE,(3o8) , si  troverà 
che  18218  ; X tang.2*  1 5'  = 715,8.  Sicché  un  errore  di  soli 
34"j  ne  produce  uno  di  3 tese  sull’altezza  cercata  del  monte.  Ora 
il  Sig.  Ab.  Boscovich  avverte  (lib.  IV.  art.  258)  che  in  quelle  osser- 
vazioni può  esservi  errore  di  più  di  un  minuto  per  la  sola  causa 
del  filo  a piombo  agitato  dal  vento. 

Per  misurare  più  esattamente  e con  più  sicurezza  l’altezza  delle 

montagne 
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montagne,  giova  meglio  servirsi  del  barometro,'  osservando  i pre- 
cetti del  Sig.  de  Lue  nell’Opera  classica  intitolata  Recherches  sur  Ics 
modijìcations  de  l’ Atmosphere.  Il  Sig.  Megnié , abilissimo  fatica- 
tore d’ istromenti  astronomici  in  Pyigi , fa  de’  barometri , a livello 
costante , divisi  con  tanta  esattezza , che  vi  si  osserva  con  facilità 
un  cinquantesimo  di  linea.  1 

Della  misura  delle  distanze. 

3 la.  Sia  BC  la  larghezza  di  un  fiume,  o una  distanza  qualun- 
que , di  cui  uno  almeno  de’  punti  estremi , come  C , sia  accessibile  ; 
e si  dimandi  la  misura  di  BC. 

Si  misurerà  (289,  e segg.  ) una  base , come  AC,  nella  direzione 
e lunghezza  più  convenevoli  (332, e segg.  ) : si  misureranno  anco- 
ra (296,  e segg.  ) gli  angoli  A e C;  il  terzo  B sarà  cognito  ; e si 
calcolerà  la  distanza  BC,  come  nell'  esempio  (5o). 

3i3.  Se  si  opera  con  la  Tavoletta  , si  procederà  come  segue.' 
Formato  sulla  carta  , nel  modo  indicato  (294  ) , un  angolo  a eguale 
all’  angolo  A sul  terreno , si  pianterà  un  segnale  o palina  nel  punto 
A;  si  trasporterà  la  Tavoletta  in  C,  ed  ivi  posta  col  mezzo  de’  tra- 
guardi la  linea  ca  nel  piano  verticale  di  CA , di  maniera  che  il 
punto  c corrisponda  a piombo  sul  punto  C , si  girerà  dipoi  l’ ali- 
dada, facendo  centro  in  c,  finché  l’oggetto  posto  in  B si  trovi 
similmente  nel  mezzo  de’  traguardi.  Allora  si  tirerà,  seguendo  la 
regola  , la  linea  cb  fino  all’  incontro  della  ab  ; e si  avrà  sulla  carta 
un  triangolo  eba  simile  al  triangolo  CBA  sul  terreno.  Supponiamo 
che  la  base  misurata  AC  sia  di  1000  pertiche  ; se  si  chiama  x la 
quantità  delle  pertiche  della  distanza  cercata  BC , avremo  allora 

q.c  * bc  * * 1000  1 x = xooo  X Per  conoscere  x,  basta  dun- 
que conoscere  la  ragione  che  passa  fra  le  linee  bc,  ac  sulla  carta. 
Or  questa  ragione  si  ha  facilmente  da  una  scala  qualunque  di  parti 
uguali , osservando  quante  delle  medesime  parti  corrispondano 
all’  intervallo  bc , e quante  all’  intervallo  ac , presi  detti  intervalli 

X 


Fig.  7, 
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col  compasso  con  diligenza.  È poi  evidente , che  la  lunghezza  di 
oc,  che  rappresenta  la  base  sulla  carta , è arbitraria,  e che  da  essa 
dipende  la  grandezza  del  triangolo  abc. 

Dg  32  3x4.  Si  dimandi  la  distanza  CD,  i cui  punti  estremi  C e D siano 

ambi  inaccessibili. 

Misurata  una  base  AB , dove  si  potrà  e stimerà  meglio  ( 332 , 
e scgg.),  si  prenderanno,  stando  in  B,  gli' angoli  CBD,  CBA  , & 
stando  in  A,  gli  angoli  CAD  , DAB.  Nei  triangoli  CAB  , DAB  si 
conosceranno  per  conseguenza  i tre  angoli , e un  lato  AB;  si  caI«K 
leranno  (IV.  i1)  i lati  AC,  AD,  o vero  i lati  BC  , BD,.  Allora  nel 
triangolo  CAD  , o vero  nel  triangolo  CBD,  si  conosceranno  due 
lati  coll’angolo  compreso;  si  troverà  (IV.  3*)  il  terzo  lato , che  è 
la  distanza  cercata  CD. 

315.  Se  gli  angoli  sono  stati  presi  con  la  tavoletta  , le  lineo 
tirate  sulla  carta  saranno,  x°.  la  base  ab  lunga  a piacixnento;  2°.  le 
linee  ac  , or/,  indefinite,  nel  prendere  gli  angoli  dalla  stazione  A; 
3°.  le  linee  bc , bd  fino  all’  incontro  delle  due  precedenti  rispettiva-, 
niente  , nel  prendere  gli  angoli  dalla  stazione  B.  Ciò  fatto,  i punti 
d’intersezione,  c}  e dy  si  congiungano  con  la  linea  cd\  si  avrà 
sulla  carta  una  figura  abcd  simile  al  quadrilatero  ABCD  sul  terreno  ; 
e per  conseguenza , conoscendo  AB  in  pertiche  , si  avrà  da  una 

scala  di  parti  uguali  la  ragione  , e si  dedurrà  la  distanza  cercata 
CD  in  pertiche. 

Si  vede  quanto  sia  comodo  l’uso  della  tavoletta  , poiché  dà> 
le  distanze  , senza  bisogno  di  conoscer  la  grandezza  degli  angoli , 
nè  di  risolvere  alcun  triangolo.  È però  vero  che  le  dà  con  minor 
precisione , non  essendo  possibile  che  le  operazioni  grafiche  aggua- 
glino mai  l’esattezza  del  calcolo. 

316.  Se  i punti  A,  B,  C,  D non  sono  tutti  in  un  medesimo 
piano , la  somma  degli  angoli  CAD , e DAB,  misurati  nel  piano  del 
triangolo  respettivo , non  sarà  eguale  all’angolo  CAB, come  vedremo 
ben  presto  (329);  e similmente  non  sarà  CBD  h-  ABC  = ABD.. 


Digitized  by  Google 


DELLE  DISTANZE.  t63 

Questo  errore  è piccolo  , ed  insensibile  ordinariamente  nell’  uso 
della  tavoletta , dove  è irremediabile.  Nelle  operazioni  delicate,  ove 
si  opera  col  grafometro  , o col  quadrante , conviene  tenerne  conto 
nel  modo  che  si  additerà (320 , c seguenti)  : ovvéro  si  può  evitare 
ogni  errore  nella  distanza  cercata  CD , se  si  misurino  anche  gli 
angoli  CAB  , ABD  ; e se  nella  risoluzione  d’ ogni  triangolo  ( 3 1 4) 
s’ impieghino  gli  angoli  dati  dall’  osservazione  in  quel  triangolo 
solo. 

317.  Se  non  si  potesse  misurare  comodamente  la  base  AB, 
che  somministra  due  punti,  come  A,  e B , dai  quali  si  discoprono 
gli  oggetti  in  C e D , allora  si  faranno  per  determinare  la  distanza 
AB  le  operazioni  indicate  (3 12,  3 1 3 ) , o vero  le  altre(3i4 , 3i5), 
secondo  si  troverà  situata  la  base  che  potrà  misurarsi.  Così  conos- 
ciuta AB  , se  ne  dedurrà  poi  CD  nei  modi  già  detti.  Quindi  sarà 
facile  ad  intendere  che,  misurata  colla  pertica  una  sola  base,  si  può, 
misurando  soltanto  gli  angoli , passar  poi  di  triangolo  in  triangolo , e 
determinar  le  distanze  respettive  di  tutti  i paesi  di  una  Provincia , 
di  un  Regno  , &c. 

Della  riduzione  degli  angoli  al  centro  della  stazione. 

3 18.  Rare  volte  succede  che  si  possa  prendere  un  angolo, 
stando  coll’ istromento  nel  centro  del  segnale  che  fu  osservato 
dalle  altre  stazioni , come  sarebbe  la  croce  di  un  campanile , la 
cima  di  un  albero,  lo  spigolo  di  una  casa , & c.  Allora  l’angolo  preso 
non  è quello  stesso , che  sarebbe  stato  osservato  dal  centro  del 
segnale , e conviene  ridurlo  a questo  punto.  La  correzione  ordina- 
riamente è di  pochi  secondi , ed  allora  può  trascurarsi,  eccetto  che 
nelle  operazioni  più  scrupolose.  Ecco  il  modo  di  calcolarla. 

Sia  maro  la  base  di  un  campanile , la  punta  del  quale , corris-  Fig.33 
pondente  verticalmente  al  centro  C , è quella  che  hi  osservata 
dalla  stazione  A,  o B , nel  prendere  l’angolo  CAB,  o ABC  : e 
vogliasi  misurare  l’ angolo  ACB.  Se  l’ istromento  non  si  è potuto 

Xij 
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Fig.33  collocare  comodamente  se  non  che  in  E , l’angolo  osservato  sarà 
AEI3.  Convien  ridurlo  ad  ACB.  Si  faccia  ACB  — AEB  = — ^E, 
e considerando  che,i  due  triangoli  ACB , AEB  hanno  un  Iato  co- 
mune AB , si  avrà  (284) 

— ^E  = (V*™'*  R". 

Se  il  punto  E fosse  più  distante  che  il  punto  C dal  punto  A , 
allora  S,AE  sarà  negativo.  Se  la  distanza  fosse  uguale , allora 
8)AE  = o , e il  secondo  membro  della  formola  si  riduce  ad  un 
solo  termine.  Tutto  questo  s’intenda  pure  rispetto  a 9*BE.  Si 
rammenti  inoltre  che , se  alcuno  degli  angoli  è ottuso,  la  sua  co- 
tangente sarà  negativa.  Impiegando  i segni  che  convengono , la  for- 
-mola  servirà  per  qualsivoglia  posizione  del  punto  E relativamente 
al  punto  C.  Quando  il  secondo  membro  dell’  equazione  risulterà 
negativo , la  correzione  3,E  sarà  positiva,  o vero  sarà  E < ACB. 

Per  calcolare  la  formola , convien  conoscere  ^AE,e  8>BE.  Se 
si  prende  AD  = AG  = AE  , e AF  = AC  , sarà  ^AE  = GC  = 
DF.  Quando  però  non  si  potesse  misurare  la  distanza  GC , sarà 
sempre  facile  il  misurar  DF  col  prendere  ad  occhio  i due  punti 
D,  F,  sul  terreno,  egualmente  distanti  appresso  poco  dal  punto  A, 
che  i punti  E,  e C.  I piccoli  errori  in  questa  misura  sono  insensi- 
bili nel  calcolo.  Lo  stesso  s’ intenda  operato  dall’  altra  parte  per 
conosceré  9>BE  = CH.  Le  altre  quantità  della  forinola  basta  che 
siano  note  all’  ingrosso.. 

319.  Un  metodo  più  spedito,  che  è quello  che  fu  insegnato 
fin  ora , ma  con  applicazioni  ai  diversi  casi  molto  prolisse , consiste 
nel  misurare  GE  , EH.  Allora  si  ha  GAE  = ^ X R " , pren- 
dendo l’ angolo  GAE  in  vece  del  seno  ; e similmente  EBH  = 

X R " - Ora  GAE  -+-  EBH  = AEB  — ACB  ; e per  conse- 
guenza 

GAE  -t-  EBH  = 8,E. 

Per  applicare  questa  equazione  a tutti  i casi , basta  impiegare  col 
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segno  negativo  l’angolctto  GAE,  quando  è dentro  del  triangolo 
ABC,  come  nella  figura.  Lo  stesso  s’intenda  dell’angoletto  EBH. 
In  questo  modo  si  avrà  sempre  la  correzione  3,E  con  quel  segno, 
con  cui  conviene  applicarla  all’angolo  osservato  AEB. 

Si  conchiuda  che  due  sono  le  posizioni  da  preferire , se  è possi- 
bile. La  più  avvantaggiosa  si  è di  situare  il  centro  dell’istromento 
in  un  punto,  come  G,  o H,  sulla  direzione  di  una  delle  linee  , 
AC,  o BC.  Allora  uno  degli  angoletti  è nullo  , e il  calcolo  solo 
dell’  altro  dà  la  riduzione  al  centro,  per  mezzo  dell’ultima  equa- 
zione. Se  questa  posizione  è impedita , si  procurerà  di  collocar 
Pistromento  in  modo  che  si  abbia  ^AE  = o , o pure  ^BE  = o. 
Allora  il  calcolo  della  forniola  (3 1 8)  sarà  ridotto  ad  un  solo  ter- 
mine. 

Della  riduzione  de’  triangoli  da  un  piano  all’ altro. 


320.  Fatta  la  riduzione  d’ ogni  angolo  osservato , al  centro  della 
rcspettiva  stazione,  occorre  ordinariamente  ridurre  le  parti  di  un 
triangolo , o di  più  triangoli , ad  un  medesimo  livello. 


Siano  state  determinate  coi  metodi  precedenti  le  parti  del 
. triangolo  APR  , nel  qual  si  suppone  che  i punti  A e P siano  egual- 
mente distanti  dal  centro  della  terra,  ma  che  il  punto  R sia  più 
elevato  della  quantità  RE.  Si  avrà  un’  idea  chiara  del  triangolo 
ARE  osservandolo  nella  fig.  3i.  Della  stessa  natura  è il  triangolo 
PRE.  Noi  supporremo  RE  perpendicolare  alle  corde  AE , PE , 
quantunque  ognuno  degli  angoli  REA  ,REP,  sia  eguale  a 90%  più 
la  metà  dell’  arco  respettivamente  sotteso  dalle  accennate  corde  ; 
come  è facile  vedere  nella  fig.  3i , per  l’angolo  REA  formato  da 
una  corda  e da  una  secante.  È insensibile  in  pratica  l’errore  di 
tale  supposizione , che  è poi  vantaggiosa  per  simplificare  le  corre- 
zioni , e dar  regole  generali  per  la  riduzione  de’  triangoli  da  un 
piano  all’  altro. 

3ai.  Prima  di  procedere  più  avanti,  sarà  bene  di  mettere  in 


Fig.  34 
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„ 3 . evidenza  che  le  parti  del  triangolo  APR  non  sono  eguali  alle 
parti  corrispondenti  del  triangolo  APE,  eccettuando  soltanto  il  lato 
comune  AP.  In  fatti  AR  > AE , come  è facile  da  comprendere 
sulla  fig.  3 1 . Per  la  stessa  ragione  PR  > PE.  Ora  paragonando  i 
triangoli  APR , APE  ai  triangoli  ACB , AEB  della  fig.  33 , che  sono 
nelle  medesime  circostanze , ma  coricati  sopra  un  piano  comune , 
si  vedrà  a colpo  d’occhio  , che  il  triangolo  che  ha  due  lati  più 
lunghi,  non  ha  gli  angoli  eguali  a quelli  del  triangolo  che  ha  due 
lati  più  corti. 

322.  Ciò  posto  , si  dimandi  che  il  triangolo  APR  sia  ridotto 
al  triangolo  APE  , del  quale  i tre  vertici,  A,  P,  E,  s’intendono 
posti  a distanze  uguali  dal  centro  della  Terra.  Chiamerò  orizzonte 
comune  di  questi  tre^punti  la  sezione , o sia  il  piano,  che  è loro 
comune.  Or  si  cerchi  in  prima  l’angolo  PAE , essendo  dati  l’angolo 
PAR  e l’angolo  vero  d’elevazione  RAE,  (3o5). 

Nei  due  triangoli  rettangoli  AER  , PER,  che  hanno  un  lato 
comune  RE,  si  ha  RE1  ==  AR1  — AE1  = PR*  — PE1; 
dunque  AII*  — PR’  = AE*  — PE*.  Aggiungendo  da  una 
parte  e dall’  altra  AP1,  e dividendo  l’equazione  per  2 AP,  si  avrà 

- (A) , cos.PAR  X 

AR  = cos.PAE  X AE;  e per  conseguenza  (211) 


cos.PAE  = 


co».  PAR 
cos. RAE  ’ 


Similmente  si  troverà  cos.  APE  = col  rpe‘  Quinci  risulta  la  se- 
guente regola  generale  per  ridurre  gli  angoli  che  hanno  il  vertice 
sul  piano  di  riduzione.  Il  coseno  dell’  angolo  ridotto  è uguale 
al  coseno  dell’angolo  osservato , diviso  per  il  coseno  dell'  angolo 
d’  elevazione. 

323.  Fatta  la  riduzione  degli  angoli  in  A e in  P , sarà  cognito 
il  terzo  E.  Noi  per  altro  daremo  una  formola  per  ridurre , quando 
si  voglia  , anche  l’ angolo  R indipendentemente  dagli  altri  due» 
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Questa  sarà  poi  utile  a darci  la  soluzione  di  un  altro  problema 
Interessante  (344)* 

Nei  due  triangoli  APR,  APE,  che  hanno  un  lato  comune  AP, 
si  ha  (III.  7*),  AP’  = AR1  -+■  PR’  — 2AR  X PR  X 
cos.ARP  = AE’  -+-  PE*  — 2 AE  X PE  X cos.AEP.  Dall’ulti- 
ma equazione  si  cava  cos.AEP  = A?  * 1 RA*  ;°’plarp  ~ RE  ; donde 
risulta  ,(211, 210) 


ÀTTD  _ cos.ARP  — sen.RAE  sen.RPE 

cos.au  = - raf  rpr 


overo,  per  maggior  facilità  del  calcolo  numerico,' 

cos.AEP  = tang.RAE  tang.RPE  (— — i)- 


La  penultima  formola  è più’  facile  ad  enunziarsi  ; e però  la  re- 
gola per  ridurre  l’ angolo  unico  avente  il  vertice  fuori  del  piano  di 
riduzione  sarà  : Il  coseno  dell’  angolo  ridotto  è ugnale  al  coseno 
dell’angolo  osservato,  da  cui  sia  sottratto  il  rettangolo  de’  seni  degli 
angoli  d’ elevazione  , ed  il  resto  diviso  per  il  rettangolo  de’  coseni 
degli  angoli  stessi. 

324.  La  riduzione  de’  lati  è troppo  facile  ; AE  = AR  cos.  RAE , 
PE  = PR  cos.RPE. 


Quando  si  volesse  proceder  con  estrema  esattezza  , in  cambio 
di  tutte  le  riduzioni  precedenti , si  potrebbero  risolvere  i triangoli 
RAE , RPE , come  obliquangoli  (32o),e  dopo  avere  determinati  i 
lati  del  triangolo  APE,  calcolare  gli  angoli  col  mezzo  delle  forinole 
(IV.  5*,o  6*,  &c). 

Sebbene  oltre  gli  angoli  d’ elevazione  sia  sempre  utile  osservare 
anche  quelli  corrispondenti  di  depressione , poiché  si  servono  di 
verificazione  reciproca , e danno  insieme  il  valore  attuale  della 
refrazione  (3o7,  3o8);  ad  ogni  modo  nelle  forinole  precedenti 
non  si  fa  menzione  degli  angoli  di  depressione , perchè  si  riduce 
ordinariamente  il  triangolo  al  piano  dei  punti  piu  bassi.  Del  resto 
Je  formolo  sono  le  stesse  in  ambi  i casi. 
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Fig.35  325.  Sia  ora  il  triangolo  ARr,  di  cui  si  dimanda  la  riduzione  al 
piano  AEe,dove  i punti  E,  e,  delle  linee  verticali  RE , re,  s’inten- 
dono posti  ad  egual  distanza  del  punto  A dal  centro  della  terra. 
Si  prolunghi  il  piano  AEe  fino  in  P,  cioè  fino  che  incontri  la  linea 
RP  tirata  pei  punti  R,  r.  Le  verticali  RE , re  si  suppongono  sempre 
perpendicolari  al  piano  AEeP,  e per  conseguenza  alle  linee  giacenti 
nel  medesimo  piano  , colle  quali  s’incontrano. 

Vediamo  in  primo  luogo  come  si  riduca  l’angolo  noto  RAr 
all’  angolo  EAe. 

Scn.  rPA  , o sen.RPA  = Ar  7;PAr  = AR”;PAtt-.  Ma  Pr  I PR 

re  \ RE  1 1 Ar  sen.rAe  AR  sen.RAE.  Sostituendo  questa 
ragione  alla  prima  nell’  ultima  equazione , si  ha  rae» 

o sia  sen.PAR  sen.PAr  I!  sen.RAE  ! sen.rAe, donde  si  ricava 
(io),  (II.  12*),  tang.ì(PAR  -t-  PAr)  ; tang.j(PAR  — PAr) 

* l tang.i(RAE  -f-  rAe)  ; tang.;(RAE  — rAe).  Ma  PAR  — PAr  è 
l’ angolo  noto  RAr,  e i due  ultimi  termini  della  proporzione  conten- 
gono gli  angoli  d’elevazione  che  si  suppongono  pur  conosciuti  per 
osservazione.  Dunque  il  primo  termine  dell’  analogia  sarà  il  solo 
ignoto  , e si  avrà 

tang.KPAR  -+-  PAr)  = tang.^RAr  X 

Fu  creduto  finora  che  questa  formola  non  potesse  aversi  che  dalla 
Trigonometria  sferica. 

Conoscendo  la  mezza  somma  e la  mezza  differenza  di  PAR  e 
PAr,  si  ha  (23o)  il  valore  assoluto  di  ciascuno  di  questi  angoli.  Quindi 
si  trova  PAE , e PAe,  col  mezzo  della  formola  (322).  La  differenza 
di  questi  due  angoli  è l’angolo  cercato  EAe. 

Sebbene  le  riduzioni  si  facciano  d’ordinario  a livello  del  punto 
più  basso,  come  dicemmo  ; pur  se  uno  dei  due  oggetti  R,  r,  fosse 
elevato,  e l’ altro  depresso,  è facile  conoscere  che  il  punto  P cadrà 
allora  fra  i due  punti  E , e , e che  l’angolo  cognito  RAr  sarà  eguale  a 
PAR  -4-  PAr  $ quindi  il  termine  ignoto  nell’  ultima  analogia  sarà 
il  secondo. 

3a<S. 
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326.  Se  gli  angoli  d’ elevazione  dei  due  oggetti,  RAE , rAe , 
fossero  eguali,  l’equazione  s™'  l\7  ~ Ivii  a Vr  vct^ere  c^ie  allora 
sen.PAr  = scn.PAR,  o sia  che  (19),  PAR  = 180°  — PAr. 
Poste  le  precedenti  egualità,  la  foriuola  (322  ) fa  veder  similmente 
che  cos.PAE  = cos.PAe,  o sia  che  PAE  = 180°  — PAe. 
Dunque  EAe  = PAE  — PAe  = 180*  — 2 PAe,  donde  si 
cava  PAe  = 90®  — ì EAe;  e però  cos.PAe  = sen.ìEAe.  Nel 
modo  stesso  si  prova  che  cos.PAr  = sen.ìRAr.  Quindi  basta  in 
tal  caso  la  formola  (322)  che  diviene 


sen.ìEAe  = 


sen.-rRAr 

cos.rAe 


; o pure 


il  seno  della  metà  dell’  angolo  ridotto  è uguale  al  seno  della  metà 
dell'  angolo  osservato  , diviso  per  il  coseno  dell’  elevazione. 

Se  uno  degli  oggetti  fosse  elevato,  e l’altro  depresso , e l’angolo 
d’ elevazione  uguale  all’  angolo  di  depressione  , si  avrà  PAR  = 
PAr  = i RAr,  e PAE  = PAe  =ì  EAe.  Allora  la  formola  sarà 


1 t~  a cos.  4RAr 

cos.ìEAe  = r— . 

J cos.  rAe 

327.  Per  ridurre  l’angolo  ARPad  AEP,  od  AEc,  col  mezzo 
della  formola  (323)  , bisogna  conoscere  l’angolo  RPE.  Per  ciò  si 
consideri  che  , essendo  PR  I Pr  ! ! RE  I re , si  ha  PR  ! PR  — 
Pr  lì  RE  I RE  — re.  Ma  PII  ! RE  il  1 ! scn.RPE;  dunque 
Rr  ! RE — re  III!  sen.RPE  = BE  sc“  nAE  ~ Arsc’  fA'. 

Ponendo  i seni  degli  angoli , in  vece  de’  lati  opposti , si  ha 

* ' f 

sen.RrA  sen.RAE  — sen.ARr  sen.rAr 


sen.RPE  = 


sen.KAr 


Per  ridurre  1’  angolo  ArR  ad  AeE , bisogna  prima , col  mezzo 
della  formola  (323),  ridur  l’angolo  Ad?  ad  AcP;  il  supplemento  di 
questo  sarà  l’angolo  cercato  AeE.  ,.t  ■ 

La  riduzione  de’  lati  adjacenti  agli  angoli  d’elevazione  si  è già 
veduta  (324).  Per  quel  che  sia  al  lato  Rr,  è facile  di  trovare  che 
Ee  = Rr  cos.RPE. 

Y 
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328.  Si  risparmiano  le  precedenti  riduzioni  ( che  non  sono  ap- 
plicabili alla  tavoletta)  quando  il  piano  del  quadrante,  o del  gra- 
fometro , è posto  orizzontalmente,  c i cannocchiali  possono  mo- 
versi verticalmente  per  collimare  agli  oggetti  quantunque  elevati, 
o depressi.  Il  moto  verticale  del  cannocchiale  non  altera  la  situa- 
zione dell’ alidada, e però  l’angolo  è misurato  sul  piano  dell’oriz- 
zonte che  è quello  dell’  istromento.  Si  avverta  però  che  in  questo 
modo  si  ha  ogni  angolo  misurato  sull’  orizzonte  della  respettiva 
stazione , e non  sopra  un  piano  esattamente  comune;  sicché,  quando 
le  distanze  fossero  grandi,  l’inclinazione,  per  esempio,  dell’  orizzonte 
Fig.3i  BA  del  punto  A all’orizzonte  01  del  punto  R potrebbe  meritare 
talvolta  attenzione.  Questa  inclinazione  è visibilmente  uguale  all’  an- 
golo C,  o sia  all’  arco  della  Terra  compreso  fra  le  diverse  stazioni. 
Fig.35  3 29.  Se  si  suppone  che  dal  punto  A siano  state  osservate  le 
distanze  angolari  di  tre  oggetti  E,  r,  P,  l’uno  de’  quali  r sia  più 
elevato  degli  altri  , sarà  chiaro  adesso  per  la  forinola  ( 322)  che  la 
somma  dei  due  angoli  EAr,  rAP,  deve  esser  maggiore  dell’angolo 
EAP  , come  abbiamo  promesso  (3 16)  di  dimostrare. 
r;„  33o.  SiaC  il  centro  della  Terra,  e sia  rappresentato  dalla  corda 

L AB  il  piano,  veduto  in  costa,  eli  un  triangolo  , le  cui  parti  siano 
state  ridotte  ad  un  orizzonte  comune,  coi  metodi  precedenti.  Se  si 
vuole  abbassar  questo  triangolo  al  piano  della  corda  DE , ciò  non 
altera  punto  gli  angoli , poiché  i due  piani  sono  paralleli  : convien 
solo  diminuire  i lati.  Questa  correzione  si  ha  facilmente  , poiché 
(278),  9,AB  : WC  '•*.  AB  : BC  ::  (247)  acos.BAC  : 1 
2sen.  jC  [ Conoscendo  3^BC  = BE,  che  è la  quantità  di  cui 
vuole  abbassarsi  il  piano  del  triangolo  , si  troverà  con  qualsivoglia 
delle  tre  precedenti  ragioni  il  valore  di  ^AB , o vero  la  diminu- 
zione che  deve  farsi  ad  ogni  lato  del  triangolo  stesso. 

Quando  si  ha  una  catena  di  molti  triangoli,  in  ciascuno  de’  quali 
si  sono  fatte  le  altre  riduzioni , quest’  ultima  serve  per  ridurli  tutti 
ad  un  medesimo  livello.  Ordinariamente  si  fa  la  riduzione  gene- 
rale a livello  del  mare. 
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Che  se , in  vece  delle  corde  , si  volessero  gli  ardii  corrispon- 
denti, è facile  di  dedurli  da  quelle.  La  terza  equazione  ( i5a), 
prendendo  solamente  il  primo  termine  della  serie  , giacché  gli 
altri  sono  insensibili,  dà  A — 2 sen.;  A = = ';2>C'^‘A)  . 

Si  avverta  che,  per  avere  il  valore  dell’arco  A in  parti  della  sua 
corda  2sen.jA,  espressa,  per  esempio  , in  piedi,  tese,  8cc.  con- 
vien  dividere  ,l’ espressione  — » per  il  quadrato  del  raggio 

della  Terra  espresso  nelle  stesse  parti  della  corda  , il  che  conviene 
colle  regole  date  ( 290  ). 

Della  miglior  condizione  de’  Triangoli  ; e della  costruzion 

dei  Segnali. 

33 1 . E sano  consiglio  non  contentarsi  di  misurare  due  angoli 
in  un  triangolo , madi  trasportarsi  a misurare  anche  il  terzo , sempre 
quando  si  possa.  Se  la  somma  dei  tre  angoli , ridotti  al  centro  delle 
rispettive  stazioni,  è di  180°,  poco  più,  poco  meno,  si  avrà  una  cer- 
tezza di  averli  bene  osservati , e si  dividerà  l’errore  ugualmente  su 
tutti  tre  , quando  non  si  avesse  motivo  particolare  di  dubitare  d’ una 
osservazione  più  che  dell’altra.  Supponendo,  per  esempio-,  che 
la  somma  sia  di  i8o°o'  3o",  si  leveranno  10"  ad  ogni  angolo, 
prima  di  calcolare  i lati, e prima  di  fare  la  riduzione  ad  un  orizzonte 
comune.  Questo  è il  massimo  errore  che  può  commettersi,  in  piq 
o in  meno , con  un  quadrante  di  tre  piedi  di  raggio  , poste  le  più 
scrupolose  verificazioni  ed  attenzioni , come  si  vede  nelle  Opere 
citate  ( ap3  ).  Se  il  raggio  dell’  istromento  non  è die  di  mezzo  piede , 
l’error  può  montare  fino  a 3',  quando  però  il  nonio  mostri  il  mi- 
nuto; a 6',  se  il  nonio  dà  i due  minuti;  e cosi  discorrendo.  Poiché 
dunque  è impossibile  evitare  assolutamente  ogni  errore  nel  pren- 
dere gli  angoli , diviene  essenziale  il  procurare  che  questo  erroFe 
influisca  meno  che  sia  possibile  sulla  determinazione  de’ lati,  la 
quale  è lo  scopo  di  simili  operaiLoni,  L’esame  si  riduce  a vedere 

Yij- 
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di  qual  grandezza  debbano  essere  gli  angoli , perchè  i loro  errori 
sian  meno  sensibili  sopra  i lali.  È vero  che  le  circostanze  locali 
permetteranno  rare  volte  di  condizionare  i triangoli  con  esatta 
conformità  alle  regole  che  troveremo.  Non  per  questo  sarà  di  poca 
utilità  la  discussione  presente  , poiché  servirà  di  norma  per  procu- 
rare di  avvicinarsi  alle  regole  quanto  sia  possibile;  e quando  verrà  la 
necessità  di  allontanarsene  molto , si  saprà  almeno  quanta  possa 
essere  appresso  poco  l’incertezza  de’  risultati. 

332.  Poiché  la  misura  degli  angoli  non  basta  (236)  per  deter- 
minare i lati,  è dunque  necessario  avere  in  ogni  triangolo  un  lato, 
o misurato  colla  pertica , o determinalo  trigonometricamente  per 
mezzo  d'altri  triangoli , nel  primo  de’  quali  bisognerà  sempre  che 
siavi  una  base  misurata  colla  pertica.  La  scelta  della  base  è pertanto 
l’operazione  fondamentale.  Si  cerchi  in  primo  luogo  , quale  debba 
esser  la  sua  lunghezza , e la  sua  direzione , ponendo  il  caso  che 
niun  impedimento  limiti  nè  l’una  nè  l’altra. 

7 In  un  triangolo  qualunque  ABC  si  ha  (III.  1*),  AB  sen.A  = 
BC  sen.C.  Sia  AB  la  base  ; la  qual  si  considera  senza  errore , giacché 
in  questa  sorte  di  misure  , quando  sono  prese  con  diligenza , l’er- 
rore non  può  esser  sensibile  ; e poi  qui  non  ci  proponiamo  di 
esaminare  altro  che  l’errore  degli  angoli.  Facendo  dunque  AB 
costante  , e differenziando  l’equazione,  si  ha  AB  cos.A  ^A  = 
sen.C  B,BC  h-  BC  cos.C  ^C.  Non  sapendosi  quanto  sia  grande 
ciascun  degli  errori  8|Ae  ^C  degli  angoli  A e C , (l' angolo  B non 
entra  nel  calcolo  diBC)  conviene  supporre  detti  errori  uguali , 
tanto  più  , che  si  opera  collo  stesso  istromento.  Si  chiami  e,  per 
brevità,  ciascuno  di  questi  errori  ; l’equazione  darà  B^BC  = e X 
. Ponendo  — r in  luogo  di  — r , si  avrà 

tseu.C  sen.A  O snut  7 

B.BC  = e X BC  (cot.A — cot.C). 

Quésta  equazione  (volendo  calcolarla  , si  avverta  che  e,  preso  in 
secondi , deve  èsser  diviso  per  R")  dà  l’errore  B^BC  che  sarebbe 
prodotto  nel  calcolare  BC  dagli  errori  degli  angoli,A>  e C.  Perchè 
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questi  errori  (supposti  eguali)  non  influiscano  punto  sul  lato  BC , 
basta  dunque  che  sia  A = C , essendo  evidente  clic  allora  l’equa- 
zione è ridotta  a zero.  Ma  perchè  gli  errori  ^A,  e ^C,che  la  diffe- 
renziazione suppone  entrambi  in  un  senso  , potrebbero  esser 
commessi  l'uno  in  più,  l’altro  in  meno,  nel  qual  caso  si  avrebbe 
8,BC  = ± e X BC  (cot.A  -+-  cot.C),  conviene  indagare  di 
qual  grandezza  debbano  essere  allora  gli  angoli  A e C,  perchè  la 
somma  delle  loro  cotangenti  abbia  il  minimo  valore  possibile; 
essendo  chiaro  , per  l’equazione,  che  quello  sarà  pure  il  caso  del 
valor  minimo  di  ^BC.  Ora  (II.  ai’^cot.A-t-cot.C  = \ = 

— - ■ , *T\— C>7i  : rì  > (H*  16*);  o vero  cot.A  -+-  cot.C  = 

TCOS.(A  oo  C)  T co». (A  + C)  ’ v /7 

co». (A  cà  » (IIL  57*>  66‘)-  Dalla  qua,e  equazione  si 

vede  che  , qualunque  sia  la  grandezza  dell’  angolo  B , il  valore 
del  secondo  membro  sarà  sempre  il  minimo  possibile , quando 

cos. (A  co  C)  sarà  il  più  grande  possibile  , cioè  quando  A = C. 
Si  può  dunque  conchiudere  per  regola  generale  ; che  la  condizione 
più  vantaggiosa  di  un  triangolo,  quando  si  voglia  determinare  un 
lato  solo , è che  la  base  sia  uguale  al  lato  cercalo.  Questa  è la  con- 
dizione essenziale.  Per  quel  che  sia  l’angolo  compreso  B,  è vero 
che,  nel  caso  di  cot.A  -+-  cot.C, giova  che  sia  il  più  piccolo  possi- 
bile , ma  la  grandezza  di  quest’  angolo  è indifferente  nel  caso  di 

cot. A  — cot.C,  (posta  l’egualità  degli  errori);  e però  importa 
non  aggravarsi  di  restrizioni  generali  senza  una  generale  necessità.. 
Si  può  dunque  dare  alla  base  la  direzione  che  sarà  più  comoda , 
osservando  solo  che  gli  angoli  A c C non  siano  poi  troppo  pic- 
coli. 


333.  Poiché , per  la  regola  antecedente  , la  base  deve  essere 
uguale  al  lato  cercato , ne  segue  evidentemente  che  la  condizione 
più  vantaggiosa  di  un  triangolo  , quando  si  vogliano  determinare 
due  lati,  è che  il  triangolo  sia  equilatero. 

334..  Rare  volte  succede  che  possa  misurarsi  comodamente  una 
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base,  die  sia  tanto  lunga  quanto  i lati  cercati.  Posto  dunque  die 
la  lunghezza  della  base  sia  limitata  , supponiamo  che  almeno  la 
sua  direzione  sia  libera  , e cerchiamo  quale  esser  debba  nel  caso , 
in  cui  si  voglia  determinare  un  solo  degli  altri  due  lati  del  tri- 
angolo. 

Sia  sempre  AB  la  base,  BC  il  lato  cercato.  Convien  trovare  il 
valor  minimo  di  cot.  A qr  cot.C,  (332  ),  allora  quando  non  può 
essere  A = C. 


E prima , nel  caso  del  segno  negativo,  si  ha  (III.  5i*,  104*), 

. a . p AB  — BC  cos.B  BC  — AB  cos.B  AB*  — BC* 

COl.iX  COt.^  BCjenTS  AB  sen.B  AB  X BC  sl-.kB  * 

La  grandezza  di  BC  e di  AB  si  suppone  limitata  dalle  circostanze 
locali  , altrimenti  si  accorcierebbe  BC,  o si  allungherebbe  AB, 
finché  fossero  eguali  (332).  Dunque,  posti  AB  e BC  costanti  nell’ ul- 
tima espressione,  si  vede  chiaro  che  il  minimo  valore  di  cot. A — ■ 
cot.  C ha  luogo  quando  B = 90°. 

Esaminando  ora  il  caso  del  segno  positivo,  si  ha  (III.  1 o 1 *)  ,cot.  A -t- 

v/; 


cot.C  ==  cot.  A 


^•TAB7"-’A?==cot.A 

AB  sen.A 


BC* 


AB*>en.*A 


Ragionando  , come  nel  caso  precedente  , il'  valor  minimo  della 
frazione  sotto  il  vincolo'radicale  si  vede  aver  luogo  quando  A ==  90°. 
Ma  allora  anche  cot.A  sparisce  , ( 34  ).  Dunque  il  valor  minimo  di 
cot.A  cot.C  ha  luogo  quando  A = 90°.  Questa  è la  regola 
generale  che  dà  Bouguer  ( Fig.  de  la  Terre , pag.  88).  Ma  abbia- 
mo trovato  che  , nel  caso  di  cot.A  — cot.C,  conviene  che  sia 
B = 90°.  Dunque , poiché  gli  angoli  A e B non  possono  essere 
tutti  due  retti , noi  giudichiamo  di  meglio  abbracciar  tutti  i casi , 
prendendo  la  via  di  mezzo,  e facendo  A = B. 

Applicando  al  lato  AC  tutto  ciò  che  si  è detto  del  lato  BC,  ne 
risulterebbe  la  medesima  conclusione.  Dunque  in  generale  quando 
la  base  non  può  essere  uguale  al  lato,  od  ai  lati  cercati , la  condi- 
zione più  vantaggiosa  del  triangolo  si  è , che  la  base  sia  la  pià  lunga 
possibile , e gli  angoli  sulla  base  uguali. 
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Ho  aggiunto  la  condizione  , che  la  base  sia  la  più  lunga  possi- 
bile , perchè  dall’  aver  trovato  che , per  il  meglio , ciascuno  degli 
angoli  sulla  base  dovrebbe  essere  di  90%  non  conchiuda  talvolta 
alcuno , che  gioverebbe  di  far  la  base  cortissima.  La  regola  fonda- 
mentale  è che  la  base  sia  uguale  ai  lati  cercati  (332,  333).  Questa 
regola  deve  infrangersi  meno  che  si  può  : e solo  per  diminuire  i 
danni  d’ un’  infrazione  forzata , abbiamo  trovato  doversi  fare  il  trian- 
golo isoscele. 

335.  L’equazione  ^BC  = e X BC  (cot.A  =p  cot.C)  fa 
vedere  , che  la  quantità  e (cot.A  ip  cot.C),  che  abbiamo  esami- 
nato fin  ora,  è proporzionale  alla  grandezza  di  BC.  Posta  dunque 
la  possibilità  di  determinare  una  distanza  BC  per  mezzo  di  un  solo  Fig.37 
triangolo  equilatero  ABC , o vero , dividendola  in  più  parti , per 
mezzo  di  molti  triangoli  equilateri  minori  BDE  , EDG  , &c.  , im- 
porta discutere  a qual  partito  convenga  dare  la  preferenza. 

Sia  dunque  BC  divisa  in  tre  parti  eguali  BD  , DF , FC  , e sia 
BE  la  base  in  vece  di  AB.  Risolvendo  il  triangolo  BDE , si  trovano 
BD  e DE.  Quindi , presa  DE  per  base  , si  risolve  il  triangolo  DGE 
per  trovar  DG.  Conoscendo  DG , si  risolve  il  triangolo  DGF  per 
trovar  DF , FG  ; e così  seguitando  si  determinano  tutte  le  parti 
di  BC.  Ora  in  questa  operazione  convien  riflettere  che  due  sono 
le  cause  di  errore  nella  risoluzione  del  secondo  triangolo  DGE  : 

1’  una  è l’ errore  commesso  nell’  osservare  i suoi  angoli,  della  quale 
abbiamo  trattato  fin  qui  ; l’altra  è l’errore  della  base  DE  prodotto 
da  quello  degli  angoli , nella  risoluzione  del  primo  triangolo  BDE. 

Per  saper  qual  errore  produca  nel  lato  cercato  l’errore  della 
base,  si  fanno  costanti  gli  angoli  opposti  (285),  e tosto  si  vede 
(278)  che  gli  errori  sono  proporzionali  alla  grandezza  de’  lati.  Or 
si  supponga  che  sia  di  un  piede  l’errore  prodotto  dagli  angoli  in 
ciascuno  de’  lati  del  primo  triangolo , BD  , DE.  Ne  segue  che  1’  er- 
rore di  DG  sarà  di  due  piedi , uno  comunicato  dal  lato  DE , e 
l’altro  dagli  angoli  del  triangolo  DGE.  Quindi  l’errore  di  DF , e 
di  FG,sarà  di  3 piedi , cioè  due  per  causa  di  DG,  e uno  prodotto 
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Fig.37  dagli  angoli  del  triangolo  DFG.  Così  procedendo  ,si  trova  di  5 piedi 
l’errore  di  CF.  Se  BC  fosse  stato  diviso  in  4 parti , la  quarta  parte 
avrebbe  un  errore  di  7 piedi;  erosigli  errori  crescerebbero  sempre 
in  progressione  aritmetica  , se  il  numero  delle  parti  di  BC  fosse 
maggiore.  Ora  sommando  i tre  errori , 1 , 3 , 5 , di  BD,  DF , FC , 
risulta  di  9 piedi  l’errore  sul  lato  BC  determinato  per  mezzo  di 
5 triangoli.  AH’ incontro,  impiegando  un  solo  triangolo  ABC,  l’er- 
ror  non  sarebbe  che  di  3 piedi, cioè  triplo  dell’  error  di  BD, giacché 
BC  = 3BD,  e l’errore  proveniente  dagli  angoli  è proporzionale  al 
lato  cercato , come  vedemmo  in  principio  del  presente  articolo. 
Dunque  parrebbe  evidente  la  conclusione,  che  i triangoli  debbano 
moltiplicarsi  meno  che  si  può.  Ma  conviene  riflettere  che  l’errore 
di  9 piedi  sopra  BC  si  è trovato  per  l’accumulazione  di  tutti  gli 
errori  di  5 triangoli , Il  che  suppone  che  detti  errori  sian  tutti  stati 
commessi  nel  medesimo  senso.  Or  questa  accumulazione  non  solo 
è remota  da  ogni  probabilità,  ma  anche  smentita , e ridotta  a zero, 
per  cosi  dire , dall’  esperienza.  Nelle  determinazioni  importanti  e 
delicate  si  misurano  due  basi,  l’una  al  principio,  e l’altra  alla  fino 
de’  triangoli,  come , per  esempio,  BE,  CH.  Questo  è il  modo  piu 
sicuro  di  dare  la  prova  alle  operazioni  trigonometriche  interme- 
die. Ora  gli  Accademici  Francesi  nel  Perù  non  trovarono  che  un 
divario  di  due  piedi,  fra  la  misura  ed  il  calcolo,  sull’ ultima  base,  alla 
quale  pervennero  per  una  serie  di  28  triangoli  che  servirono  a de- 
terminare una  distanza  BC  di  1 80  miglia  geografiche.  Similmente 
non  arriva  a 5 piedi  l’ errore  della  seconda  base  , dopo  una  catena 
di  1 1 triangoli  che  servirono  al  Sig.  Ab.  Boscovich  per  determi- 
nare una  distanza  di  1 3o  miglia.  Ma  se  gli  errori  si  fossero  accu- 
mulati, supponendoli  di  i5"  in  ogni  angolo, l’errore  della  seconda 
base  nel  Perù  doveva  essere  di  28  tese  circa , e quello  della  seconda 
base  in  Italia  di  19  tese;  facendo  il  calcolo  secondo  la  mia  ipotesi 
de’  triangoli  equilateri.  Dunque  non  si  saprebbero  desiderare  prove 
più  luminose  di  ciò  che  stabiliscono  anche  le  regole  della  probabi- 
lità , cioè  che  gli  errori  si  ricompensano  con  la  moltiplicazione 
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de'  triangoli.  Egli  è poi  chiaro , die  questa  compensazione  diviene 
molto  più  sicura,  quando  si  osservano  tutti  tre  gli  angoli  d’ogni 
triangolo , e si  riduce  la  loro  somma  a 180%  (33 1 ). 

336.  Scarsa  parrà  forse  l’utilità  delle  regole  precedenti , poiché 
non  si  trovano  facilmente , dove  si  vuole , i campanili  ed  altri  oggetti 
distinti , sui  quali  dirigere  i raggi  visuali , per  comporre  i trian- 
goli con  le  condizioni  più  vantaggiose.  Ma  potendo  supplirsi  molte 
volte  con  segnali  piantati  a posta  Helle  situazioni , ove  mancano  , 
dirò  due  parole  della  loro  costruzione.  Il  Sig.  Ab.  Boscovich  for- 
mava una  specie  di  baracche  quadrate,  o circolari,  di  14  piedi  di 
diametro  , ed  anche  più  d’altezza,  col  mezzo  di  lunghi  rami,  ben 
profondati  nel  suolo,  reciprocamente  inclinati  alla  cima,  e connessi 
con  altri  rami  trasversali  assicurati  con  corde  e con  chiodi.  Queste 
baracche  rivestite  di  fogliami  si  scorgevano  fino  in  distanza  di  5o 
miglia  anche  con  piccoli  cannocchiali , quando  per  altro  erano 
collocate  sul  vertice  delle  più  alte  montagne,  in  guisa  che  la  proie- 
zione dell’  immagine  si  formasse  nel  Cielo.  Senza  quest’  ultima 
condizione  egli  avverte , che  per  vederli  fa  d’uopo  accorciar  le  dis- 
tanze , e coprire  i segnali  con  lenzuoli , o altre  cose  tiranti  al  bianco 
piuttosto  che  al  nero  : egli  fece  uso  in  un  caso  simile  d’  una  tela 
di  canape  intonicata  di  calce  , e potè  ben  discernere  il  segnale  in 
distanza  di  24  miglia.  Picard  si  è servito  utilmente  di  fuochi.  Un 
fuoco  largo  tre  piedi  può  esser  veduto  in  distanza  di  36  miglia. 

Della  maniera  di  levare  i Piani , e di  formare  le  Carte  topografiche , 
c le  geografiche  di  non  molta  estensione. 

337.  Piano , o pianta  di  un  terreno , di  una  città , &c.  si  chiama 
un  disegno , in  cui  sono  descritte  le  linee  de’ contorni  del  terreno  , 
e delle  sue  parti  principali , in  guisa  che  il  complesso  di  dette 
linee  forma  una  figura  perfettamente  confortnea  quella  del  terreno 
o città , considerati  sopra  un  piano  orizzontale , facendo  astrazion 
dalle  altezze.  Se  si  suppone  che  un  campanile  venga  tagliato  raso 
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ferra , la  figura  che  formeranno  gli  orli  esteriori  e interiori  de*  muri 
del  campanile,  veduti  sulla  superficie  piana  del  terreno,  si  chia- 
merebbe la  pianta  del  campanile.  Quando  si  fa  il  piano  di  una 
fabbrica  sola , si  può  segnare  la  grossezza  de’  muri  con  linea  dop-> 
pia  ; ma  quando  il  piano  contiene  uno  spazio  più  esteso  , non  si 
può  notare  ordinariamente  il  perimetro  degli  edifizj  altro  che  eoa 
linee  semplici. 

Il  piano  si  chiama  topografico , quando  contiene  e mostra  tutte 
le  particolarità  del  terreno  disegnato , cioè  chiese , case , o isole  di 
case  , mulini , parchi , giardini , le  due  sponde  de’  fiumi , canali , 
e torrenti,  gli  acquedotti  , le  strade, sì  grandi,  che  piccole,  &c. 
Carte  geografiche  poi  sono  quelle  che  denotano  semplicemente  il 
sito  delle  città,  e de’ villaggi,  de’ boschi , e' delle  montagne,  ed  il 
corso  de’  fiumi.  Per  ora  non  intendiamo  parlar  che  di  quelle  d’ una 
Provincia , giacché  la  costruzione  della  carta  di  un  Regno , o di  più 
Regni , richiede , come  vedremo  in  appresso , la  cognizione  della 
Trigonometria  sferica. 

In  quel  modo,  in  cui  si  è formato  con  la  tavoletta  ( 3 1 5 ) il 
ìg.32  quadrilatero  abdc,  esattamente  conforme  al  quadrilatero  ABDC  sul 
terreno , vai  a dire,  in  quel  modo,  nel  qual  si  è determinata  la 
posizione  dei  due  oggetti  C e D , relativamente  alle  due  stazioni 
A , e B , hel  medesimo  modo  si  determinerebbe  la  posizione  di 
qualsivoglia  numero  di  oggetti , che  potessero  esser  veduti  stando 
in  A e in  B , col  mezzo  di  linee  tirate  dai  punti  a e b in  direzione 
a ciascuno  degli  oggetti,  come  si  fece  di  ac,  ad,  bc,  bd.  Queste 
sono  ordinariamente  linee  occulte  , cioè  fatte  col  lapis  , le  quali  si 
cancellano  poi  con  gomma  elastica , o con  mollica  di  pane , quando 
si  sono  notati  con  inchiostro  i punti  C,  D,  &c.  La  base  medesima 
Si  cancella  parimente  , allorché  siano  determinate  sul  piano  le 
posizioni  di  tutti  gli  oggetti  da  essa  dipendenti.  Se  poi  si  vuole 
veder  nel  disegno  il  contorno  di  un  campo,  di  un  giardino  , &c. 
allora  si  segneranno  con  l’ inchiostro  le  linee  intiere  del  perimetro,' 
lirate  da  un  angolo  all’altro  successivamente  , coinè , per  esempio. 
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AB , BD , CD , AC , supponendo  che  ABDC  sia  il  contorno  del 
campo , giardino , &c.  Sarà  cosa  buona  trascurar  tutti  quegli  oggetti 
che  fossero  veduti  dalle  stazioni  A,  e B sotto  angoli  troppo  ine- 
guali (333 , 334);  e per  determinare  le  loro  posizioni  trasportarsi 
in  vece  ad  osservarli  sulle  estremità  di  un  de’  lati,  come  AC,  CD; 
BD,  &c.  , i quali  si  sono  determinati  prima  dalle  accennate  sta- 
zioni , scegliendo  quello  che  darà  gli  angoli  meno  disuguali.  Su 
questo  Iato  prescelto , che  può  chiamarsi  una  seconda  base,  si  ope- 
rerà nello  stesso  modo,  come  sulla  prima  base  AB.  E cosi  si  pas- 
serà di  base  in  base , finché  si  abbia  sopra  la  carta  la  posizione  di' 
tutti  gli  oggetti  che  si  vogliono  metter  nel  piano. 

La  prima  cosa  che  deve  farsi  è di  formare  a piedi  della  carta  una 
scala  corrispondente  alla  grandezza  che  si  vuol  dare  al  disegno. 
Su  questa  scala  si  prenderà  la  lunghezza  che  deve  avere  la  base 
che  si  è misurata  colla  pertica.  Suppongo,  per  esempio  , che  la 
base  sia  lunga  mille  pertiche,  e che  la  scala  sia  divisa  in  pollici  e 
linee  ; se  si  prende  su  questa  un  intervallo  di  8 poi.  4 Un. , o sia 
di  100  linee , per  descriver  la  base  sulla  carta  , in  tal  caso  ogni 
6pazio  di  una  linea  sul  disegno  corrisponderà  aio  pertiche  sul 
terreno.  Si  procurerà  che  la  base  si  trovi,  per  quanto  è possibile, 
nel  mezzo  del  terreno  di  cui  vuol  levarsi  la  pianta , e che  i punti 
estremi  della  medesima  siano  situati  in  modo , che  da  quelli  si 
possa  scoprire  gran  numero  degli  oggetti  che  si  vogliono  mettere 
nel  disegno.  Secondo  la  situazione  in  cui  si  trova  la  base  sul  ter- 
reno relativamente  al  perimetro  del  medesimo , si  descriverà  la 
linea  che  rappresenta  la  base , nel  mezzo  della  carta , nell’  alto  , nel 
basso , verso  la  destra , o verso  la  sinistra  ; prendendo  la  lunghezza 
di  questa  linea , come  si  è detto , sopra  la  scala.  Ciò  fatto , le  inter- 
sezioni delle  linee  tirate  verso  ogni  oggetto  da  due  diverse  stazioni , 
daranno  le  posizioni  relative  d’ ogni  oggetto  sopra  la  carta,  ed  il 
piano  sarà  levato. 

Per  non  equivocare , sarà  cosa  ben  fatta  di  scrivere  in  capo  ad 
ogni  linea  il  nome  dell’  oggetto , in  direzione  del  quale  fu  tirata. 
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Delle  strade  si  noteranno  pochi  punti , per  non  far  confusione  di 
molte  lince  nel  disegno.  Si  presceglieranno  i punti  estremi,  e qual- 
cuno degl’  intermedj , dove  la  strada  fa  più  angolo.  Se  quivi  non 
esistessero  oggetti  distinti , sui  quali  appuntare , si  faranno  piantare 
paline,  o altri  segnali.  Lo  stesso  si  dica  de’  fiumi.  Vedremo  (339) 
il  modo  di  figurar  nel  disegno  tutta  la  direzione  delle  strade  e de’  fiu- 
mi , secondo  le  loro  tortuosità , e con  le  loro  larghezze  ; e simil- 
mente il  modo  di  figurare  il  perimetro  delle  chiese,  case,  o isole  di 
case,  per  le  quali  basta  determinar  nel  disegno  , coi  metodi  pre- 
cedenti, i due  punti  estremi  della  lunghezza  d’ una  facciata  qua- 
lunque , preferendo  sempre  quella  che  può  osservarsi  meglio  di 
fronte  da  due  stazioni. 

338.  Se  il  piano  che  vuol  levarsi  è quello  di  una  città , convien 
far  le  stazioni  sui  crocicchj  delle  strade , e misurar  con  la  pertica 
esattamente  la  lunghezza  di  queste  danna  stazione  all’  altra,  quando 
queste  lunghezze  non  siano  determinate  nel  disegno  con  f inter- 
sezion  delle  linee  tirate  da  due  diverse  stazioni.  Sarà  bene  comin- 
ciar dalla  piazza  più  grande, levandone  la  pianta  con  far  la  stazione 
nel  mezzo , e tirando  una  linea  sopra  la  carta  dal  centro  dell’  alidada 
verso  ciascuno  degli  angoli  delle  strade  che  mettono  sulla  piazza.' 
Si  misurano  colla  pertica  diligentemente  tutte  le  distanze  dal  punto 
del  terreno  corrispondente  a piombo  al  centro  dell’alidada  , fino 
a ciascuno  degli  angoli  sopraddetti,  indi  col  mezzo  della  scala  si 
danno  le  stesse  lunghezze  alle  linee  corrispondenti  sopra  il  disegno.’ 
Glispazj , fra  le  estremità  di  queste  linee,  si  chiudono  ed  uniscono 
insieme  con  altre  linee  ne’  siti  corripondenti  alle  case , lasciando 
aperti  quelli  corrispondenti  alle  strade  ; con  che  è levata  la  pianta 
della  piazza.  Si  ha  così  un  buon  numero  di  punti  fissi  che  servono 
d’ origine  per  connettervi  tutte  le  strade  che  partono  dalla  piazza. 
Ma  sarebbe  troppo  lungo  il  condurre  per  mano  in  tutte  le  più 
minute  manovre  di  quest’ Arte,  delle  quali  si  apprende  più  con 
l’ esercizio , in  un  giorno  , di  quello  che  per  lettura  di  molti  pre- 
cetti. 
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Facendo  molto  uso  della  tavoletta,  specialmente  in  campagna 
un  Ingegnere  può  divenir  capace  di  stimare  gli  angoli  e le  distanze 
a colpo  d’occhio.  Al  più  ogni  semicircolo  o sia  rapportatore,  armato 
di  un’ alidada  qualunque  per  dirigere  il  raggio  visuale , gli  servirà  a 
prendere  i primi  ad  un  grado  più  o meno;  ed  esercitandosi  a misu- 
rar le  seconde  col  passo  , potrà  disegnare  un  piano  con  grande 
approssimazione  al  vero.  In  ciò  consiste  principalmente  l’abilità 
degl’  Ingegneri  militari , che  rare  volte  hanno  il  tempo  e la  libertà 
d’impiegare  la  tavoletta  ed  altri  stromenti  per  levare  le  piante.  I 
Geografi  stessi  non  hanno  bisogno  sovente  di  maggior  precisione 
per  distribuire  sulla  carta  i paesi  di  minor  conto  , allor  quando 
hanno  determinato  con  esattezza  le  posizioni  delle  città  e de’ luoghi 
più  notabili.  Rare  sono  le  carte  geografiche  di  tanto  larghe  dimen- 
sioni , che  un  mezzo  miglio  vi  occupi  uno  spazio  sensibile. 

339.  La  larghezza  delle  strade  si  misura  con  la  pertica.  Per 
avere  quella  de’  fiumi,  si  può  collimare,  da  ciascuna  di  due  sta- 
zioni al  solito,  a due  oggetti , o segnali , posti  l’uno  in  faccia  all’altro 
sulle  due  rive.  Male  tortuosità  delle  strade  e de’ fiumi,  ed  anche 
le  loro  larghezze , si  levano  speditamente  col  mezzo  della  bussola.  Fig.38 
Giova  impiegarla  più  grande  che  sia  possibile,  molto  sensitiva,  e 
ben  montata  in  una  scatola  quadra , i cui  lati  siano  paralleli  alle 
linee  AB , CD , destinate  ad  indicare  la  tramontana , il  mezzogiorno , 
il  levante  , e il  ponente.  La  scatola  interna  circolare  deve  esser 
divisa  in  36o  parti , o meglio  in  720  per  avere  il  mezzo  grado  ; e la 
punta  dell’ ago  magnetico  deve  radere  l’orlo  delle  divisioni  senza 
toccarle  , affinchè  si  veda  con  più  certezza  a qual  di  esse  precisa- 
mente  corrisponda  la  punta  medesima.  Alla  scatola  esterna  sta 
applicato  un  pezzo  EF,di  forma  prismatica, parallelo  al  diametro  AB> 
o sia  alla  linea  nord  e sud , il  qual  pezzo  porta  sulle  sue  estremità 
due  traguardi,  non  disegnati  nella  figura  per  minor  confusione.  La 
vite  V serve  per  fissare  il  pezzo  EF,  che  deve  per  altro  poter  girare 
forzato  sulla  parte  liscia  della  vite  , affinchè  i traguardi  si  possano 
dirigere  ad  oggetti  elevati , o depressi , mentre  la  scatola  della 
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bussola  deve  sempre  restare  parallela  all’orizzonte  per  la  libertà 

ed  esattezza  de’  movimenti  dell’ago  calamitato. 

Ciò  posto , siano  K , H , due  oggetti , de’  quali  vuol  prendersi 
la  distanza  angolare  veduta  dal  punto  C.  Ivi  stando,  si  osserverà 
per  li  traguardi  uno  degli  oggetti , per  esempio  K.  Suppongo  che 
in  tal  posizion  della  bussola  l’ ago  magnetico  si  trovi  nella  dire- 
zione CF.  La  direzione  CK  del  traguardo  essendo  parallela  al  dia- 
metro AB  (fig.  38)  della  bussola,  ne  segue  che  l’angolo  che  fa 
l’ago  magnetico  col  diametro  stesso  è uguale  all’angolo  FCK.  Notata 
la  grandezza  di  quest’angolo  indicata  dalle  divisioni,  si  volterà  la 
bussola  ed  il  traguardo  ad  osservare  l’oggetto  H.  L’ago  calamitato 
prenderà  ancora  la  direzione  CF,  e indicherà  in  questo  caso  l’an- 
golo FCH.  La  differenza  dei  due  angoli  osservati  è l’angolo  cer- 
cato KCH. 

È cosa  chiara  che  se  i due  oggetti  fossero  stati  N , K , cioè  l’ uno 
situato  da  una  parte  e l'altro  dall’altra,  respettivamente  alla  dire- 
zione CF  dell’ago  magnetico,  l’angolo  cercato  NCK  sarebbe  stato 
la  somma  dei  due  angoli  osservati  NCF,  FCK. 

Diviene  ora  facile  il  disegnare  il  corso  tortuoso  di  un  fiume , e 
la  sua  larghezza.  Piantate  paline  in  D,  E,  F,  G,  H,  cioè  ne’  siti 
ove  la  curvità  della  riva  è maggiore , si  misureranno  colla  pertica 
le  distanze  DE , EF , FG , GH , e con  la  bussola  gli  angoli  che  le 
medesime  fanno  tra  loro.  Suppongo  che  la  direzione  dell’  ago  cala- 
mitato sia  successivamente  DN,  EN , FN  , GN , HN.  È cosa  chiara 
che  stando , per  esempio , in  G , con  osservar  l’ oggetto  H si  avrà 
l’ angolo  NGH , e con  osservar  l’ oggetto  F si  avrà  l’angolo  NGF. 
La  somma  di  questi  due  angoli,  sottratta  da  36o°nel  caso  della 
figura , darà  l’angolo  cercato  FGH. 

Per  non  moltiplicarle  stazioni  soverchiamente,  nell’atto  stesso 
di  misurar  le  basi  DE , EF,  8cc.  si  misurano  pur  le  distanze  perpen- 
dicolari da  dette  basi  alla  riva , quando  queste  distanze  variano  fra 
loro  notabilmente  ; sono  espresse  nella  figura  dalle  linee  punteg- 
giate cadenti  sopra  GH.  Lo  stesso  si  farà  delle  distanze  delle  stazioni 
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G,  H,  &c.  alla  riva.  Queste  perpendicolari  sarebbero  sufficienti 
senza  l’osservazione  degli  angoli,  se  le  basi  GH,  FG,  &c.  fossero 
tirate  sopra  la  carta  nel  sito  e grandezza  che  lor  conviene,  nell’  atto 
di  osservare  gli  oggetti  pei  traguardi  della  tavoletta  , o della  bus- 
sola. Gli  stessi  metodi  servono  per  prendere  il  contorno  irregolare 
di  un  terreno,  di  un  bosco,  &c.  e le  tortuosità  delle  strade. 

Se  si  vuol  la  larghezza  del  fiume  per  mezzo  della  bussola , si 
osserverà  da  due  stazioni,  come  F,  e G,  un  oggetto,  o segnale  S 
posto  sull’  altra  sponda.  Sottraendo  dagli  angoli  NGS  , NFS  gli 
angoli  NGF,  NFG  , si  conosceranno  gli  angoli  SGF,  SFG.  Questi 
formati  nel  piano  sopra  la  base  FG  daranno  il  punto  S.  Convieu 
far  questa  operazione  in  tutti  i siti,  ove  il  fiume  cangerà  sensi- 
bilmente di  larghezza. 

Quando  si  ha  nel  piano  una  delle  faccie  (33 7)  di  un  edificio; 
di  nn  recinto,  di  un  groppo  di  case,  & c.  si  misurano  colla  pertica 
le  lunghezze  delle  altre-  faccie , e si  prendono  colla  bussola  gli  an- 
goli che  fanno  ha  loro.  Si  ha  così  quanto  fa  di  bisogno  per  delinear 
sul  disegno  tutti  i contorni. 

Serve  pure  la  bussola  a prendere  gli  angoli  nelle  mine  , ed  in 
ogni  sotterraneo  : misurando  inoltre  le  lunghezze  degli  anditi  colla 
perticaci  determinano  sopra  terra  le  direzioni,  e tortuosità  delle 
mine,  e si  può  trovare,  a un  di  presso, in  qual  sito  convenga 
aprire  una  nuova  bocca,  con  cui  si  voglia  incontrarle.  Si  badi  solo 
che  la  direzione  dell’  ago  magnetico  può  esser  turbata,  se  vi  ha 
del  ferro  nelle  vicinanze. 

Con  la  bussola  e il  loch,  si  può  anche  levare  il  disegno  appros- 
simante d’una  spiaggia,  di  un  porto , &c. , stando  in  un  basrimento.1 
Con  la  prima  si  prendono  le  distanze  angolari  fra  i Capi  , ed  altri 
oggetti  distinti  lungo  la  spiaggia.  11  secondo  misura  il  viaggio  che 
fa  il  bastimento  dopo  questa  prima  osservazione  infino  ad  un  altro 
momento  convenientemente  distante  ( 33z , e segg.  ) , in  cui  siansi 
prese  di  nuovo  le  distanze  angolari  fra  gli  stessi  oggetti.  Il  viaggio,, 
fatto  nell’  intervallo,  serve  di  base , e la  sua  direzione  è pur  data 
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dalla  bussola.  Formando  sopra  la  carta  alle  due  estremità  di  questa 
base  tutti  gli  angoli  osservati , le  intersezioni  delle  linee,  tirate  da 
dette  estremità,  daranno  le  posizioni  di  tutti  i punti  che  furono  presi 
di  mira. 

3.(0.-  Finalmente  il  servizio  essenziale,  che  rende  la  bussola,  è 
quello  di  orientare  i piani  : e a tal  effetto  i grafometri  sogliono 
andar  muniti  di  una  bussola  (296).  Sopra  ogni  piano  si  pone  una 
croce  indicante  le  quattro  plaghe  del  mondo  , distinguendo  la  tra- 
montana con  una  freccia.  Questa  croce  fa  conoscere  la  vera  posi- 
zione di  tutti  gli  oggetti  esistenti  nel  piano,  relativamente  ai  punti 
cardinali  del  mondo.  Convien  mettere  tutto  lo  scrupolo  in  questa 
operazione;  ed  è però  necessario  di  sapere,  che  l’ago  calamitato 
non  mostra  precisamente  il  vero  punto  del  nord , e che  la  decli- 
aiazione  è diversa  in  diversi  tempi  e diversi  luoghi.  La  declina- 
zione presente  in  Parigi  è di  gradi  20  circa  verso  ponente.  Si 
vede  però  che  la  quantità  è tale  che  non  può  esser  negletta.  L’im- 
perfezione delle  piccole  bussole , di  cui  fa  uso  la  maggior  parte 
degli  Agrimensori  , il  non  tenersi  conto  da  molti  della  declina- 
zione , e il  prendere  gli  angoli  piccoli  con  egual  sicurezza  come  i 
grandi , sono  motivi  di  grossi  falli  ne’  loro  piani.  Racconta  il  com- 
pagno del  P.  Boscovich  nell’Opera  citata  (293)  d’aver  osservato 
fin  10  miglia  di  errore  nelle  carte  particolari  d’ alcune  provincie 
Pontificie , e tre  paesi , situati  realmente  su  una  medesima  linea  , 
formar  più  d’una  volta  sulla  carta  un  triangolo  equilatero.  Ogni 
linea  del  piano  può  servire  a segnar  convenientemente  le  plaghe 
del  mondo  ; la  più  sicura  è la  base.  Osservando  F angolo  che  fa 
F ago  magnetico  con  la  base  sul  terreno , come  si  fece  qui  sopra  (339) 
per  le  basi  DE,  EF,  & c.  , si  terrà  conto  di  più,  nell’  operazione 
presente  , della  declinazione  che  farà  la  calamita  in  quell’ anno  e in 
quel  paese.  Quest’  angolo  cosi  corretto  si  formerà  sulla  base  con 
linea  occulta , la  qual  servirà  di  norma  per  formare  la  croce  dove 
sarà  più  comodo  sopra  il  piano.  Si  usa  sempre  disporlo  in  modo, 
che  la  parte  settentrionale  si  trovi  nell’alto  della  carta. 

34i« 
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34i.  Abbiamo  parlato  dell’uso  della  tavoletta  e della  bussola 
nel  levare  i piani.  Non  conviene  impiegar  la  seconda  dovunque 
si  voglia  gran  precisione.  Così  la  prima  deve  posporsi  al  grafome- 
tro ed  al  quadrante , massime  quando  si  tratta  della  carta  geografica 
di  una  provincia,  e di  triangoli  alquanto  grandi.  Allor  quando  con 
questi  istromenti  si  sono  misurati  almeno  due  angoli  in  ogni  trian- 
golo , ed  allorché  sono  calcolate  tutte  le  riduzioni  fino  ad  avere  la 
grandezza  definitiva  degli  angoli  sopra  un  orizzonte  comune  , fa 
d’uopo  formarli  tutti  sulla  carta,  cominciando  da  quelli  sopra  la 
base.  Quand’  anche  in  questa  operazione  s’ impieghi  il  metodo  più 
sicuro  (295) , ad  ogni  modo  le  linee  tirate  con  la  mano  non  possono 
mai  avere  l’esattezza  matematica  ; e gli  errori  potrebbero  molti- 
plicarsi in  modo  da  rendere  inconciliabili  le  posizioni  remote  dalla 
base.  Per  evitar  questo  ed  altri  inconvenienti , si  è immaginato  di 
riportare  ogni  punto  principale  della  carta  ad  una  linea  sola , che 
chiamasi  meridiana  ( 4 1 6 ) , e che  è in  fatti  nella  giusta  direzione 
da  tramontana  a mezzogiorno.  Ciò  si  fa  nel  modo  seguente. 

Siano  A , B,  C,  D,  F,  &c.  i punti  che  si  vogliono  collocar  con-  Fig.40 
venevolmente  sulla  carta.  Fatte  le  riduzioni  di  tutti  gli  angoli  BAC, 

ACB , &c.  convien  risolvere  i triangoli  del  poligono  per  calcolare 
tutte  le  distanze,  o sia  i lati  AB,  AC,  CD,  & c.  Si  eleggérà  un  me- 
ridiano , che  passi  presso  poco  pel  mezzo  del  poligono  ; tale  è , per 
esempio , nella  figura  la  linea  AN , che  rappresenta  il  meridiano 
del  punto  A.  Convien  conoscere  in  primo  luogo  uno  degli  angoli 
BAN,  CAN.  Sia  © il  Sole  che  tramonta.  Si  osserverà  la  distanza 
angolare  del  Sole  dal  punto  B,  cioè  l’angolo  BAQ.  L’Astronomia 
dà  le  regole  per  conoscere  facilmente  ed  esattamente  qual  sia  nel 
momento  del  tramontare  del  Sole  l’angolo  NAQ.  La  differenza  di 
questi  due  angoli  nel  caso  della  fig.  è l’angolo  cercato  BAN.  Sot- 
traendolo da  BAC  si  ha  pure  CAN.  Siano  Be,  C/n  perpendicolari  ^ 
sopra  la  meridiana.  Conoscendo  AB , e BAN,  si  risolverà  il  trian- 
golo rettangolo  AeB  per  trovare  Ae,  Be  : la  prima  è la  distanza 
del  punto  A dalla  perpendicolare  che  parte  dal  punto  B , la  seconda 

Aa 
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è la  distanza  del  punto  B dalla  meridiana.  Similmente  conoscendo 
AC,  e CAN,  si  troveranno  A rn,  C m,  die  sono  le  distanze  anzi 
dette  per  rispetto  al  punto  C.  Dall’angolo  ABC  sottraendo  ABe, 
si  ha  CBe  , che  aggiunto  a FBC  dà  FBu , col  quale  e con  FB  si  tro- 
veranno F«  = se  , e Bu.  Aggiungendo  se  ad  Ac  si  ha  As  ; sottra- 
endo Bw  da  Be  si  ha  cu  = Fj.  In  questo  modo  si  calcoleranno  le 
distanze  del  punto  A dalla  perpendicolare,  che  parte  da  ognuno 
de’ punti  che  vogliono  mettersi  sulla  carta , c la  lunghezza  della  me- 
desima perpendicolare,  vale  a dire  la  distanza  di  ciascuno  de’ punti 
stessi  dal  meridiano.  Fissando  sopra  la  calta  con  questi  due  soli 
dati  la  posizion  d’ogni  punto,  è cosa  evidente  , che  gli  errori  non 
potranno  più  comunicarsi  e moltiplicarsi;  perchè  se  si  commette 
un  errore  nel  segnare  il  punto  C che  fu  trovato  col  mezzo  delle 
distanze  A/77,  C.m , questo  errore  non  influirà  in  venin  modo  sulla 
posizione  del  punto  D,  la  qual  non  si  trova  sulla  carta  col  mezza 
del  punto  C,  ma  con  altre  distanze  A ri,  T)n.  Quindi  si  vede  che, 
fissato  sopra  la  carta  il  punto  A e il  meridiano  AN  , tutte  le  po- 
■ sizioni  si  segneranno  indipendentemente  l’una  dall’altra.  E poi 
cosa  chiara  , che  in  quel  modo  con  cui  dall’osservazione  del  Sole 
che  tramonta  si  è dedotto  l’angolo  BAN  , si  dedurrebbe  in  vece 
l’angolo  CAN  osservando  il  Sole  nascente.  ' 

Con  questo  sì  esatto  e bel  metodo  è fatto  il  gran  Piano  geome- 
trico del  Regno  di  Francia,  diviso  in  180  carte , e fondato  sulla  mi- 
sura di  19  basi,  che  confermano  l’esattezza  delle  operazioni,  e 
de’  calcoli  trigonometrici  sopra  una  gran  quantità  di  triangoli. 

Problemi  diversi. 

342.  Determinare  fa  posizione  dì  un  luogo, dal  quale  si  vedono- 
tre  luoghi,  la  cui  posizione  è nota  , ed  il  quale  pur  da  essi  luoghi 
» non  si  può  scorgere  ; come  awien , per  esempio , allorché  si  vede 
solamente  la  cima  di  un  campanile  , fmo  alla  quale  non  si  potesse 
montare  per  discoprire  quel  luogo,  da  cui  fu  osservata. 

Fig.41  Siano  A,  13 , C i tre  luoghi  noti  di  posizione , onde  ogni  parlo 
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del  triangolo  ABC  si  suppone  cognita;  c sia  D il  luogo  ignoto , dal 
quale  essendo  stati  osservati  gli  angoli  ni , n , si  dimandano  le 
distanze  BD,  AD,  CD.  * 

Ne’  triangoli  ABD , BCD  , che  hanno  un  lato  comune  BD , 
si  ha  BD  = BCwu..Maz  = 180°  — n—  y = 

1800  — n — (1800  — B — x)  = x -4-  B — n.  Dunque  (54), 


✓ r»  » t ti  \ AB  sen.(ff»  -f  w) 

$en.z==  sen.x  cos.(I3  — ri)  -H  cos.x  sen.(B  — /?)  = — 1K-  —— — 
X sen.x.  Dividendo  T ultima  equazione  per  scn.x  , se  ne  cava  , 

coLx  = BcAs!nrlél(t-,,)  — cot-(B  — «)  > 0 vero,  per  più  co- 


modo del  calcolo, 

cot.x  = cot.B  — ri 


( 


sen.C  sm.(fiv  -4-  «) 

scn.BAC  tei./w  ci>s(B  — n) 


Trovato  col  mezzo  di  questa  equazione  il  segmento  x dell’  angolo 
BAC  , si  conoscerà  per  conseguenza  l’altro  segmento  CAD  , e la 
risoluzione  de’  triangoli  ABD,  ACD  darà  le  distanze  cercate. 

Questa  nostra  soluzione  ha  il  vantaggio , che  soddisfa  sola  a tutti 
i casi. 

Infatti , se  B < n , si  avvertirà  solamente  che  cot.(B  — n )' 
divicn  negativa,  ( 1 54 ). 

Che  se  il  punto  D fosse  dentro  del  triangolo  ABC , si  avrebbe 
(m  -t-  n)  > 1800,  ed  allora  anche  sen.(m  -t - n)  sarebbe  nega- 
tivo. Se  poi  alcuno  degli  angoli  A,  B,  C fosse  ottuso,  si  cercherà 
sempre  il  segmento  di  uno  degli  angoli  acuti,  affine  di  evitare  ogni 
studio  o incertezza  sulla  specie  di  x. 

Se  B = o , il  che  succede  quando  i tre  luoghi  B , A , C sono 
posti  in  linea  retta  (si  consideri  il  luogo  A nel  punto  j',  e x = 
By  D) , sarà  allora  cot.x  = cot.n  ( 1 — *?! ~l"  n)  ^ = 

' 1 \ BC  sen.m  cos./i  J 

AC  cot.w  — AB  cot./n  • 


BC  • 

Finalmente  nel  caso  , che  fosse  B = n,  il  problema  sarà  inde- 
terminato, cot.(B  — n ) essendo  allora  infinita,  e infinite  le  po- 
sizioni del  punto  D,che  soddisfano  ai  dati,  come  si  conoscerà 
praticando  la  costruzione  che  segue. 

A a ij 
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Fig.41  343.  Se  non  preme  il  conoscere  le  distanze  AD , BD , CD , ma 
solamente  la  situazione  convenevole  al  punto  D sopra  una  carta, 
ciò  divien  piu  espedito  col  mezzo  della  costruzione  seguente.  Se 
ci  figuriamo  un  circolo , il  qual  passi  pei  punti  A , B , D , avrem  i AB 
= sen .m.  Questo  seno  è proporzionale  al  raggio  del  circolo  sup- 
posto : sarà  dunque  facile  (25)  conoscere  la  grandezza  di  questo 
raggio,  dividendo  jAB  per  sen.m  preso  nelle  tavole.  Similmente 
sarà  il  raggio  del  circolo  il  qual  passerebbe  pei  punti  A,C,D. 
Dunque,  se  si  descrivono  i due  circoli  sulla  carta  col  respettivo 
raggio  calcola to,questi  dovranno  incontrarsi  e tagliarsi  in  due  punti, 
uno  de'  quali  sarà  il  punto  A , e l’ altro  darà  sulla  carta  la  posizione 
cercata  del  luogo  D. 


Fig.34 


Fìg.32 


344-  Dal  vertice  di  un  altezza  data,  misurarla  distanza  oriz- 
zontale di  due  oggetti  depressi. 

Sia  R un  punto  elevato,  della  quantità  nota  RE,  sull’ orizzonte 
comune  agli  oggetti  A , P , c si  voglia  determinare , stando  in  R , la 
distanza  AP.  Si  prenderà  l’angolo  di  distanza  ARP,  e quelli  di 
depressione,  o sia  i complementi  di  PRE  , ARE.  11  primo  ARP  si 
ridurrà  ad  AEP  col  mezzo  della  nostra  forinola  (323);  e gli  altri 
col  lato  RE  serviranno  per  calcolare  AE  , PE;  con  che  si  avrà  quanto 
bisogna  per  trovare  il  lato  AP,  (IV.  3‘). 

Per  dare  un  saggio  solo  delle  utili  applicazioni  di  questo  pro- 
blema , basti  dire  che  essendo  facile  il  misurare  un’  altezza  con  gran 
precisione  per  mezzo  del  barometro  (3n  ) , si  può  da  una  punta 
saglicnte  di  qualche  ripida  montagna  determinare  le  posizioni  de’ 
paesi  sepolti  nelle  valli,  senza  bisogno  di  misurare  una  base. 

345.  Determinar  la  distanza  di  un  oggetto  A perpendicolar- 
mente alla  distanza  CD  di  due  oggetti  inaccessibili , C e D ; e la 
grandezza  de’  segmenti  di  CD  formati  dalla  perpendicolare. 

Immaginiamoci  una  perpendicolare  clic  cali  dal  punto  A Sulla 
linea  CD.  Misurando  una  base  AB , ed  operando  come  si  è detto 
( 3 1 4 ) , si  verrà  in  cognizione  del  valore  de’ lati  AC,  AD,  e dell’  an- 
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golo  compreso  CAD.  Quindi  si  troveranno  i segmenti  di  quest’an- 
golo col  mezzo  della  forinola  (24 5)  ; con  che  si  avranno  due  dati  in 
ciascuno  dei  due  triangoli  rettangoli  formati  dalla  perpendicolare , 
e il  valore  della  medesima  e de’  segmenti  sarà  dato  dalle  fonnole 
ordinarie  (21 3). 

346.  Per  un  punto  accessibile  A sul  terreno  tirare  una  parallela 
ad  una  retta  inaccessibile  CD. 

Fatto  quanto  si  disse (3 14),  per  conoscere  AC,  AD,  e CAD, 
si  risolverà  il  triangolo  CAD  per  rilevare  il  valore  di  CDA.  Allora 
non  resta  più  che  formare  al  punto  A, con  la  linea  AD,  un  angolo 
eguale  a CDA  per  averla  parallela  richiesta.  Formato  quest’  angolo 
cogl’  istromenti , si  pianteranno  paline  nella  direzione  indicata  dal 
cannocchiale,  o traguardo;  e la  posizione  della  parallela  sarà  deter- 
minata sul  terreno. 

347.  Continuare  una  linea  sul  terreno  al  di  là  di  un  ostacolo 
che  impedisce  di  vedere  la  direzione  della  linea  medesima. 

Sia  CD  la  linea  che  vuol  continuarsi  in  EF.  Si  scelga  un  punto  Fig.4» 
A , da  cui  si  vedano  gli  oggetti  C , e D , e dal  qual  pur  si  discopra 
il  terreno , dove  si  cerca  di  determinare  la  dirittura  di  EF.  Misu- 
rata CD  colla  pertica  , e presi  gli  angoli  del  triangolo  CDA  , si 
calcolerà  AC.  Si  misurerà  cogl’ istromenti  l’angolo  CAE,  pren- 
dendo per  AE  la  direzione  più  comoda  ad  arbitrio.  Immaginando 
CD  prolungata  fino  in  E , si  ha  un  triangolo  CAE , nel  qual  conos- 
cendo gli  angoli , e il  lato  AC , si  troverà  AE.  Nella  direzione  di  AE 
data  dall’istromento  si  misuri  colla  pertica  una  distanza  AE  eguale  a 
quella  data  dal  calcolo.  Sarà  trovato  il  punto  E per  cui  passerebbe 
la  linea  CD  prolungata.  Allora  si  formerà  in  E un  angolo  AEF 
eguale  al  supplemento  dell’angolo  noto  AEC,  con  che  si  avrà  la 
direzione  cercata  EF. 

Se  la  distanza  CD  fosse  inaccessibile,  converrebbe  misurare 
un’altra  base  AB,  sulla  quale  operando  , come  si  è detto  (3 14),  si 
determinerebbe  AC  e AD  ,0  vero  BC  e BD,  quindi  l’ angolo  DCA, 
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o pur  l’ angolo  DCB.  Il  resto  è chiaro , a tenor  del  metodo  or  ora 
dato  per  giungere  ad  EF. 

Chi  volesse  vedere  un  gran  numero  di  problèmi  di  Geometria , 
e di  Trigonometria  pratica,  troverà  uniti  all’  abbondanza  il  metodo 
e la  chiarezza  nel  bel  Trattato  del  Sig.  Giannini  di  Fisa  , primo 
Professore  nel  Collegio  Militare  di  Segovia  , intitolato  : Ptac- 
ticasdc  Geometria  y Trigonometria,  Segovia,  1784. 


CAPITOLO  XII. 


Risoluzione  numerica  di  tutte  le  Equazioni  di  secondo 
e di  terzo  grado , per  mezzo  della  Trigonometria. 


348,  ,o«.  equazione  di  secondo  grado  è rappresentata  dalla 
seguente  forinola  generale  : 

(A) x'  px  = 7- 


Se  ne  cava 


(B)......  x = — \p  s/CìP*  -+-  <?)• 

Scpecj  sono  quantità  grandi , o frazionàrie  , il  calcolo  di  questa 
equazione  divien  laborioso.  La  Trigonometria  porge  i mezzi  di 
renderlo  facile  e breve.  Già  s intende  che , se  la  quantità  sotto  il 
vincolo  radicale  non  è un  quadrato  perfetto,  in  nessuna  maniera 
può  aversi  altro  che  un  valor  prossimo  di  x. 

Esaminando  il  caso  del  radicale  positivo,  l’ equazione  (B)  si 

può  esprimere , come  segue  : x = — ; p ( : 1 *—  \/  » ( 1 4)- 


Facendo,  (206), 

(C) tang.A  = —, 

e per  conseguenza  \p  = ■ (CU./~  , avra  x 


sen.  A ^ 


DEL  SECONDO  GRADO. 


/ I \ __  cos.A  s/ q v.  i — cos.A 

V,  cos.A  ) sen.A  cos.A 

E però  (I.  4o*) 

(D) x — tang.jA  \/q. 


i — cos.A 
sui.  A 
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Dunque  trovato  che  siasi  il  valore  di  A per  mezzo  dell’  equazione 
(C),  tosto  si  avrà  dalla  (D)quellodi  x. 

349.  Considerando  al  presente  nell’equazione  (B)  il  radicale 

negativo,  il  che  non  altera  la  (C),si  hax  = — ; p (1  -+-  = 

— Tir1  X '-7^=  — ‘ X V/7- Dunque  U secondo 

valore  di  x sarà,  (II.  40» 

(E)  x = — cot.jA  \/q. 

350.  Col  metodo  stesso  si  troverà,  che  le  forinole  precedenti 
servono  pure  nel  caso,  in  cui  l’equazione  da  risolvere  (A)  fosse 
di  questa  forma,  x 1 — px  = q.  La  sola  differenza  è che  il  valor 
negativo  di  a:  è dato  dall’equazione  (D),  e il  valor  positivo 
dalla  (E). 

35r.  Sia  ora  l’equazione  da  risolvere  (A)  di  questa  forma  ; 
x'1  -+-  px  = — q-y  sarà  x — — ì P — v/(i  P*  — </)•  Già  si 
sa  che  quando  q è negativo  bisogna  che  non  sia  maggiore  di  \p* , 
altrimenti  la  quantità  sotto  il  vincolo  radicale  è immaginaria,  nè  si 
dà  alcun  valor  reale  di  x,  che  sodisfi  all’equazione.  Ciò  posto y 
considerando  in  prima  il  radicale  positivo  , si  ha  x = — ; p X 

(1  — Laonde  facendo  ,( 208 ) 

(F)  sen.A  = ^ , 

il  che  dà \p  = , si  avrà  x — — (1  — cos.A) , o vero 

(II.  40"),  x — — tang.jA  }/q , che  è l’equazione  (D)  col  segno 
negativo  al  secondo  membro. 

Considerando  ora  il  radicale  negativo,  il  che  non  altera  l’equazi- 
one (F) , si  ha  x = — j p(i  -h  cos.A)  = ( 1 -4-  cos.A), o 

vero  (II.  41*),  x = — cot.jA  \/y,che  è l’equazione  (E). 
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352.  Finalmente  se  l’equazione  da  risolvere  ( A ) fosse  di  questa 
forma,  x * — px  = — q , il  che  non  altera  l’ equazione  (F)  , 
col  metodo  stesso  si  troverà , che  nel  caso  del  radicale  negativo  il 
valore  dia;  è quello  dell’equazione  (D) , e nel  caso  del  radicale 
positivo  quello  della  (E)  col  secondo  membro  positivo. 

353.  Conchiudiamo  , che  le  equazioni  (D),  (E)  danno  i due 
valori  di  x in  tutti  i casi.  Quando  q è positivo  , si  ha  l’arco  A dalla 
forinola  (C),  e i due  valori  di  x sono  sempre  di  segno  contrario. 
Quando  q è negativo , convien  cercar  l’arco  A con  la  forinola  ( F ) , 
e i valori  di  a:  sono  tutti  due  negativi  se  p è positivo,  o tutti  due 
positivi  se  p è negativo. 

354.  Esempio.  Sia  proposta  da  risolvere  l’equazione  x*  -+• 
J * = -$76-  Si  avri  dunque,  (C),  (D), 

tang.A  = 2 

x = tang.^A 
delle  quali  equazioni  ecco  il  calcolo. 

log.  1 695  = 3, 2291697 

compì,  log.  1 27 1 6 = 5,8956496 

somma  9,1248192 

mezza  somma  9,5624096 
log.  88  = 1,94448267 
compì,  log.  7 = 9, 16490196 

somma  o log.  tang.A  = 0,6617942  = Iog.tang.  77*42'  3r  " , 7» 

log.tang.j  A = 9,9061 1 15 
mezza  somma  trovata  9, 5624096 

Somma  o log. x = 9, 468521 1 = log. 0,2941 176. 

Per  sapere  se  questo  valor  prossimo  positivo  di  x possa  essere 
espresso  da  una  frazione  esatta  , della  quale  i due  termini  siano 
numeri  intieri  di  poche  note  , prendo  il  complemento  di  log.  x,  e 

considerandolo 
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considerandolo  come  un  log.  negativo  (164),  trovo — 0,5314789 


= log.  ~ esattamente.  Con  che  tosto’si  vede  che  , moltiplicando 

questa  frazione  per  5 , si  ha  .r  = ^ . 

Chi  vorrà  calcolare  il  medesimo  valore  di  x per  mezzo  della 
forinola  ordinaria  (B),  potrà  avere  un  saggio  della  facilità  e spedi- 
tezza della  soluzione  trigonometrica. 

355.  Nel  calcolo  precedente  se  , nel  luogo  di  log.  tang.jA,  si 
pone  il  suo  complemento  , si  avrà  log.  — x = 9,6062981  = 
log.  — o,4532o85.  Questo  è il  valor  prossimo  negativo  rii  x , se- 
condo la  forinola  (E).  Se  si  prende  il  complemento  di  log.  — x , 

si  trova  x = — a , che  è pure  un  valor  prossimo , il  qual 
però  non  si  può  convertire  in  una  frazione  esatta  c composta  di 
numeri  intieri.  Ma,  per  ottenerla , basta  aver  trovato  il  valore  esatto 
di  -+-  x.  Si  sa  che  <7  è il  prodotto  di  tutte  le  radici , e che  nel  caso 
presente  i due  valori  di  x devono  avere  il  segno  contrario  (353). 

Dunque,  dividendo  per  ^ , si  trova  x = — Si  può 

dar  la  prova  a tutto  il  calcolo  col  mezzo  dell'  altra  regola  , che  la 
somma  delle  due  radici  deve  essere  uguale  a p. 

356.  Passando  ora  alla  soluzione  delle  equazioni  di  terzo  grado , 
si  sa  che,  fatto  sparire  il  secondo  termine  , sono  tutte  rappresen- 
tate dalla  seguente  forinola  generale  : 

(G) x?  -4-  px  -+-  q = o. 

La  soluzione  analitica  di  questa  equazione  è 


La  pongo  sotto  la  forma  seguente,  (14)  : x = . . . . 
V (— ì<7  H-i<7  \/i  -+-  -+-  V \/ 1 -+- 


T?+T7pO 


AfL\. 

2;  ?)  » 


* 


e facendo  , (206),  = tang.’B  , o vero. 


(K-) tang.B  = 5^  X ^V\P  » 


Bb 
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ne  risulta  x=y/(—\q  X » — j^b)-+- V7 (—  \q  X i 

Sia  , per  maggior  semplicità,  2 \/\p  = R,  il  che  dà  p =JR*; 


l’ equazione  (K.)  diverrà  tang.B  = —■ , donde  si  cava  q = ^ 
Sostituendo  questo  valore  di  <7,  si  ha  x = - R w to'  n ~ * 


R* 


tiung.  ti  ^ cus.U 
— cos.B  3/i  cos.B' 


3/  R*  cos.B  1 1 d f 3/  1 

V — STinp  X t0,.B--=  »R^V- 


Sen.B 


— V1 


sen.B 


)= 


jR  ^Y^tang.^B  — y/cot.;B^,(I.  40*,  41”))  0 sia.x  = — RX 

vWl».  Ma  (I.  38') , cot.2A  = C-°,  A Com- 

parando  insieme  le  due  ultime  equazioni , se  si  fa 


(L) tang.A  = y^tang-ìB, 

e per  conseguenza  cot.A=  y/ cot.;B,  sarà  x = — R cot.aA. 
Dunque,  rimettendo  il  valore  di  R,  si  ha  finalmente 


(M) x = — cot.2A  X 2/ì/). 

Si  perviene  pertanto  a trovare  il  valore  di  x per  via  di  tre  equa- 
zioni molto  semplici  : i°.  per  mezzo  della  (K.)  si  trova  un  arco  B ; 
20.  colla  (L ) si  trova  un  arco  A;  3°.  dalla  (M)  si  ricava  il  valore 
cercato  di  x. 

■ Se  l’equazione  da  risolvere  (G) fosse  di  questa  forma  , xì  -+- 
px  — q = o , allora , nella  soluzione  analitica  (H) , — f q divien 
positivo.  Procedendo  come  sopra, si  giungerà  similmente  allestesse 
equazioni  (K),  (L),  (M),  colla  sola  differenza , che  il  seconda 
membro  dell’  ultima  avrà  il  segno  positivo. 

357.  Sia  ora  l’equazion  da  risolvere  (G)  di  questa  forma:. 


a?  — px  -+-  q — o ; 

il  che  rende  ~ p}  negativo  nella  soluzione  analitica  ( H)  ; sarà  x =■ 

\/(—\q+\q  v/l  — •+•  v^(—  i<7  — ìq  \A  — 4$)* 


Se  si  fa , (208) , ^ = sen.’  B , o vero 

(N) sen.B  = £ X *V\P> 
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nc  risulta  x = — 57X1 — cos.  B)  +y/(— S7X1  -+-cos.B^. 

Ma  l’equazione  (N)  dà  <7  = ^ , facendo  al  solito  R = 

2 \/s  P > e Pcr  conseguenza  p = \ R\  Dunque  x — y'  — ì R’  X 

1 — cos.B  , 3/  1 ni  1 + Cos.B  n w >/ong.4B+  >/cot.vB 

ifirù — h v — »u  x ,eu.B“  — — n x - • 

Ma(I.  9*),  la"s'A  col  A = >~i'~ . Dunque , adottando  l’equazio- 
ne (L),  sarà  x = — — , o vero 

' ' ’ sen.  a A ’ 


(O) X 


3 

sen. a A 


Si  perviene  pertanto  a trovare  il  valore  di  x per  mezzo  delle  tre 
equazioni  (N),  (L),  (O). 

Si  troverà  che  le  medesime  servono  ancora  quando  l’ equazione 
da  risolvere  (G)  fosse  di  questa  forma 


X3  pX  C]  = o \ 

e solo  il  secondo  membro  della  (O)  divien  positivo. 

Questa  soluzione  richiede  che  non  sia  ~~  > 1 ; altrimenti  non 
potrebbe  farsi  —i  = sen.’B , giacché  un  seno  non  può  mai  esser 
maggiore  del  raggio. 

358.  Se  però  avvenga  che , p essendo  negativo,  sia  4 p'  > 279*, 

o vero  ^pì  > ;<7%  la  quantità  \/ 1 — si  presenta  sotto  as- 
petto immaginario , e costituisce  il  caso  irrcduuibilc , che  fu  così 
detto,  per  non  essersi  mai  potuta  trovare  una  soluzione  analitica 
esatta  che  sia  libera  dall’  iinmaginarietà  : anzi  di  fresco  dall’  insigne 
Geometra  Sig.  Cavalier  Lorgna  è stata  trattata  con  sottil  discus- 
sione l’impossibilità  di  trovarla  ( Memorie  della  Società  Italiana , 
Tom.  I.  Verona,  1782).  E pure  egli  è certo  che  in  questo  caso 
l’ equazione  ha  tre  radici  reali , non  già  una  solamente  come  in 
tutti  gli  altri  casi  che  abbiamo  fin  qui  esaminati  e risolti. 

359.  Per  trovare  con  somma  facilità  le  tre  radici  suddette  , 

Bbij 
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per  mezzo  della  Trigonometria , conviene  abbandonare  la  solu- 
zione analitica,  implicata  di  quantità  immaginarie,  ed  investigar 
tra  le  formole  trigonometriche  una  che  sia  comparabile  a quella 
che  è proposta  da  risolvere , 

* 

x3  — px  ± q ==  o. 

Se  si  prende  l’equazione(i25),sen.3A  = 3 sen.A  — 4 sen.’A, 
che  , resa  omogenea  (55)  , diviene  R1  sen.3  A = 3R1  sen.A  — 
4scn.3A;  dividendo  per  4 * e trasportando,  si  avrà 

(P)  sen.3A  — ; R1  sen.A  -+-  \ Ra  scn.3A  = o. 

Comparando  questa  equazione , termine  a termine , con  la  pro- 
posta, in  cui  piglio  per  ora  q positivo;  se  si  fa  x — sen.A,  si  avrà 
i°.  p = ; R1,  il  che  dà  IV  = f p , e R = 2 \/\ p ; 20.  q = ; R’ 
sen.3  A — \p  sen.3  A,  donde  si  cava  sen.3  A = ~ . Questo 
seno  è proporzionale  al  raggio  dell’  equazione,  che  è 2 \/\  p.  Per 
poterlo  trovar  nelle  tavole  , bisogna  dunque  (25)  dividerlo  pel 
detto  raggio,  onde  si  ha 

(Q)  sen.3  A = h X — 7— . 

H *\/tP 

Trovato  il  valore  di  3 A,  col  mezzo  di  questa  equazione,  sarà  noto 
anche  quello  di  A,  e per  conseguenza  quello  di  x = sen.A.  Ma 
perchè  sen.A  si  prende  nelle  tavole  , dove  R = 1 , fa  d’uopo 
moltiplicarlo  per  il  raggio  dell’equazione;  e però 

(S)  x — sen.A  X ^\/%p. 

36o.  Se  nell’equazione  (P)  si  pone  1200  -t-  A in  vece  di  A, 
bisognerà  mettere  36o°  -+-  3A  in  vece  di  3 A.  Ma  sen.(36o°  -t-  3A) 
= sen.36o°  cos.3A  -+-  cos.36o°  sen.3A  = sen.3A,  (42).  Dun- 
que l’equazione  (Q)  può  esser  la  stessa,  quantunque  in  vece  di 
x = sen.A  , si  abbia  x = scn.(i20°  A).  Questo  è dunque 

un  secondo  valore  di  x,  il  qual  sodisfa  all’equazione  (P).  Ma 
scn.(i20°  -f-  A)  = scn.(6o°  — A).  Si  avrà  perciò 

(T)  x = sen.(6o°  — A)  X 2 v/i p- 
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Similmente,  se  nell’equazione  (P)  si  pone  240° -4-  A in  vece 
di  A,  il  che  dà  720°  -4-  3A  in  vece  di  3 A,  sarà  sen.(720°  -4-  3 A) 
= sen.(36o°  -4-  36ò°  -4-  3A)  = sen.3A;  e mentre  l’equa- 
zione (Q)  sussiste,  si  avrà  un  terzo  valore  di  x , che  sarà  x = 
sen.  (240°  -4-  A).  Ma  sen.  (240° -4- A)  = sen.(i8o°  -4-  6o°-4-A)  — 

— sen.  ( 60° -4- A ).  Dunque 

(Z). x = — sen.  (6o°  -4-  A)  X 2\/^p. 

L’equazione  (Q)  suppone  evidentemente  che  non  sia  4p’  <■ 
279’.  Donde  si  vede  che  queste  soluzioni  non  sono  applicabili 
ai  casi  risolti  (357),  se  non  quanJ°  fosse  4 p3  = 27  9’.  Allora  le 
formole  (S),  (T)  danno  due  valori  eguali  di  x,  e la  (Z)  un  terzo 
valore;  laddove  la  soluzione  (357)  non  dà  che  un  valore  di  x , 
cioè  quello  stesso  della  formola  (Z). 

Or  si  noti  il  grande  avvantaggio  delle  soluzioni  trigonometri- 
che nel  caso  irreduttibile.  Col  mezzo  di  quattro  sole  equazioni , 
(Q),  (S),  (T),  (Z),  brevissime  da  calcolare,  poiché  hanno  tutte 
una  quantità  comune,  cioè  2v/lp,si  ottengono,  o esatti,  o pros- 
simi , i tre  valori  di  x , che  le  più  volte  non  possono  aversi  dall’aua- 
lisi , se  non  per  vie  molto  laboriose. 

36 1.  Le  medesime  quattro  equazioni,  sol  che  si  cangi  il  segna 
al  secondo  membro  , servono  pure  allor  quando  q è negativo, 
sicché  l’equazion  da  risolvere  fosse  xì  — px  — <7  = o.  Di  fatti 
essendo  allora  — q = jR3sen.3A  = jpsen.3A,  risulta  sen.3A  = 

— ; e ciò  mostra  che,  in  vece  di  3A,  si  deve  prendere  180° -4- 
3A , (38) , e per  conseguenza  6o°-t-  A in  vece  di  A.  Quindi  pct 
primo  valore  si  ha  x ==  sen.(6o°  H-  A),  che  è l’equazione  (Z) 
col  segno  positivo  al  secondo  membro.  Aggiungendo  36o°  a 
1800  -4-  3 A,  e prendendo  il  terza,  si  ha  per  secondo  valore 
x—  sen.(i8o8  -4-  A)  = — sen.A,  che  è l’equazione  (S)  col 
segno  cangiato.  Similmente  aggiungendo  720°  a 180°  -+-  3A,  e 

prendendo  il  terzo , si  ha  per  ultimo  valore  x — sen.(3oo°  A)  ; 

*■ 
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— scn. (36o°  — 6o°  — A)=  — sen.(6o*  — A),  che  è l’equa- 
zione (T)  col  segno  cangiato. 

Si  riconoscerà  facilmente  che  , se  la  circonferenza  del  circolo  si 
aggiungesse  più  di  due  volte , non  si  avrebbero  mai  altri  valori  di 
xt  se  non  i tre  già  trovati  ; e che , se  si  aggiungesse  un  arco  mag- 
giore, o minore  della  circonferenza  , non  si  avrebbe  più  un  seno 
eguale  a sen.3A  : il  che  serve  di  confermazione  alla  dottrina  delle 
equazioni,  secondo  la  quale  la  (P)  non  può  aver  se  non  se  tre 
radici. 

Tre  sono  dunque  i seni,  che  sodisfano  all’  equazione  (P) , cioè 
sen.A,  sen.(6o°  — A),  e — sen.(6o°  -+-  A);  ed  in  que’  modi, 
co’  quali  abbiamo  trovate  queste  tre  radici , si  rinverranno  facil- 
mente tutte  quelle  d’ogni  equazione  delle  tavole  ( 125);  e queste 
radici  saranno  tante,  quante  sono  le  unità  nel  fattore  di  A. 

362.  Se  si  fa  A = ja,  e se  si  chiama  z la  corda  dell’arco  fa, 
si  ha  \z  = sen.ja  = sen.A.  Quindi  l’equazione  (P)  darà,  fatto 
R = i, 

(P') £z3 — lz-t-ìcord.2<2  =0. 

D’ Alembert  nell’ articolo  120.  di  una  Memoria  sulle  quantità 
negative  ( Opusc.  Math.  T.  VIII,pag.  275,  276),  il  qual  devo 
credere  non  riletto  dal  celebre  Autore , poiché  contiene  diversi 
errori  in  poche  linee,  dà  le  seguenti  radici  di  una  equazione , colla 
quale  egli  intende  rappresentare  l’equazione  (P')  : 

cord.  | a , cord.  ( 6o°  -t-  \a) , cord.  ( 1200  -+-  | a)  ; o vero 
2sen.ja,  2sen.(3o°-t-5a),  2sen.(6o*-t-  ìa). 

È facile  dimostrare  la  falsità  delle  due  ultime  radici , imponendo 
un  valore  determinato  all’arco  \a.  Per  esempio,  sia  per  maggior  fa- 
cilità 5<z  = 3o°,  il  che  dà  i°.  z — 2sen.3o°  = 1 ; 20.  z = 
2sen.<5o°  = \/3,  (43)  ; 3°.  z = 2sen.  90°  = 2.  Sostituendo 
separatamente  questi  tre  valori  di  z nell’  equazione  (P'),  che  mol- 
tiplicata per  8 diviene  z1  — 3 z -f-  cord. 2 a = o,  si  ha  i°.  1 — 
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3 2 = o,  il  che  è vero;  2°.  3 \/3  — 3\/3  -f-  2 = o,  il 

che  è falso  ; 3°.  8 — 6 -4-  a = o , il  che  è falso.' 

Le  tre  giusto  radici  dell’  equazione  z3  — 3z  -+-  cord.  2 a = o , 
ovvero  dell’equazione  cord.3 f a — 3 cord,  fa  -4-  2 sen.  a =0, 
si  hanno  facilmente,  col  metodo  che  ho  tenuto  (36o).  La  prima 
radice  è senza  dubbio  cord.fn.  Se  in  vece  di  a si  pone  36o*-4-  a, 
il  che  non  altera  il  valore  nò  il  segno  di  sen.  a , la  seconda  ra- 
dice sarà  cord. (240°  — t—  fa),  o vero  2sen.(i20°  -+-ja).  Si  pon- 
ga per  ultimo  720°  -+-  a in  vece  di  a \ si  avrà,  per  terza  radice, 
cord.(48o°  — fa),  ovvero  2 sen.  (240* -4- ìn),  che  è la  radice  ne- 
gativa , (42)- 

Il  ritrovamento  di  quest’ ultima  radice  è stato  il  mio  scopo  prin- 
cipale in  questa  disamina,  affinchè  talvolta  qualcuno  non  pensi , che 
le  corde  non  siano  suscettibili  del  segno  negativo,  a cagione  che  in 
un  medesimo  circolo  non  si  danno  corde  poste  assolutamente  l’ una 
in  senso  contrario  dell’altra.  Il  ripetere  la  contrarietà  de’ segni 
dalla  posizione  diametralmente  opposta  delle  linee  della  stessa 
specie,  è un  principio  fallace , come  ne  dà  qualche  buona  ragione 
l’Autore  succitato  nella  detta  Memoria.  In  generale  , posto  36o°  = 
c , e a<c,i  seni  positivi  sono  , per  le  regole  e per  la  forinola 
elementari  ( 42 , 5 1 ) , sen.  j a , sen.  ; ( 2 c -4-  a) , sen.  j ( 4 c -4-  a) , 
&c.  ; i negativi  scn.j(c  -t-  a),  sen.j  (3c  -4-  a) , sen.j  (5c-t-  a)  y 
&c.  Per  conseguenza  le  corde  positive  sono  cord,  a,  cord.(2CH-a), 
cord.(4c  -4-  a),  &c. ; le  negative  cord.(c  -4-  a),  cord.(3c  H-  a)t 
cord. (5c  -+-  o),  8cc.  Questa  alternativa  de’  segni  è perfettamente 
conforme  alla  regola  de  l’Hópital,  ( Analyse  dcs  lnfiniment- peiils , 
art.  46),  che  è quella  che  ho  data  ( 16).  La  corda  dell’arco  a cresce 
insieme  con  esso,  e col  segno  positivo,  da  o°fìno  a 180°,  ove  detta 
corda  perviene  al  suo  massimo.  L’arco  seguitando  a crescere,  la 
corda  diminuisce  progressivamente  , senza  che  vi  sia  alcun  motivo 
il  quale  alteri  il  suo  segno  positivo , e finalmente  si  riduce  a zero 
allor  quando  l’arco  giunge  a 36o°.  Continuando  l’arco  a procedere 
e a crescere  ancora  nel  medesimo  senso  (giacché  il  circolo  si  può 
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considerare,  come  una  curva  rientrante  in  se  stessa  con  infinite 
rivoluzioni), cord. (c  -+-  a)  deve  essere  negativa,  poiché  è passata 
per  zero.  E così  discorrendo  si  scorgerà, che  la  corife  deve  mutar  di 
segno  ogni  volta  che  1’  arco  ritorna  a compiere  una  o più  circon- 
ferenze. 

363.  Esempi  della  risoluzione  delle  equazioni  del  terzo  grado, 
per  mezzo  della  Trigonometria. 

Sia  da  risolvere  l’equazione  seguente,  a;1  -f-  zx  -+-  33  = o. 
Questo  è il  caso  della  formola  (G),  (356);  e però 

tang. B = 3-3^33  X 2v/f=  r,  X l/l 
tang.A  = y/ tang.  1B 

x — — cot.2A  X \/l 
Segue  il  calcolo  di  queste  equazioni. 

log.8  = 0,90308999 
compì. log.3  = 9,62287875 

somma  0,42696874 

mezza  somma  0,21 298437  = log.  y/* 

'/  log.  2 = o,3oio3 

compl.log.99  = 8,00436481 

log.  tang.  B rr=  8,6183792 

B ==  i°  53' 22",  16 
log.  tang.;  B = 8,2172311 
11  terzo  di  log.tang.lB,  o log. tang. A = 9, 4067437 

A = 140  16'  49",  49 

log.  C0t.2A  = o,  2641368 

log.  y/j  = 0,2129844 

somma,  o log. — x = o, 4771212  = log.  — 3. 

Or  si  proponga  da  risolvere  l’equazione  seguente  xi  — oc 
«+-  Jjt  = o , nella  quale  p essendo  negativo , convien  riconoscere 

in 
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4'4  v 
4o3  A 


/ itili 

V Tilì 


DEL  TERZO  GRADO. 

in  primo  luogo  quante  radici  reali  essa  debba  avere.  Ora  4/^  = 
4 X (£r)J,  e 27  <7*  = 27  X (^-)*  : si  trova  log.4  p'  = o,485, 
log.27  cj1  =s  0,422;  dunque  4/71  27^>*  Ques^°  è il  curo  ime- 

duitibile  per  l’analisi.  E però  (359), (36o), 

sen.  3 A _ — - X 4oJ  X / 4oi 

V 3 X 

Quindi  i tre  valori  di  x saranno 

. /i6ia 

1 . x — sen. A w -^3 
2®.  x — sen. (60° — A)  y/ TTlì 
3°.  x — — sen.(6o°  -4-  A) 

Segue  il  calcolo  di  queste  quattro  equazioni, 
log.  l6l2  = 3,2073650 
compl.log.  1 323  = 5,8784402 


somma 
mezza  somma 


o,o858o52 

0,0429026  log.  costante 


compì,  del  log.  costante  9,9570974 

log.414  1=1  2,61700034 

compì.  log.4o3  = 7,39469495 

Dunque  log.sen.3A  = 9,9687927  = log.  sen. 68®  , 55 

* log.  sen.  A = 9,6891206 

log.  costante  0,0429026 

i» log.a:  = 9,6320232  — log.  0,4285714 

log.sen.(6o®  — A)  = 9,7810061 

log.costante  0,0429026 

2° log.a:  = 9,8289087  ==  log.  0,6666666 

log.sen.(6o®  A)  = 9, 9966060 

log.costante  0,0429026 


3° log.  — x = o,o395o86  = log.— 1 , 095238 

Cc 
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Si  osserverà  in  primo  luogo  clic  il  valor  negativo  è uguale  alla 
somma  dei  due  positivi , come  deve  essere  ; con  che  si  ha  la  prova 
della  esattezza  del  calcolo.  Indi  è facile  scorgere  che  il  secondo 
valore  dia:  è |.  Per  sapere  se  gli  altri  due  valori  possano  essere 
similmente  espressi  da  frazioni  esatte,  si  ricorra  all’espediente  che 
ho  suggerito  (354) , e si  avrà  per  il  primo  valore , compì.  log.x  = 
— o,  3 679768  = log,  ^--3  , dove  è facile  avvedersi  che , mol- 
tiplicando per  3 P ultima  frazione , si  ha  x = f.  Di  fatti  log.!  — 
9,6320232 , che  è appunto  il  log.  del  primo  valore  di  x.  Ma  il  va- 
lor negativo  deve  essere  uguale  alla  somma  dei  due  positivi, presi 
con  segno  contrario.  Si  avrà  dunque  — f — * = — M*  I tre  valori 
di  x nell’  equazione  data  sono  però  — t—  | , — | Sostituendo 
separatamente  ciascuno  di  essi  nell’  equazione  , si  può  veder  se 
sodisfino. 

Ho  raccolto , per  maggior  comodo,  nella  tavola V posta  in  fine  , 
le  soluzioni  di  tutte  le  equazioni  di  secondo  e di  teizo  grado. 


CAPITOLO  XIII, 

* 

Della  Risoluzione numerica  d!  ogni  sane  di  Equazioni^ 

364.  Prima  di  esporre  la  soluzione  diretta  di  certe  equazioni 
trigonometriche,  finite,  ed  infinite  , che  possono  presentarsi  più 
frequentemente  , additerò  un  metodo  generale  indiretto  , che  mi 
sembra  molto  comodo  in  pratica  per  la  risoluzione  numerica  di  ogni 
sorte  di  equazioni.  L’idea  me  ne  fu  suggerita  dall’equazione  se- 
guente , che  mi  ero  proposto  da  risolvere , 

(A)...  a sen.x  -+-  b tang.x  = n ; 

nella  quale  si  dimanda  l’ arco  x.  Questo  essendo  rappresentato  da 
due  linee  trigonometriche  differenti , farebbe  d’ uopo  eliminarne 


\ 
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una , se  vuol  risolversi  l’ equazione  direttamente.  Ponendo  , per 
esempio,  il  valore  di  tang.x,  (I.  34’),  si  avrebbe  a sen.x  -+- 
^(i  ‘2)  — n i dalla  quale  equazione  bisognando  togliere  il 

segno  radicale  , si  ricaverebbe  la  seguente  , a 1 sen.4  x — 2 an  X 
sen.Jx  -+-  (Z»1  n*  — a1)  sen.*x  -+-2 an  sen.x  ==  n Si  avrebbe 
dunque  da  risolver  nel  caso  proposto  un1  equazione  di  quarto  gra- 
do, il  che  quanto  sia  faticoso  sanno  i periti.  AH’  incontro , con  una 
o due  false  posizioni , si  ottiene  l’intento  con  grandissima  facilità 
nel  modo  seguente. 

Differenziando  l’equazione  (A) , si  ha  (II.  37*,  39*),  a cos.x  X 
> donde  si  cava 


(B)...  8,x 


V 

a cos.x  -+- 


b • 

cos.'x 


Se  si  calcola  l’ equazione  (A)  con  un  valore  ipotetico  di  x , si  avrà 
un  valor  falso  di  ri.  Chiamando  fyn  l'errore  di  questo  valore,  si 
troverà,  calcolando  l’equazione  (B) , la  correzione  8,x  che  deve 
farsi  al  valore  supposto  di  x per  avere  il  suo  valor  giusto , o molto 
più  prossimo  al  giusto  del  primo.  Hicalcolando  l’equazione  (A) , 
con  questo  nuovo  valore  di  x , se  si  trova  un  errore  J^/t,  sarà  molto 
più  piccolo  del  primo  : quindi  si  ricaverà  , col  mezzo  dell'  equa- 
zione (B),  un’  altra  correzione  molto  più  esatta  del  valore  di  x: 
e così  procedendo,  si  giungerà  ben  presto  ad  avere  questo  valore 
con  ogni  precisione.  Siccome  sono  rari  i casi,  in  cui  non  si  abbia 
una  qualche  idea  anticipata  del  valor  prossimo  dell’  incognita , così 
per  lo  più  si  otterrà  l’ intento  con  un  solo  calcolo  delle  due  equa- 
zioni. Del  resto  la  ripetizione  di  questi  calcoli  non  è mai  faticosa, 
a cagione  delle  quantità  costanti  , e dell’  operazione  uniforme.’ 
Questo  metodo  ha  l’avvantaggio  d’essere  applicabile  , con  eguale 
facilità , ad  ogni  sorte  di  equazioni  le  più  complicate  , tanto  alge- 
braiche  , quanto  trigonometriche  , ed  anche  trascendenti  : ed  è 
tanto  ovvio  , che  rimango  sorpreso , come  non  siasi  pensato  di 
. Cc  ij 
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farne  uso  in  molli  problemi,  e specialmente  in  quello  di  Keplero 
(769),  il  quale  non  può  risolversi  con  più  semplicità  e più  pres- 
terà per  altra  via.  L’unica  condizione , per  adoperar  questo  me- 
todo in  tutti  i casi,  è che  fyn  sia  notabilmente  più  piccolo  di  n\ 
il  che  si  otterrà  calcolando  l’equazione  proposta  con  una  seconda 
ipotesi  del  valore  di  x,  se  la  prima  avesse  dato  troppo  grande. 
Evidente  è la  ragione,  poiché  nel  differenziare  si  trascurano  le 
potenze  di^x,  (i33),  il  che  dà  risultati  tanto  più  disparati  dal 
vero  , quanto  più  sono  lontani  i differenziali  dall’  essere  infinita- 
mente piccoli.  Si  mostri  ora  l’utilità  del  proposto  metodo  , con  al- 
cuni esempj. 

365.  Sia  da  risolvere  l’ equazione 

8 sen.x  -f-  tang.x  y/7803  = 55  = ri. 

Suppongo  x = 35°,  ed  ho  8sen.35“  = 4,5886i 

tang.  35“  v/7803  = 6 1,85254 
somma , o valor  falso  di  n 66, 441 1 5 
Si  ha  dunque  = 66,44 1 1 5 — 55=  1 1 , 44 1 1 5. 

Questo  valore  di  fyn  è troppo  grande  per  potersi  sperare  un 
valor  di  S^x  molto  prossimo  al  vero , per  mezzo  dell’  equazione  (B). 
Per  averlo  meno  fallace , osservo  che  fyn  è presso  poco  il  sesto 
del  valor  falso  di  « ; e facendo  parimente  8,x  = 6°,  cioè  presso 
poco  alsesto  del  valore  supposto  di  x,  impiego  nel  calcolo  dell’  equa- 
zione (B),  cos.32°in  vece  di  cos.35°.  Ciò  mi  viene  indicato  dalle 
differenze  finite  del  seno  e della  tangente  (II.  3o*,  3z*) , dove  si 
vede  che  in  vecedicos.x  si  deve  rigorosamente  impiegare,  quando 
si  tratta  del  seno  , cos.(x  — ì ^x),  (diremo  qui  sotto  la  ragione 
del  differenziale  negativo)  e quando  si  tratta  della  tangente,  cos.x 
cos.  (x  — fyx)  , che  vale  prossimamente  cos.^x  — ì fyx). 
Quindi  Ixo 

8cos.32°  = 6,784 

\/7803  Q >■ 

fes?  = 122,826 


somma 


129,61 
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per  la  quale  dividendo  fyn  , e moltiplicando  per  R" , (a63),  trovo 
V = 5°  3'  28". 

Se  nel  calcolo  precedente  non  avessi  impiegato  cos.  3a°  in  vece 
di  cos.35°,  avrei  trovato  B|£  = 4°  44*  36",  il  qual  valore 
quanto  sia  più  lontano  dal  giusto  si  vedrà  in  breve.  Or  si  osservi 
che  nell’equazione  (B),  fyx  e fyn  hanno  il  medesimo  segno,  e 
che , avendo  trovato  qui  sopra  un  valor  troppo  grande  di  n , risulta 
in  questo  caso  B^  negativo  , il  che  rende  pur  negativo  3t-r.  Sot- 
traendo dunque  5°  3'  (questo  valore  è troppo  grande,  e non  può 
essere  abbastanza  esatto  per  tener  conto  dei  secondi)  da  35° primo 
valore  ipotetico  di  x , ho, per  valore  più  prossimo  al  vero, x = 
2 90  57'.  Ricalcolando  con  questo  secondo  valore  ipotetico  l’equa- 
zione proposta,  ho  8 sen.^290  5j ' -f-  tang.290  67'  y/^oì»  = 
64,89122 , che  è un  secondo  valore  di  n presso  che  esatto.  Quindi 

8*n  = o,  10878  = ^ circa.  E supponendo  B\-z  = 333,0  vero, 
in  numero  rotondo , B^  = 333  = 3'  appresso  poco , trovo  B^  = 

o „ rùi  , ' v/78o3  » o sia, riducendo ilsecondo membro, 

8cos.29°58';-t-- 

e moltiplicando  per  R",  B|-£  = 3'  esattamente.  Qui  B\^  è posi- 
tivo , per  il  che  deve  aggiungersi  al  secondo  valore  ipotetico  di  x , 
290  67  ' ; e però  nell’  equazione  proposta  x = 3o°. 

Veduti  gli  artifizj  che  giovano  ad  abbreviar  la  fatica  in  questo 
metodo,  applichiamolo  adesso  alla  risoluzione  di  un  problema 
utile. 

366.  Si  dimanda  il  limite  comune  della  convergenza  delle  due 
serie  (U) , ( 1 53) , e (Z),  (i56).  Mi  sono  proposto  questo  problema 
per  riconoscer  quale  delle  due  serie  sia  più  convergente  per  calco- 
lar la  tangente  di  un  arco  dato. 

Se  si  vuol  calcolare  una  tangente  per  mezzo  della  serie  (Z)  delle 
cotangenti,  basta  impiegare  90°  — A in  vece  di  A.  Fatta  questa 
sostituzione,  se  si  comparano  due  termini  egualmente  distanti  dal 
primo  nelle  due  serie , la  convergenza  sarà  la  stessa , quando  questi 
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due  termini  avranno  valore  uguale.  È cosa  chiara  che  questa  com- 
parazione non  deve  farsi  fra  i primi  termini*,  giacché  quella  serie  è 
più  convergente,  i termini  della  quale  diminuiscono  più  di  valore  , 
a misura  che  più  si  allontanano  dal  primo.  Prendo  dunque  l’ot- 
tavo termine  della  serie  (U),  che  è ( i55),  y ^ ^ [5  , e si- 

milmente l’ottavo  termine  della  serie  (Z),  che  è Tr^zr———- — r- 
Mettendoli  in  equazione,  e moltiplicandola  per  34.  5".  7. 9 . 11 . i3, 
la  riduco  come  segue  ^~2  x A,s  = 4(9°°  — A)'1}  il  che  dà 
P1?5-6-  X A'5  = (90°  — A)'5,  equazione  dalla  quale  si  tratta  di 


ricavare  il  valore  di  A.  Sia  , per  maggior  semplicità  , = a. 

Tirando  la  radice  decimatcrza  , si  avrà  y'' a A's  = 90°  — A , 

e per  conseguenza  y^  a A'5  -+-  A = 90“  = n.  Nominando  B 
un  valore  di  A supposto  arbitrariamente,  faccio  B = 40%  ed  ese- 
guisco il  calcolo  come  segue. 

log.40  = 1,60205999 
(262),  compì. log.R°  = 8,24187737 
log.B  = 9,84393736 
log.B1*  ou  i5  log.B  = 7,6690604 


log.  a = 


log.929569  = 5,9682816 

compl.log.140  = 7,8538720 
log.aB'5  = 1,4812140 
■^log.cB'5  = 0,1139396 
Per  avere  y^B1*  in  gradi,  aggiungo  log.R°  = 1,7581226 

somma  1,8720621 
Dunque  y'aB15  ==  74%  48385 


B = 40° 


Somma  (che  nomino  n') 
Il  vero  valore  di  n è 

Errore,  osia  fyn1 , (364) 


1 1 40,  48385 
90° 

24%  48385 
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Questo  errore  è molto  grande,  e meriterebbe  una  seconda  ipotesi, 
prima  di  fare  uso  del  calcolo  differenziale.  Ciò  non  ostante  la  ris- 
parmieremo,ed  otterremo  una  Correzione  affatto  prossima  aigiusto, 
impiegando  nel  calcolo  numerico  dell’equazione  differenziale , che 
formeremo  immantinente , il  valore  all’  incirca  di  B — ì in  luo- 
go di  quello  di  B,  ad  imitazione  di  quel  che  facemmo  (365).  Diffe- 
renziando l’equazione  calcolata,  che  esprimo  come  segue  , a “ B^ 

+ B =/i',si  ha  9pi'-=  if  a*  B3-  1 ^B+^B  = 8lBx 
(1  -+-  n aT‘  B~^  , donde  si  cava  9,B  = — — . E poiché 

v ' i+2V«B‘ 

d\n'  = ìn'  presso  poco,  supponendo  ^B  = jB  = 8°,  sarà 
B — i 3,B  = 36°  il  valor  da  impiegarsi,  in  vece  di  B,  nell’  equa- 
zione differenziale , di  cui  segue  il  calcolo , nel  qual  nomino  D la 
quantità  B — ì 8^B. 

log.  36  = i,5563oa5o 
compì.  log.R°  = 8,24187737 
log.D  = 9,79817987 
Idem  = 9,79817987 

Ricavo  dal  calcolo  precedente  log. a = 3,822i536 

log.aD1  = 3,4i85i334 
•^log.aD1  = 0,26296256 
log.i5  = 1,17609126 
compl.log.  1 3 = 8,886o5665 
somma  o,325no5 
Dunque  t|  y'aD1  = 2,n4o3 
compl.log.3,i  i4o3  = 9,6066776 
log.J^n'  = log. — 24,48385  = 1,3888797 
somma,  o log.  — J^B  = 0,895567 

Dunque  ^B  = — 7,862  = — 7*52',  e per  conseguenza  il 
valor  cercato  di  A,  32°  8’,  il  qual  non  differisce  che  di  pochi  se- 
condi dal  giusto,  come  può  riconoscersi  con  un’altra  operazione. 
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Ma,  nella  soluzione  del  pronte  problema  essendo  inutile  tanto 
scrupolo , basta  conchiudere  che , fra  le  due  proposte , la  serie  più. 
convergente  per  calcolare  una  tangente , è la  (U  ) quando  l’arco  è 
minore  di  32°,  e la  (Z)  quando  l’arco  è maggiore  di  32*.  v 
Se  nei  due  problemi  precedenti  si  volessero  impiegare  le  regole 
ordinarie,  colle  quali  si  correggono  le  false  posizioni , si  vedrebbe 
per  esperienza , che  il  metodo , che  propongo  , può  meritare  la  pre- 
ferenza sopra  le  regole  stesse  in  molti  casi.  Non  saprei  farlo  meglio 
conoscere,  che  applicando  il  mio  metodo  a diversi  problemi,  rela- 
tivi alla  quadratura  del  circolo , che  trovo  risolti  da  Eulero  con  gran 
numero  di  false  posizioni  (Analys.  infinit.  Lib.  II.  cap.  XXII). 

367.  Nel  primo  problema  di  Eulero  si  tratta  di  trovar  l’arco  che 
è uguale  al  suo  coseno.  L’equazione  da  risolvere  è dunque 
A = cos.A. 

Chiamo  P un  valore  arbitrario  di  A,  e Q quel  valore  di  A che 
nasce  nel  secondo  membro  , sostituendo  P nel  primo  : ed  I10 

(C)  P = cos.Q; 

e differenziando , J^P  = — ^Q  sen.Q.  Se  si  fa  ^P  = A 00 
P , sarà  = A co  Q ; e per  conseguenza  A = P -t-  ^P  ==; 
Q -4-  B,Q , donde  si  ha 

(D)  8,P  = Q — P-+-^Q- 


Laonde  Q — P -4-  9|Q  = — 8,Q  sen.Q,  ovvero  Q — P = — 
S,Q(i  -+-  sen.Q)  = — 8|Q  X asen.1  (45°  -+-  jQ),  (I.  il*). 
Donde  si  cava 


(E) ^Q 


-f(Q  - P) 

-t-  i Q)* 


Dico  che  le  equazioni  (C),  (E)  mi  condurranno  con  breve  cal- 
colo al  valore  cercato  di  A. 

In  fatti  sia  con  Eulero  , per  prima  ipotesi,  P = 3o®.  Si  ha 


log.  3o  = 1,477121 
(262),  compL  log.  R°=  8,241877 

log.  P = log.  cos.Q  = 9,718998; 

II 
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il  che  dà  Q = 58°  2 6'  : quindi  ì (Q  — P)  = 14*  i3'  = 14%  2 
prossimamente;  e 45°-t-ìQ  = 74°  i3f.  Calcolando  l’equazione 
(E) , si  ha  dunque 

log.  14,2=1,15229 
compì. log. sen. 74°  i3'  =0,01669 

0,01669 

log-  — = »,  18667  ; 

il  che  dà  9*Q  = — i5°,  33  = — i5°2o'.  Per  avere  questo 
valore  più  prossimo  al  giusto,  correggo  l’error  più  grave  (260) 
della  formola  (E),  impiegando  Q -t-  j , in  vece  di  Q,  nell’  es- 
pressione sen.  (45°  -+-  iQ) , come  si  apprende  dai  differenziali  finiti 
delle  linee  trigonometriche;  ed  hoQ  -t-j&,Q  = 58°26'  — 7°4o'  = 
5o°46',  e 45°  -t-  j(Q  — t—  i^Q)  = 70°  23'.  Allora,  l’equazione  (E) 

dà  8,Q  = -sf^3,  =-  id-.  Quindi  A = Q 8,Q  = 
58°  26'  — 16°  = 42°  26'. 

Questo  valore  di  A non  può  essere  esatto , perchè  l’ errore  ^,Q 
è troppo  grande  ; sarà  per  altro  a bastanza  prossimo , per  ottenere 
l’ intento  con  un’altra  ipotesi  solamente.  Sia  dunque,  per  seconda 
ipotesi,  e per  avere  esatta  la  riduzione  de’ minuti  in  decime  di 
grado  , P = 42°  24'  = 42°,  4.  Facendo  il  calcolo  dell’equazione 
(C),  si  ha 

log.42,4  = 1,62736586 

compì,  log.  R°  = 8,24187737 
log.cos.Q  = 9,8692432 

Laonde  Q = 42°  16'  o" , 89;  e ì(Q  — P)  = — 5$" , 555. 

Allora  1’  equazione  (E)  dà  = 286",  5;  e impie- 
gando Q -t-  , in  vece  di  Q , nel  denominatore  ( di  che  non 

avvertiremo  più  ne’ problemi  seguenti), si  ha,  con  tutta  la  preci- 
sione che'  possono  dare  i logaritmi  con  sette  decimali  , 8|Q  = 

.'^TTI=-  = 386,'-3lS-P“ÒA=<2-f-W  = 42-ilS,o",8 

D d 
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4 '46",  36  ==  42°  20'  47 "T  25.  Eulero  fa  sette  ipotesi , e tre  regole 
del  tre  , per  giungere  a questo  valore.  Egli  dà  i4.,m  » in  vece  di 
i5'"  =0" ,25,  per  un  errore  nell’ultima  sua  proporzione  : del 
resto  inutil  briga  si  è dato  cercando  i minuti  terzi , i quali  non  pos- 
sono aversi  esattamente  dai  logaritmi  con  sette  decimali;  e scio 
tengo  conto  delle  centesime  di  secondo , non  ho  altro  oggetto  che 
di  ottener  per  tal  modo  le  decime  esattamente. 

Questo  problema  è utile  per  trovare  il  seno  che  divide  in  due 
parti  eguali  l’ area  del  quadrante  , e per  trovare  la  corda  che  divide 
in  due  parti  eguali  l’ area  del  semicircolo  ; come  si  può  vedere  nel 
terzo  e nel  quarto  problema  di  Eulero. 

Nel  secondo  di  lui  problema  si  tratta  di  trovare  il  settore , il 
qual  sia  diviso  in  due  parti  eguali  dalla  corda  ; e si  ha  da  risolvere 
l’equazione  A = sen. 2 A.  Faccio  P = sen.2Q,  ed  ho  J^P  = 
2 $,Q  cos.2Q  = Q — P -+-  8|Q , secondo  la  forinola  (D).  Quindi 
Q — P = 2^Q(cos.2  Q — ì)  = 2^Q  (cos.aQ  — cos.6o°)=s 
4 fyQ  sen.(3o°  — Q)  sen.(  3o°  •+-  Q ),  (II.  a3‘  ).  E però 


81Q  = 


t(Q  - P) 

•en.(3o*  — Q)  sen. c3o‘  -+-  Q)* 


Or  sia, con  Eulero,  P = 5o°,  sarà  =sen.2Q=sen.6o°46'= 

sen.  1190  14',  (19).  Questo  ultimo  valore  è quello  che  deve  adot- 
tarsi , poiché  ne  dà  uno  di  Q men  rimoto  da  quello  di  P.  Si  ha 
dunque  Q = 5^°  Quindi  ;(Q  — P)  = 20  24'  appresso 

poco , e(i54),  8,Q  = _ teB,89.Ì7-  — — 4%  8 ; indi  più 

prossimamente  8>Q  = ■_  ten,3?^y\tn,^a.  = — 5°,  2 5.  Laonde 
A = Q ^Q  = 59°  37'  — 5°  i5‘  = 54°22f. 

Sia  dunque  , per  seconda  ipotesi , P = 54°  21 f = = 

sen.  2 Q,  il  che  dà  Q = 54°  1 3 ' 34  ",  5 ; e per  conseguenza;  (Q — P) = 
- . ' Si  ' » , 375.  Però  8,Q  = =VV;  e Ge- 

merne, con  ogni  precisione , 8,Q  = _ — .s1  S»  = 
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272",  39.  OndeA  = QH-  8>Q  = 54®  i3'  34", 5 -4-  4'  32",  4=3 
54°  18'  6",  9.  A questo  risultato  perviene  Eulero  col  mezzo  di  sei 
ipotesi , e due  regole  del  tre. 

Nel  quinto  problema  propone  Eulero  di  tirare  da  un  punto  della 
circonferenza  due  corde  che  taglino  l’ area  del  circolo  in  tre  parti 
eguali.  Si  ha  da  risolvere  1*  equazione  A = sen.  (6o°  — A).  Faccio 
P = sen. (60®  — Q),  ed  ho  8|P  — — cos.(6o®  — Q)  = 

Q — P-I-^Q, donde  si  cavaQ  — P = — ByQ  (1  -Hcos.60® — Q^ 
= — 2&,Q  cos.’(3o®  — ìQ),  (I.  24*);  e per  conseguenza 

— -KQ  - P) 

c«s.*(3o’  — i Q)  * 


Orsia,  con  Eulero,  P r=  20®;  si  ha  = sen. (60®  — Q)  — 
sen.200  2 6';  il  che  dà  Q ==  39°  34',  e ì(Q  — P)  — 9®  47'  = 
9°,  8 appresso  poco.  Quindi  fyQ  = ■^>,^757  = — 10%  1 ; 
e più  prossimamente  ^Q  = co~  = — 10%  3.  Laonde  A = • 
Q -f-  8>Q  = 39*34'  — lo*  18'  =29*  16'. 

Sia  dunque  , per  seconda  ipotesi , P = 29*  i5'  = == 

sen. (60*  — Q) , il  che  dà  Q = 29*  i8'8",  17.  Allora  j(Q  — P) 
= 1 ' 34 " , o85  ; e 9,Q  = = — 101  ";o, con  più  scru- 
polo • 9>Q  = = — 101  "t  l8-  Quindi  A = Q -+- 

= 29°  16'  27",  come  ha  trovato  Eulero  con  sei  ipotesi,  e 
due  regole  del  tre. 

Nel  sesto  problema  propone  Eulero  di  trovare  un  arco  il  qual  sia 
uguale  alla  somma  del  raggio  , del  coseno  e del  seno.  Si  lia  da  ri- 
solvere l’equazione  180°  — A = 1 -t-  cos.A  H-  sen. A.  Pongo , 
in  vece  di  1 , il  valore  del  raggio  in  gradi,  che  è 5y°,  29578,  come 
si  può  dedurre  da  log.R®,  (262);  ed  ho  122®,  70422  — A =3 
cos.A  sen. A = sen. (45®  H-  A)  v/2,  (II.  7*).  Or  sia,  per 
brevità , 122°,  70422  = C;  avremo  nel  modo  solito  C — P = 
sen. (45°  -+-  Q)  y/2,  e — 9>P  = fyQ  cos.(45®  -+-  Q)  v/2  = 

Ddij 
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P — Q — fyQ , donde  si  cavaP  — Q = ( y/\  -+-  cos.  45°  •+-  Q) 

v/2  = (cos.  45°  -+-  cos.  45°-t-  q)  v/2  = 2 8,Q  cos.  (45°  -4-  ì Q) 
cos^Q  \/2  , (II.  19*).  E per  conseguenza 
Q Q t(P-Q) 

COS.-ÌQ  cos.(45*  +jQ)  y/i  * 

Or  sia,  con  Eulero  , P = 40°,  sarà  C — P s=  82°,  70422.  Ma 
"ióva"  ->1 deve  essere  uguale  a sen.(45°-t-  Q);  dunque 
il  valore  supposto  di  P è troppo  piccolo; 

Passando  alla  seconda  ipotesi  di  Eulero  , sia  P = 42°  • si  ha 

~ k*7\/a ~ = sen*(45°  -+-  Q)  = sen.840  Sa',  il  che  dà  Q = 
39°52,-,3(P  Q)  = i°4'=  i°,07;^Q  = COJ_1?.i6, 

i%  9 = 1'  54  ' ; e più  prossimamente  8,Q  = co,,ao.-J;-/';o°^-^ = 

i°,  94  = i°  56' . Quindi  A = Q $,Q  = 39°  52r  H-  i°  56'  = 
410  48'. 

Sia  dunque , per  ultima  ipotesi,  P = 4»0  4^*  = 4*%  8.  Si  ha 
C — P = 8o°,  90422; e = sen.86‘  49'  36",  4 ; il  che 

dàQ  = 410  49'  36",  4 ; e ì(P  — Q)  = — 48",  2.  Allora  = 
gQs.ao* sv  fui 65- 65^  = ~ 89">  4-  Questa  quantità  è sì  piccola, 
che  la  consueta  correzione  nel  denominatore  diventa  inutile.  E 
però  A=  Q -+-  = 4i°48'  7",  o;che  è quel  che  trovaEulero 

con  quattro  ipotesi,  e due  regole  del  tre. 

Egli  dimanda  nel  settimo  problema  che  si  trovi  un  settore , il 
qual  sia  uguale  a mezzo  il  triangolo  formato  dal  raggio  , dalla 
tangente  e dalla  secante.  Si  ha  da  risolvere  l’ equazione  seguente , 
2A  = tang.A.  Faccio  2P  = tang.Q,  ed  ho  2^P  = = 

a(Q  — P ■+•  8,Q).  Quindi  Q — P = 8,Q  (^Ìq  — ‘)  = 
SSQ  X ' 7. S.Q  X S| , (I-  »?)•  E però 

Q a (P  — Q)  co».1  Q 

\ cg».aq 
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Or  sia, con  Eulero , P = 6o°;  si  ha  ~ = tang.Q  , e per  conse- 
guenza Q = 64°  29' , e 2 (P  — Q)  = — 8°  58'  = — 8%  95 
appresso  poco.  Laonde  8>Q  = — 8 ' = 2°»  ^4  = 

2%  38';  e più  esattamente  = — 8 ’ tLTil- J6;~  = 2°>265. 
E però  A = Q -+-  = 66°  45'. 

Sia  dunque,  per  seconda  ipotesi,  P = 66°,  y5  ; e però  — 
tang.Q  ; il  che  dà  Q = 66°  46'  18",  72  ; 2 (P  — Q)  = — 
l57",44;  8>Q  = — >57"waV3ì^~'~  =35"£i  e con  tutto  lo 
scrupolo,  8>Q  = — 5'~  = 35  ">  5l-  Quindi 

A = Q B,Q  = 66°  46'  54",  23. 

Eulero  perviene  a questo  risultato  con  sei  ipotesi,  delle  quali 
ha  fatto  uso  ultimamente  anche  il  celebre  P.  Fontana  in  una  bella 
Memoria  contenuta  nel  Tomo  II  degli  Atti  della  Società  Italiana  : 
il  che  mi  conférma  nella  credenza , che  non  siasi  pensato  ancora 
ad  abbreviare  il  metodo  di  falsa  posizione , col  mezzo  del  calcola 
differenziale. 


Finalmente  nell’ottavo  problema  propone  Eulero  di  determinare 
un  arco  , il  qual  sia  uguale  alla  sua  corda  prodotta  fino  all’ incontra 
del  raggio  prolungato  , il  qual  passa  a 90°di  distanza  dall’  origine 
dell’arco.  Si  ha  da  risolvere  l’ equazione  A sen.j  A = 1.  La  ponga 
sotto  questa  forma,  A = cosec.iA,  per  giunger  più  prontamente 
all’  equazione  differenziale  che  segue.  Faccio  poi , al  solito , P = 
cosec.  i Q , e riducendo  alla  forma  infinitesimale  il  differenziale 

finito  della  cosecante  (712)  , ho  ^P  = — X — 

Q— P-t-^Q, donde  si  cavaQ—P=—8,Q  (1  -4- 

Or  sia,  con  Eulero,  P = 70°.  Si  ha  ^ = cosec.  \ Q , ovvero 
^ = sen.ìQ  = sen.540  56':  onde  Q = io9°52r,  e Q — P = 
39°  62'  = 39%  87  appresso  poco.  Ma  J = °i  4288  » dunr 


Digitized  by  Google 


ai4  Cap.  XIII.  Della  risoluzione  numerica 


que  8,Q  = — 7^55  — — 270,  9 : e*  più  prossimamente , 

SS#=  o.<®735-  indi  8,Q  = - . *• 

Laonde  A = Q -t-  J^Q  = 85°  4' . 

Sia  dunque , per  seconda  ipotesi,  P = 85°  3'  = 85°,  o5.  Si 
ha  =sen.;Q  = sen.4a02if  3",  9 : e per  conseguenza  Q = 
84° 41'  7",  8;  e Q — P = — 20'  52" , 2 = — 1252",  2. 
0ra  777^7-=  0,81426.  Dunque  8,Q  =^^=690", 2 = 
11'  3o",2.  Con  ogni  esattezza,  = 0,812098;  indi 


==  I *8^098  ==  69 1 ",  02  = 1 1 ' 3 1 " , 02.  Laonde  A = Q ■+• 
= « 4°  53'  38",  82;  che  è quel  che  trova  Eulero  con  sei 
ipotesi. 

Le  equazioni  risolte  in  questo  articolo  sono  del  genere  delle 
trascendenti , perchè  contengono  l’arco  A sotto  due  forme  etero- 
genee (129),  vale  a dire  , perchè  l’arco  è posto  in  equazione  con 
linee  rette,  quali  sono  le  linee  trigonometriche  dell’  arco  stesso,  o 
de’  suoi  moltiplici. 

368.  Col  nostro  metodo  divien  facile  il  risolvere  l’ equazione  di 
questa  forma,  sen.nA  = m sen.A  , proposta  da  d’ Alembert 
( Opusc.  Maih.  Tom.  V,  p.  222),  e dalla  quale  si  tratta  di  ricavare 
il  valore  dell’  arco  A.  Faccio  sen./zP  = m sen.Q , cd  ho  n^P  X 
cos./zP  = nz^Q  cos.Q.  Sostituendo  il  valore  di  J^P,  (367),  (D), 

si  ricava  9^Q  = m fQ  ~ P)-  C01"r . Con  due  ipotesi , si  troverà 

~ cos.Q  — cos.nP 

il  valore  di  A,  purché  tanto  nell’  una  quanto  nell’altra  si  facciano 
due  calcoli  per  avere  il  valore  di  9,Q , adoperando  nel  secondo 
calcolo  cos./z(P  -+-  ìS,P)  e cos.(Q  -4-  ì^Q),  in  vece  di  cos./zP 
e di  cos.Q  , ad  imitazione  di  ciò  che  ho  fatto  (367). 

Del  resto  il  presente  problema,  e quelli  dell’articolo  prece- 
dente, possono  risolversi  direttamente  col  mezzo  delle  serie  infi- 
nite. Per  esempio,!’ equazione  Alembertiana  si  trasforma  in  questa, 
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(149) , (W),  nA  — j n5  A1  + ^ n5  A*  — &c.  = m X 
(A  — jAJ  -4-  A5  — &c.).  Onde(«  — m)A  — j(/rJ — m)  Aì 
H-  -nr(ra5  — m)  A5  — &c.  = o.  Dividendo  per  A,  e traspo- 
nendo , si  ha 

n — m — \{n}  — m)  A*  — -^-(n5  — m)  A4  -+-  &c. 

Si  faccia  A*  =y,  e da  questa  equazione  comparata  con  la  (P), 
(148) , osservando  che  qui  n — m tiene  il  luogo  di  m nell’  equa- 
zione (P) , se  ne  ricaverà  un’altra  della  forma  (Q),  la  quale  darà 
il  valore  àiy,  e per  conseguenza  quello  di  A. 

369.  Passo  ora  ad  indicare  le  facilità  che  porge  la  Trigonome- 
tria per  la  soluzione  di  certe  equazioni , che  sarebbe  laboriosa  per 
la  via  dell’analisi.  Sia  proposta  l’ equazione  generale  della  forma 
seguente , nella  quale  si  cerca  il  valore  dell’  arco  A. 

(F)  a cos.A  -4-  b sen.A  = n. 

Faccio  n = m cos.(A  co  B),  o vero  a cos.A  -4-  b sen.A  — 
m cos.A  cos.B  -+-  m sen.A  sen.B.  Da  questa  equazione  , se  si 
considera  che  m è una  quantità  indeterminata , per  il  che  nulla 
osta  a supporre  a — m cos.B,  risulta  b = m sen.B.  Queste  duo 
equazioni  danno  m — , e per  conseguenza  si  ha 

(G)  tang.B  = 

« 

E poiché,  per  l’ipotesi,  cos.  (A  CO  B)  = ; sostituendo  il  primo 

valore  di  m , si  ha 

(H) . cos. (A  co  B)  = 

Somma  pertanto  è la  facilità , con  cui  si  risolvono  le  equazioni 
della  forma  (F) , cercando  con  la  (G)  un  arcoB , e con  la  (H)  un 
arco  (A  co  B)  : la  differenza  di  questi  due  archi  è l’arco  cer- 
cato A. 

Se  alcuno  de’ termini  del  primo  membro  dell’  equazione  (F) 
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fosse  negativo,  s’impiegherà  negativo  nelle  equazioni  (G),  (H)  il 
coefficiente  a o b che  sarà  preceduto  dal  segno  negativo  nell’  equa- 
zione (F),  e si  osserveranno  le  regole  de’  segni  (42). 

Questo  metodo  dà  sempre  minor  di  90°  il  valore  di  A.  Quando 
si  dubiti  che  debba  esser  maggiore , si  calcolerà  col  valore  trovato 
l’equazione  (F),  e se  non  si  ha  quello  di  n}  sarà  segno  che  A è 
ottuso.  Allora  si  cangerà  il  segno  di  a cos.  A nella  formola  (F) , o 
pure  il  segno  di  a nelle  formole  (G) , (H)  -,  e col  mezzo  di  queste  si 
avrà  il  supplemento  del  vero  valore  di  a. 

370.  Sia  ora  proposta  da  risolvere  l’ equazione  seguente 

a tang.a:  -+-  b cot.x  = n. 

Moltiplicando  questa  equazione  per  , e trasportando , si  ha 
tang.’x  — A tang.j:  = — ; la  quale  equazione  si  risolve  poi 

facilmente  col  metodo  (352).1 

Che  se  nella  proposta  i segni  fossero  diversi , si  giungerebbe 
sempre  in  simil  maniera  ad  un’  equazione  di  secondo  grado  , di 

cui  si  avrebbe  la  soluzione  nella  tavo'a  V. 

. ■ ì ' • 

371.  Sia  perfine  proposta  la  seguente  equazione  finita  , o in^ 
finita 

(K.)...  z = u -4-  a sen.u  -4-  b sen.2 u -4-  c $en.3u  -4-  &c., 

nella  quale  si  dimanda  il  valore  di  u.  Questa  equazione  è del  ge- 
nere delle  trascendenti  (3 67).  La  soluzione  più  facile,  ne’ casi 
particolari , è quella  che  ho  suggerito  (364).  Ma  se  vuoisi  una  for- 
mola generale  infinita , dove  la  serie  sia  convertita  analiticamente , 
come  segue , • ‘ 

(L)...  u z -4-  A sen.z  -4-  B sen.2z  -4-  C sen.3z  -4-  &c., 
i metodi  trigonometrici , che  ho  veduti  finora,  sono  estremamente 
laboriosi  ; il  che  mi  ha  dato  occasione  di  cercare  il  seguente , che 
è molto  semplice. 

Se  si  sostituiscono  nella  serie  (K.)  i valori  di  sen.u,  sen.2«  , 

sen.3 u 
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sen.3u,  &c.  ; dati  dalla  serie  (W),  (149),  si  avrà,  raccogliendo  i 
coefficienti  d’ogni  potenza  di  u , 

(M) ...  z = (1  H-  cl  -+-  ib  — 4-  3c  — &c.)  u — j(<2  -4-  l'b  -4—  3 c -4-  &c.)  u 

H (3  + 2S4  + 35c  -+-  &c.)  us  — & c. 

Ad  imitazione  di  questa  la  serie  (L)  diverrà 

(N) . . . u = ( 1 -+A- -+■  iB -4-  3C  -4-  &c.)  z — (A  -h  i'B  -4-  3'C  ■+■  &c.)  zJ 

-+-  ^ ^ (^4  -4—  2\fl  — (—  o'C  — &c.)  z5  — &c. 

Esprimiamo  queste  due  serie  ,pcr  maggior  semplicità,  come  segue 
z = mu  — niP  -4-  pus  — qu 7 -4-  ru 9 — &.C. 
u = Mz  — iVz3  -4-  Pzs  — Qz7  -4-  flz»  — &c. 

Quindi  si  sostituiscano  nell’ ultima  i valori  di  z,  z3,  z3,  &c. , presi 
dall’  antecedente , e ordinando  i termini  relativamente  alle  potenze 
di  k,  (148),  si  avrà 


f Mz  —Mmu — 

M/m3 -4-  Mpus — Mqu’-ì-  MnP 

— 7 Sic. 

l — Nz'=  — 

Nn i3  -4-3 NnP/i  — SNnPp  -4-  3 NnPq 

— &c. 

— 3 Nmn*  -+-6N1111  p 

— &c. 

-4-  Nn 3 

— &c. 

-4-  Pz5  = 

Pm 5 — 5Pm*n  -4-  5Pm*p 

— &c. 

-4-10  PnPn1 

— &c. 

1 — Qz7= 

— Qrn1  -4-  7 Qm*n 

— &c. 

1 -4-  Rz’>  = 
(, — &c. 

-4-  lini* 

— &c. 

Donde  si  cava,  col  metodo  (148), 

M = - 

m 

N = — 

fy  3 n*  — pm 

1 7ì? 

Q12U*  — 8 mnp  -4-  qm% 

ni  '• 

55 n*  — 55  «?»•/>  -4-  io m'nq  -f-  5m*p* 


nn 9 

Ee 


Digitized  by  Google 


218  Cap.  XIII.  Della  risoluzione 

Queste  sono  le  equazioni  finali  del  problema  , poiché , sostituendo 
in  esse  i valori  di  M,  N,  P,  &c.,  m , n , p,  & c.,  presi  nelle  serie 
(N) , (M) , non  resta  più  se  non  se  risolverle  coi  metodi  ordinar} , 
per  ricavarne  i valori  delle  indeterminate  A , B , C,  & c.  Eccone 
un  saggio  nel  problema  di  Keplero  , limitandoci  alla  quarta  inde- 
terminata D. 


3j2.  In  luogo  di  M — , si  ha,  per  le  serie  (N),  (M), 

i -+-  A -+-  aB  -+-  3C  -+-  4D  = , —-->0+  it"—  4,?»  osIa 

(O)...  W -t-  + 3C  -H  40  = - 


In  vece  di  Ar  = si  ha  {(A  -4-8 B -h  27 C -+-  6\D) 

a -4-  8 b -f-  lyc  6.\d 


6{i 


2Ù 


óc 


4 <*y 


1 , ovvero 


( P)...  A + 81  H-  »7C  64D  ^ ^ • 


Ora,  nel  problema  di  Keplero,  a = 2C,  £ =;C*  -t-ge4, 
c =ie3,  d = £c4,  (denotando  per  e l’eccentricità  dell’orbita 
d’un  pianeta).  Sostituendo  questi  valori  nell’  equazione  (O)  , e 
riducendo  , si  ha  ' 


A -4-  25  -4-  3C  4D  = — 


le  -f-  -f  -4-  <**  •+• 

1 +«  + -h  * 


Si  effettui  la  divisione , trascurando  le  potenze  di  e , superiori  alla 
quarta  che  è il  limite  assunto,  e si  avrà 

(Q). ..  A — t—  2 B -+•  3C  — H \D  - — — 2 e — t—  — e1  — 3e3  H — ^ e4. 


Per  simplificare  nel  modo  stesso  l’equazione  (P),  bisogna  primie- 
ramente elevare  alla  quarta  potenza  il  valore  di  1 -4-  a -4-  ab  -t- 
3c  -4-  4 d,  il  qual  è i -4-  2e  -t-  3 é1  -4-  e3  -4-  \e\  In  questa  ope- 
razione si  può  trascurare  anche  la  quarta  potenza  di  c,  giacché 
poi  nella  divisione  non  influisce  che  sulla  quinta.  Quindi  si  ha  fa- 
cilmente ( 1 -4-  ae  -4-  1 e’  *4-  e3)4  = 1 -4-  8e  -4-  3ocJ  -4-  72e3. 
Col  secondo  membro  di  questa  equazione  si  divida  il  valore  di 
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<7  + 8ì  + 27C  -+-  6\d,  che  è 2C  + de1  -4-  9 c3  -4-  1 1 c\  e 
l’equazione  (P)  diverrà 

( R). . . A 4-  85  -4-  27  C -4-  64/5  = — 2C  4-  1 oe’  — 29C3  -4-  65e4. 

Nel  problema  di  Keplero  , la  serie  (K)  ha  questa  proprietà  , 
che  i coefficienti  a,  c,  8cc.  , corrispondenti  ai  moltiplica  dispari 
di  u , contengono  solamente  le  potenze  dispari  di  e,  o sia  dell’  ec- 
centricità, e che  i coefficienti  b , d,  & c. , corrispondenti  ai  molti- 
plici  pari  di  u , contengono  solamente  le  potenze  pari  di  e.  Vuol 
ragione  che  la  stessa  legge  abbia  luogo  nella  serie  (L)  che  è fabbri- 
cata sul  modello  della  (K)  , c se  ne  ha  la  prova  ne’  termini  della 
forinola  (L)  già  calcolati  da  molti, con  altri  metodi.  Se  dunque  si 
pone  per  principio,  che  il  valor  delle  indeterminate  A,  C,  deve 
esser  espresso  dalle  potenze  dispari  di  e , e quello  di  5,  D dalle 
pari,  si  potrà  ricavare  il  valore  di  queste  quattro  incognite  dalle 
due  sole  equazioni  (Q),  (R)  , spezzandole  in  quattro  , come 
segue  : 

A -4-  3 C — — 2e — 3 e* ; 25-4-  4 D=  fé1  -4-  £e4; 

A -4-  27C  = — 2e  — 296*;  85  -4-  6\D  = 10 e1  -4-  65e*. 


Questo  è l’artificio  col  quale , dalle  sole  cinque  equazioni  finali 
( 37 1) , ho  ricavato  il  valore  di  nove  indeterminate , spingendo  l’ap- 
prossimazione della  serie  (L)  fino  a scn.pz , ed  alla  nona  potenza 
dell’  eccentricità , come  si  vedrà  ( 77 1 ). 

373.  Nell’analisi  trigonometrica  occorre  talvolta  di  sviluppare 
i valori  prossimi  di  scn.(/i  sen.a) , sen.(a  cos.a) , cos.(/i  sen.a), 
cos. (n  cos.n).  Considerando  n sen.a  come  un  arco  , si  ha  dalla  se- 
rie (W),  (149), 


sen.(/i sen.a)  = n sen.a 


n*  sen.’a 
a . 3 


w* 

2.  3.  4.5 


— &c. 


Che  se  questo  valore  si  vuole  espresso , non  colle  potenze  di  sen.  a , 

E e ij 
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ma  coi  seni  de’  moltiplici  di  a , si  sostituiranno  i valori  di  sen.5  a » 
sen.5  a,  Sic.,  presi  nella  tavola  (127),  e si  avrà 

sen.  (n  scn.  a)  = (ti  — j ■+•  — Sic.  ) scn.  a -h  ^ ^ -H  &c.  ) sen.  3 a 

-+-  ( — Sic.)  scn.  Sa  -+-  &c. 

\'S>2o  J 

Nello  stesso  modo  si  sviluppano  gli  altri  seni  e coseni  proposti  r 
valendosi,  pei  coseni,  della  serie  (Y),  ( 1 54 ). 

È facile  vedere  che  l’utilità  di  queste  operazioni  dipende  dalla 
convergenza  delle  serie  formate  come  qui  sopra , e che  questa  sarà 
vie  maggiore  quanto  più  piccola  sia  la  quantità  n. 


CAPITOLO  X I Y. 

Definizioni , Nozioni  eTeoremi preliminari,  spettanti 
particolarmente  alla  Trigonometria  sferica. 

374.  La  Trigonometria  sferica  insegna  a risolvere  i triangoli  for- 
mali da  tre  archi  di  circoli  massimi  sopra  la  superficie  di  una  sfera. 

I lati , essendo  ardii , si  valutano  in  gradi , minuti , & c.  come  gli 
angoli.  Date  tre  parti  di  un  triangolo  sferico,  la  Trigonometria 
somministra  i mezzi  di  scoprir  tutte  le  altre  nella  maggior  parte 
de’  casi. 

37 5.  Preso  per  centro  un  punto  ad  arbitrio  nell’ Universo  , tutti 
i punti  giacenti  per  ogni  verso  , a distanza  eguale  dal  primo , appar- 
terrebbero alla  superficie  d’ una  sfera  avente  per  raggio  la  distanza 
prescelta.  Egli  è dunque  indifferente  che  il  globo,  sul  quale  la  Tri- 
gonometria sferica  si  esercita,  sia  reale  , o immaginato;  piccolo  , 
o grande  ; ripieno , o vuoto  interiormente , sia  in  tutto , sia  in  parte. 
Le  proposizioni  trigonometriche  sono  generali  per  una  sfera  qua- 
lunque ; basta  che  in  una  stessa  dimostrazione , in  una  stessa  for- 
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mola,  non  s’impieghino  nell’atto  medesimo  globi  di  diversa  gran- 
dezza , o sia  archi  di  raggio  diverso. 

3 76.  Circoli  massimi  sono  quelli  che  hanno  per  centro  , e per 
raggio.,  il  centro  ed  il  raggio  della  sfera.  Sono  dunque  tutti  uguali 

fra  loro.  Se  si  concepisce  che  il  semicircolo  AEDB  faccia  una  rivo-  Fig.43 
luzione  intiera  intorno  al  diametro  AB , il  punto  D , che  suppongo 
ad  egual  distanza  dai  punti  A e B , descriverà  in  questo  giro  la  cir- 
conferenza di  un  circolo  massimo , il  cui  raggio  è quello  CD  della 
sfera,  e il  centro  quello  C della  sfera.  Ma  ogni  altro  punto  , come 
E,  della  semicirconferenza  AEDB,  descriverà  un  cerchio  minore, 
avente  per  raggio  un’  ordinata  EF,  e per  centro  un  punto  F , diffe- 
rente dal  centro  C della  sfera.  È cosa  evidente  , i°.  che  quei  cer- 
chj  minori  sono  eguali,  i quali  hanno  il  centro  a distanze  uguali  da 
quello  della  sfera;  20.  che  i cerchj  minori  sono  più  piccoli,  quanto 
più  il  loro  centro  è distante  da  quello  della  sfera. 

377.  Se  si  taglia  un  globo  per  mezzo , il  piano  secante  passerà 
per  il  centro , e per  conseguenza  la  sezione  della  superficie  sarà 
un  circolo  massimo.  Ma  da  ogni  punto  della  superficie  può  farsi  un 
taglio  , clic  passi  pel  centro  della  sfera , e la  divida  per  mezzo. 
Dunque  i circoli  massimi  della  sfera  sono  infiniti  di  numero. 

378.  È noto , per  la  Geometria  elementare , che  tre  punti , posti 
non  in  linea  retta , determinano  la  posizion  di  un  piano.  Se  dunque 
il  piano  secante  si  fa  passar  per  il  centro  della  sfera , e per  due  punti 
dati  sopra  la  sua  superficie,  la  direzione  del  piano  secante,  e ppr 
conseguenza  la  sezione  della  superficie  , saranno  determinate. 
Dunque  da  un  punto  all’  altro  sulla  superficie  della  sfera  sempre 
si  può  concepire , o condurre  un  arco  di  circolo  massimo,  e questo 
non  può  esser  che  un  solo. 

379.  Poiché  il  centro  della  sfera  è comune  a tutti  i circoli  mas- 
simi , ogni  linea  d’intersezione  de’ loro  piani  passerà  per  il  centro 
comune , e sarà  per  conseguenza  diametro  comune  alla  sfera , ed 
a’  circoli  intersecati.  Cosi  AB  è diametro  della  sfera , del  circolo 
ADBL,  e del  circolo  AGB  (che  vedesi  obliquamente  nella  figura, 
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rig.43  e sol  per  metà).  Ma  ogni  diametro  divide  la  circonferenza  in  due 
parti  uguali.  Dunque  i°.  i circoli  massimi  si  tagliano  scambievol- 
mente in  due  pani  uguali;  2°.  i punti  d' intersezione  delle  circonfe- 
renze, come  A e B , sono  sempre  distanti  di  1 80°  l’uno  dall’  altro. 

380.  Si  può  dunque  chiudere  con  due  soli  archi  una  porzione 
di  superficie  della  sfera,  purché  siano  di  180°  ciascuno.  Allora  la 
superficie  compresa,  come  AEDBK.GA  , si  chiama  fuso. 

381.  Quel  diametro  della  sfera,  il  quale  è perpendicolare  al 
piano,  o sia  ad  un  diametro  qualunque  di  un  circolo  massimo,  si 
chiama  1’  asse  di  quel  circolo.  Se  si  concepisce  il  raggio  CD  della 
sfera  rilevato  perpendicolarmente  sopra  la  carta  , sul  piano  della 
quale  sta  descritto  il  circolo  massimo  AEDBL , sarà  CD  il  semiasse 
del  detto  circolo.  Così  AB  è l’asse  del  circolo  massimo  , che  sa- 
rebbe descritto  dal  punto  D con  la  rivoluzione  supposta  (076). 

382.  I punti  estremi  dell’asse,  come  A c B,  si  chiamano  i poli 
del  circolo  massimo  , di  cui  AB  è l’asse.  L’arco  AD  = 90°  = BD 
misura  sopra  la  superficie  della  sfera  la  distanza  dai  poli  alla  circon- 
ferenza ; e però  ogni  punto  della  circonferenza  è distante  90°  da 
ognuno  de’  poli.  Due  circoli  massimi  non  possono  dunque  averci 
medesimi  poli. 

383.  Ad  ogni  circolo  massimo  si  possono  concepir  paralleli  infi- 
niti cerchj  minori.  Posta  EF  parallela  a CD,  il  cerchio  minore, 
che  ha  per  raggio  EF,  si  chiama  ed  è parallelo  al  circolo  massimo 
formato  dalla  rivoluzione  (376)  del  raggio  CD.  Ora  fra  i poli  A e 
B di  questo  circolo  possono  concepirsi  cadenti  sull’asse  AB  infi- 
nite ordinate , come  EF , parallele  a CD.  Dunque , &c. 

Ne  segue  che  ogni  sezione  della  sfera , quantunque  non  passi  per 
il  centro , è circolare  alla  superficie  , poiché  sempre  potrà  imma- 
ginarsi una  sezione  parallela  che  passi  per  il  centro  (377). 

384.  I poli  di  un  circolo  massimo  sono  pur  quelli  di  tutti  i suoi 
paralleli,  e tutti  i punti  d’ognuna  delle  circonferenze  sono  egual- 
mente distanti  dall’  uno , o dall’  altro  de’ poli.  E chiaro,  per  csern- 
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pio,  che  la  rivoluzione  (3y6)  del  raggio  FE  non  altera  mai  la  dis- 
tanza AE. 

Su  questi  principi  vi  sono  de’  compassi  sferici,  col  mezzo  de’  quali 
si  trovano  facilmente  sopra  la  superficie  di  un  globo  i poli  di  un 
circolo  dato,  o vero  da  un  polo  dato  si  descrive  un  cerchio. 

385.  Sia  DAE  un  arco  di  circolo  massimo  descritto  col  raggio 
CD  della  sfera , e sia  DBE  un  arco  terminato  ai  medesimi  punti 
D , E, ma  descritto  da  un  raggio  più  piccolo  FE.  È noto,  per  l’ope- 
razione medesima  del  compasso,  che  1’  arco  descritto  dal  raggio  più 
piccolo  ha  una  curvatura  più  grande.  Dunque  V arco  di  circolo  mas- 
simo è il  più  breve  che  si  possa  condurre  da  un  punto  ad  un  altro 
sopra  una  superficie  sferica » 

L’arco  di  circolo  massimo  è dunque  la  misura  naturale  ed  uni- 
ca , perchè  costante , d’ ogni  distanza  sferica.  All’  incontro  l’inegua- 
glianza de’  cerchj  minori  (376)  è cagione  che  di  essi  non  fa  uso  la 
Trigonometria.  Però  sotto  il  semplice  nome  di  circoli, o di  archi , 
intenderemo  sempre  circoli  massimi , od  archi  di  circoli  massimi. 

386.  Consideriamo  nella  fig.  46  il  fuso  AEDBKGA  della  fig.  43, 
e cerchiamo  di  valutare  l’angolo  formato  sopra  la  superficie  della 
sfera  dall'  incontro  di  due  archi , per  esempio  l’angolo  DAM. 

E chiaro  che  DAM  è l’angolo  stesso , che  EAG  , o sia  che  la 
grandezza  di  un  angolo  sferico  è indipendente  da  quella  de’  lati , 
come  nel  rettilineo  : giacché  angolo  sferico  non  può  essere  altro  , 
che  l’ apertura  , o sia  F inclinazione  scambievole  di  due  archi , con- 
siderata ne’ punti  immediatamente  prossimi  a quello , nel  quale 
s’incontrano.  Ma  l’arco  infinitamente  piccolo  si  confonde  con  la  sua 
tangente  , poiché  hanno  origine  nel  medesimo  punto,  e sono  per- 
pendicolari entrambi  al  raggio  che  cade  in  quel  punto.  Dunque  un 
angolo  sferico  qualunque , come  EAG , il  qual  dipende  dall’  incli- 
nazione scambievole  di  due  archi  AE , AG  , considerata  presso  il 
punto  A,  dove  sono  infinitamente  piccoli , sarà  lo  stesso  che  l’an- 
golo formato  al  punto  A dal  concorso  delle  tangenti  dei  detti  due 
archi.  Ora  le  tangenti  degli  ardii  AE , AG , sono  respettivamento 
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Fig.45 


parallele  ai  raggi  CD,  CM , elle  sono  perpendicolari  ad  AC,  posto 
AD  = 90°  = AM.  E però  l’angolo  formato  da  dette  tangenti  sarà 
eguale  a DCM.  Ma  quest’  angolo  , avendo  il  vertice  al  centro  della 
sfera,  ha  per  misura  l’arco  DM.  Dunque  i°.  un  angolo  sferico  ha 
per  misura  l’arco  compreso  fra  i suoi  lati  , a 90°  di  distanza  dalla 
loro  intersezione. 

387.  L’angolo  DCM  è pur  quello  che  serve  di  misura  all’  incli- 
nazione scambievole  dei  due  piani  AEDB , AGK.B.  Se  per  misurar 
questa  inclinazione  si  prendesse  ogni  angolo  formato  da  linee  non 
perpendicolari  alla  comune  sezione  AB,  da  linee  diversamente  obli- 
que si  avrebbero  angoli  differenti , e per  conseguenza  non  proprj 
a determinare  la  quantità  dell’inclinazione.  In  fatti, quando  i piani 
sono  perpendicolari  uno  all’  altro  , l’angolo  d' inclinazione  non  può 
esser  che  retto.  Ora  è facile  conoscere  , che  tal  non  sarebbe , se  si 
considera  formato  da  linee  non  perpendicolari  alla  comune  sezione. 
Dunque  2".  un  angolo  sferico  ha  per  misura  V inclinazione  de'  pia- 
ni dei  due  archi,  che  lo  formano. 

388.  Applicando  tutto  ciò  che  si  è detto  (386,  387)  anche 
all’angolo  DBM,  si  vedrà , per  le  stesse  ragioni,  che  questo  pure  è 
misurato  dall’arco  DM.  Dunque  i°.  le  circonferenze  di  due  circoli 
formano  un  angolo  eguale  in  ambi  i punti  della  loro  intersezione  ; 
20.  questi  due  punti  sono  i poli (3 qy,  382)  dell’arco,  che  serve  di 
misura  comune  ai  detti  due  angoli. 

389.  Perchè  un  angolo  sferico  sia  di  90°,  bisogna  dunque  che  i 
suoi  lati,  prolungati  se  fa  duopo, passino  perii  poli  l’uno  dell’ altro. 
In  fatti  l’inclinazione  de’  piani  non  può  esser  che  uguale  a quella 
degli  assi  ( 38 1 ).  Se  dunque  due  piani  sono  perpendicolari  fra 
essi,  l’asse  dell’ uno  sarà  necessariamente  nel  piano  dell’altro. 

E però , per  la  praticatesi  vuole  formare  un  angolo  retto  all’es- 
tremità D di  un  arco  DE,  si  prenderà  sopra  DE,  prolungato  se 
bisogna,  un  arco  DA  = 90°.  Quindi  dal  punto  A per  polo,  e con 
l’ intervallo  AD , descrivendo  un  arco , il  qual  sarebbe  DM  ,se  si  sup- 
pone AD=  AM,  sarà  per  le  cose  dette  ADM  ==  90*,  giacché  DE 

prolungato 
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prolungato  passa  per  il  polo  A dell’  arco  DM , e DM  prodotto 
fino  a 90°  terminerebbe  ad  un  punto  distante  90°  per  costruzione 
dai  punti  A , e D.  Questo  punto  sarebbe  per  conseguenza  il  polo 
dell’ arco  DE,  (382,378). 

390.  Da  ogni  punto  della  superficie  della  sfera  si  può  dunque 
condurre  un  arco  perpendicolare  ad  un  arco  dato,  prolungato  se  è 
necessario;  bastando  per  ciò  far  passare  l’ arco  richiesto  per  il  punto 
dato , e per  il  polo  dell’  arco  dato.  Donde  si  vede  che  tutti  gli  archi 
perpendicolari  ad  un  circolo  vanno  ad  intersecarsi  ne’ poli  del  detto 
circolo  ; e reciprocamente , che  un  arco , il  qual  taglia  due  o più 
archi  a 90°  di  distanza  dalla  loro  comune  intersezione , li  taglia  tutti 
perpendicolarmente.  Così  ADM  = 90°  = AMD. 

391.  L’arco,  che  passa  dal  polo  di  un  circolo  al  polo  di  un 
altro  circolo,  misura  evidentemente  l’inclinazione  scambievole  de- 
gli assi  dei  detti  circoli.  Ma  l’ inclinazione  degli  assi  è la  stessa  che 
quella  de’  piani  de’  circoli  respettivi  (38i).  Dunque  la  distanza 
de  poli  di  due  circoli  è uguale  all’  inclinazione  de  loro  piani. 

392.  Quando  i cerchj  minori  si  frammettono  nei  problemi , due 
sono  le  maniere  per  eliminarli.  Sia  EG  un  arco  di  parallelo.  In  sua 
vece  si  può  introdurre  , o l’arco  di  circolo  massimo , compreso  fra 
i medesimi  punti  E , G ; o l’ arco  parallelo  di  circolo  massimo,  DM, 
die  è quanto  dire (386),  l’angolo  al  polo,  EAG,  opposto  all’arco 
EG  di  cerchio  minore  , che  vuole  eliminarsi.  Per  determinar  queste 
due  ragioni  giova  premettere  il  seguente  teorema. 

Essendo  noto  che  le  circonferenze , o vero  le  loro  parti  omo- 
loghe , cioè  gli  archi  di  egual  numero  di  gradi , sono  proporzionali 
ai  raggi,  ne  segue  die  un  arco  di  circolo  massimo  sta  all’arco  omo- 
logo d’ un  cerchio  minore , il  cui  raggio  sia , per  esempio , EF , come  Fig.43 
CE  ad  EF  ; ; 1 1 sen.  AE.  E però  un  arco  di  circolo  massimo  sta 
ad  un  arco  d’ egual  numero  di  gradi  d’ un  cerchio  minore. , come  il . 
raggio  della  sfera  sta  al  seno  della  distanza  del  cerchio  minore  al 
suo  polo.  Questa  analogia  dà  la  lunghezza  d’un  arco  di  cerchio  mi- 
nore in  parti  di  circolo  massimo. 

Ff 
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3y3.  Ciò  posto,  i°.  sia  DBE l’arco  di  cerchio  minore,  in  cam- 
bio  del  quale  si  vuol  prendere  l’ arco  DAE  di  circolo  massimo  (385). 
Tirata  la  corda  comune  DE , si  ha  (247) , ì DE  = CE  X sen.  -C  = 
EF  X sen.jF.  Ma  EF  è uguale  (392)  al  raggio  della  sfera  molti- 
plicato per  il  seno  della  distanza  del  polo  al  cerchio  minore , di  cui 
EF  è il  raggio.  Sostituendo  nell’  ultima  equazione  questo  valore  di 
EF  , si  ricava  la  seguente  : sen.  ì arco  cercato  di  circolo  massimo  — 
sen.  ì arco  di  cerchio  minore,  sotteso  da  una  medesima  corda  X 
sen.  distanza  di  quest’  ultimo  cerchio  al  suo  polo. 

394.  2°.  I raggi  EF , GF , dell’arco  di  parallelo  EG, essendo  per- 
pendicolari (376)  sopra  AB,  e però  respettivamente  paralleli  a CD, 
CM,  formano  l’angolo  EFG  uguale  all’  angolo  DCM.  Ne  segue  che 
un  arco  DM  di  circolo  massimo  è d’egual  numero  di  gradi  d’ogni 
arco  EG  suo  parallelo  , compreso  fra  gli  stessi  archi  AD,  AM,  che 
si  riuniscono  al  polo  comune  A.  Si  ha  dunque  (392) , DM  I EG  *. 

1 ! sen.  AE  : ma  DM  = DAM,  (386)  ; dunque  un  arco  di  cerchio 
minore  — angolo  al  polo , che  gli  è opposto  X sen.  distanza 
dell’  arco  al  polo.  Col  mezzo  di  questa  equazione  si  potrà  sostituire 
l’angolo  al  polo , in  vece  dell’ arco  opposto  di  cerchio  minore. 

395.  Se  nell’  analogia  (394)  , in  vece  di  1 , si  pone  sen.  90°, 
(42),  o vero  sen.  AD,  si  potrà  esprimerla  generalmente , comesegue. 
Gli  archi  omologhi  paralleli  sono  fra  essi  come  i seni  delle  distanze 
respettive  al  polo  comune. 

3 96.  La  proporzione  (394),  DM  \ EG  [ [ 1 ; sen.  AE,  fa  ve- 
dere che , come  niun  seno  è maggiore  del  raggio  , così  l’ arco  EG 
di  parallelo , qualunque  sia  la  sua  distanza  dal  polo , non  sarà  mai 
maggiore  di  DM.  Con  più  ragione  ciò  sarebbe  vero  quando  EG 
fosse  un  arco  di  circolo  massimo  (385).  E però  la  distanza  massi- 
ma DM  fra  due  circoli  qualunque , ADB , AMB  , è a 90*  dai  punti 
della  loro  intersezione.  Questa  è pur  la  larghezza  massima  d’ ogni 
fuso  AEDBKGA. 

E tanto  basta  sulla  comparazione  de’  cerchj  minori  ai  mas- 
simi. 
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397.  I principi,  che  ho  sminuzzati  fin  qui  con  qualche  prolissità, 
ben  intesi  che  siano , non  resterà  più  veruna  difficoltà  nella  Trigo- 
nometria sferica.  Tutto  quello  che  segue  si  appoggia  su  questi  fon- 
damenti. 


Poiché  l’ angolo  rettilineo,  che  fanno  insieme  le  tangenti  di  due 
archi  nel  punto  ove  questi  s’incontrano,  è uguale  all’angolo  sferico 
formato  dagli  ardii  stessi  (386),  saranno  perciò  comuni  agli  angoli 
sferici  le  seguenti  proprietà  degli  angoli  rettilinei, 
i®.  Un  angolo  sferico  è sempre  minore  di  180®. 
a*.  Ogni  arco , cadente  sopra  un  altr’  arco , forma  due  angoli 
eguali  a due  retti. 

3°.  Ogni  arco , che  taglia  un  altro  arco , forma  gli  angoli  opposti 
al  vertice  eguali. 

4°.  La  somma  degli  angoli  formati  dall’  intersezione  di  due  archi 
è di  36o°. 


398.  Volendo  rinchiudere  con  tre  archi  una  porzione  di  super- 
fìcie della  sfera  , che  è quanto  dire  , volendo  formare  un  triangolo 
sferico , è necessario  che  due  archi , per  esempio , AN , AK , siano 
intersecati  da  un  terzo,  come  NK  , avanti  che  i primi  due  si  riunis- 
cano (38o)  al  punto  B,  lontano  i9o°  dall’altro  punto  d’interse- 
zione A.  Ciò  che  si  è detto  di  AN,  e AK  , sarà  pur  vero  di  AN,  e 
NK  ; non  meno  che  di  AK , e NK.  Dunque  ogni  lato  di  un  trian- 
golo sferico  è necessariamente  minore  di  180°. 

Questa  regola  e la  seguente  contengono  due  condizioni,  senza 
le  quali  non  è possibile  di  costruire  un  triangolo  sferico  con  tre 
archi  dati. 


399.  Poiché  l’arco  che  passa  da  un  punto  ad  un  altro  è la  mi- 
sura più  breve  della  distanza  di  quei  due  punti  (385),  nc  risulta 
che  la  somma  di  due  lati  di  un  triangolo  sferico  è sempre  maggiore, 
del  terzo. 


400.  Dunque  NK  <[  (BN  -+-  BK).  Ma  BN  -|-BK  = 36o®  — 
AN  — AK.  Dunque  (NK  -+-  AN  -+-  AK)  < 36o®,  o sia  la  somma 
dei  tre  lati  di  un  triangolo  sferico  è sempre  minore  di  3do®. 

Ff  ij 
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401 . La  somma  dei  tre  angoli  è sempre  minore  di  54o°,(3c>7,i‘’). 
Resta  da  provare  eh'  essa  è sempre  maggiore  di  180°;  il  che  forma 
una  differenza  essenziale  dai  triangoli  rettilinei. 

Fjg.46  4°2.  In  un  triangolo  sferico  qualunque  ABC , se  si  prende  suc- 
cessivamente per  polo  il  vertice  dei  tre  angoli  A,  B,  C,  e si  descri- 
vono a 90°  di  distanza  gli  archi  DE , EF , DF , questi  incontrandosi 
formeranno  un  triangolo,  come  DF’E. 

Questa  costruzione  fa  vedere  che  il  punto  E è lontano  90°  dai 
punti  A,  e B.  Dunque  E è il  polo  (382,  378)  dell’  arco  AB.  Per 
la  stessa  ragione , D è il  polo  di  AC , e F è il  polo  di  BC.  « 

Dal  polo  E prolunghisi  AB  fino  in  G,  e dal  polo  D si  prolunghi 
AC  fino  in  H.  Sarà, per  costruzione , GE  = 90°  = DH.  Dunque 
GE  -4-  DII  = 180°  = GE  + DG+  GH  = DE  -t-  GH.  Ma  GII 
è la  misura  dell’angolo  A,  (386).  Dunque  DE  è il  supplemento 
di  A. 

Col  medesimo  metodo  si  troverà , che  EF  è il  supplemento  di 
B,e  DF  di  C. 

Or  se  dal  polo  E si  prolunga  GA  fino  in  L,  GL  sarà  la  misura 
dell’  angolo  E.  Ma  GA  = 90°  = BL , e per  conseguenza  GA  -+• 
BL,  o vero  GL  -4-  AB  = 180°.  Dunque  l’angolo  E è supple- 
mento dell'arco  AB. 

Si  troverà  similmente  , che  D è supplemento  di  AC  , e F 
di  BC. 

Dunque  gli  angoli  e i lati  del  triangolo  DEF  sono  supplementi 
dei  lati  e degli  angoli  respettivamente  opposti  nel  triangolo  ABC  , 
e viceversa.  Si  faccia  attenzione  a questa  proprietà  de’  triangoli 
DEF,  ABC,  (l’uno  chiamasi  il  triangolo  polare  ,0  supplemenlario 
dell’  altro)  poiché  è di  grande  uso  nella  Trigonometria  sferica.  Or 
servirà  a far  conoscere  facilmente  qual  sia  il  limite  in  meno  della 
somma  dei  tre  angoli  di  un  triangolo  sferico. 

400.  In  fatti,  poiché  i tre  lati  DE , EF,  DF  , son  supplementi 
dei  tre  angoli  A , B , C , ne  risulta  che  DE  H-  EF  -t-  DF  -+-  A -v- 
B ■+•  C = 640°.  Ma  (DE  -+-  EF  -4-  DF)  < Z6o° , (400).  Dunque 
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ie.  la  somma  dei  tre  angoli  di  un  triangolo  sferico  è sempre  maggiore 
di  i8o°.  E ne  segue  20.  che  , se  il  triangolo  è equilatero,  V angolo 
formato  dall’ incontro  di  due  archi  è maggiore  dell’  angolo  rettilineo 
formato  dalle  loro  corde. 

404.  Se  ognuno  de’ lati  AB,  AC,  BC,  è minore  di  90°,  ciascuno 
degli  angoli  del  triangolo  supplementario  DEF  sarà  maggior  di  90°. 
E se  gli  angoli  A,  B,  C,  sono  tutti  acuti , ognuno  de’ lati  del  trian- 
golo DEF  sarà  parimenti  maggior  di  90°.  Ma,  se  ognuno  de’lati 
AB,  AC , BC , fosse  di  90°,  il  triangolo  ABC  sì  confonderebbe  col 
supplementario  (402).  Dunque  un  triangolo  sferico  può  avere  tanto 
gli  angoli , quanto  i lati,  tutti  minori,  o tutti  eguali,  o tutti  mag- 
giori.di  90°. 

405.  Dunque  (4o3,  401)  la  somma  degli  angoli  d un  triangolo 
sferico  può  variare  da  180°  fino  a 540°  esclusivamente.  Per  conse- 
guenza dalla  cognizione  di  due  angoli  non  può  dedursi  il  valore  del 
terzo,  come  nella  Trigonometria  rettilinea;  ma  in  contraccambio 
si  ha  il  grande  avvantaggio , che  dati  i tre  angoli  si  può  trovare  il 
, valor  d’ ogni  lato  , come  vedremo  a suo  luogo. 

406.  Si  noti  quanta  sia  la  disparità  fra  il  variare  degli  angoli, 
e quello  de’  lati.  Se  questi  ultimi  sono  infinitamente  piccoli  , la 
differenza  da  essi  alle  loro  corde  respettive  consiste  in  infinitesimi 
di  terzo  ordine,  di  quinto  ordine,  &c.  (iÒ2)  : il  triangolo  è 
dunque  rettilineo, e la  somma  degli  angoli  di  180°.  Questo  è il  caso 
della  minima  grandezza  possibile  tanto  dei  lati,  quanto  degli  an- 
goli. Or  si  supponga  che  il  triangolo  infinitamente  piccolo  cresca 
in  modo , che  ognuno  de’  lati  sia  di  90°.  Allora  ciascuno  degli  an- 
goli sarà  retto  (404)  : con  che  la  somma  degli  angoli  sarà  cresciuta 
di  90°,  nel  mentre  che  quella  de’  lati  è cresciuta  tre  volte  tanto, 
prossimamente.  Il  contrario  succede  da  questo  punto  in  poi;  giac- 
ché, per  quanto  si  aumentino  ancora  i lati,  l'aumento  di  tutti  in- 
sieme non  arriverà  mai  a 90°,  (400)  : all’incontro  quello  degli 
angoli  può  esser  di  tre  volte  90°  prossimamente  (4o5). 

407.  Due  triangoli  sferici  sono  uguali , se  i tre  lati  dell’ uno  sono 
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respettivamente  uguali  ai  tre  lati  dell'  altro;  giacché  ponendo  i lati 
eguali  l’uno  sopra  l'altro,  dovranno  coincidere  in  tutti  i loro  punti; 
dal  che  ne  risulta  , die  i tre  angoli  pure  sono  respettivamente 
uguali. 

408.  Se  i tre  angoli  sono  respettivamente  uguali  in  due  trian- 
goli sferici , i loro  triangoli  polari  avranno  i lati  respettivamente 
uguali,  come  supplementi  d’angoli  uguali.  Dunque  i due  triangoli 
polari  avranno  gli  angoli  respettivamente  uguali  (407).  Dunque 
i supplementi  di  questi  angoli , che  sono  i lati  de’  triangoli  dati, 
saranno  respettivamente  uguali.  E però  (407)5  due  triangoli  sferici 
sono  uguali,  se  i tre  angoli  deli  uno  sono  respettivamente  uguali  ai 
tre  angoli  deli  altro.  Questa  è un’  altra  differenza  essenziale  dai 
triangoli  rettilinei. 

409.  Due  triangoli  sferici  sono  ancora  uguali , 1°.  quando  due 
lati  e l’angolo  compreso  sono  respettivamente  uguali  ; 2°.  quando 
due  angoli  e il  lato  compreso  sono  respettivamente  uguali;  3®.  quan- 
do due  lati,  e i due  angoli  opposti , sono  respettivamente  uguali. 

Queste  tre  proposizioni  si  dimostrano  con  la  superposizione , 
come  ne’  triangoli  rettilinei. 

4 1 o.  Per  tre  punti  dati , sopra  la  superficie  di  un  globo , si  può 
sempre  far  passare  un  cerchio  ; il  qual  sarà  cerdiio  massimo  sola- 
mente nel  caso  che  i tre  punti  dati  siano  posti  tutti  in  un  piano, 
il  qual  passi  per  il  centro  della  sfera  (378). 

Siano  A,  B,  C , i punti  dati.  Si  conducano  gli  archi  di  circolo 
massimo,  AB , BC.  Dai  punti  di  mezzo  dell’  uno  e dell’  altro,  che 
suppongo  essere  E , D , si  elevino  gli  archi  perpendicolari  EP , DP , 
i quali  s’ incontreranno  in  un  punto  qualunque  P : e si  tirino  gli 
archi  AP , BP , CP. 

I due  triangoli  APE  , BPE,  rettangoli  in  E , saranno  eguali, 
(409,  10.).  Dunque  AP  = BP.  Nel  modo  stesso  si  prova  che 
BP  = CP.  Dunque,  se  con  l’intervallo  AP  = BP  = CP,  e dal 
punto  P per  polo  , si  descrive  un  cerchio  , passerà  per  li  punti 
A,  B,  C. 
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Si  può  dunque  sempre  circoscrivere  un  cerchio  ad  un  triangolo 
sferico  qualunque.  • 

4 1 1 • Gli  angoli  alla  base  di  un  triangolo  isoscele  sono  eguali. 

In  fatti  se  AB  = AC,  si  prenda  ad  arbitrio  AD  = AE,  e si 
tirino  gli  archi  BD,  CE.  I triangoli  ABD,  ACE  sono  uguali  (409,1°.). 
Dunque  BD  = CE.  Quindi  i due  triangoli  BCE , BCD  sono  uguali 
(407).  Dunque  gli  angoli  omologhi  sono  uguali  ; e per  conseguenza 
EBC  = DCB , o vero  ABC  = ACB. 

Col  mezzo  del  triangolo  supplementario  , si  deduce  facilmente 
la  proposizione  inversa , cioè  che  se  un  triangolo  sferico  ha  due  an- 
goli eguali  , i due  lati  opposti  sono  uguali  fra  essi. 

412.  Quindi  in  ogni  triangolo  sferico  i lati  eguali  sono  opposti 
agli  angoli  eguali , e viceversa  ; per  il  che  ogni  triangolo  sferico 
equiangolo  è anche  equilatero,  e reciprocamente. 

41 3.  In  ogni  triangolo  sferico  il  maggiore  de’  lati  è opposto  al 
maggiore  degli  angoli,  e il  minore  de’  lati  è opposto  al  minore  degli 
angoli. 

Sia  B AC  > B , e per  mezzo  di  un  arco  AD  si  faccia  A = B.  Sarà 
AD  ssst  BD,  (411).  Dunque  BC  = AD  -f-  DC.  Ma  (AD  -+-  DC) 

> AC,  (399).  Dunque  BC  > AC  ; che  è ciò  che  dovèa  dimos- 
trarsi. 

414.  In  ogni  triangolo  sferico , prolungandosi  un  lato , l’angolo 
esteriore  è sempre  minore  dei  due  interiori  ed  opposti. 

D -+-  ADC  = 180°,  (397, 20.).  Ma  (A  + B + D)  > 180°, 
(4o3).  Dunque  (A  + B-t-D)  >(D  + ADC),  o vero  (A  -f-  B) 

> ADC,  come  si  dovea  dimostrare. 

4 1 5.  Se  A,  e B sono  i poli  dell’  arco  DM , ciascuno  degli  archi 
AD,  AM,  BD,  BM  è di  90°;  e però  (407)  i triangoli  ADM,  BDM 
sono  eguali , e ognuno  di  essi  è la  metà  del  fuso  AEDBMGA.  Imma- 
giniamoci un  arco , il  quale  partendo  dal  punto  A venga  a divider 
per  mezzo  l’arco  DM  : il  mezzo  fuso,  o sia  il  triangolo  ADM,  sarà 
diviso  in  due  triangoli  eguali  (407).  Lo  stesso  succederà  del  trian- 
golo BDM,  se  si  prolunga  fino  al  punto  B l’arco  immaginato. 
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Dunque  un  semicircolo , il  qual  divida  per  mezzo  l’arco  DM,  e 
termini  ai  poli  di  esso,  A,  e B,  divide  in  due  fusi  eguali  il  fuso 
AEDBMGA.  Dunque  i fusi  sono  fra  essi , come  gli  archi  DM  che 
misurano  la  loro  larghezza  massima  (396).  Se  l’arco  DM  cresce 
fino  a 36o°,  il  fuso  AEDBMGA  diviene  evidentemente  uguale  a 
tutta  la  superficie  della  sfera.  Dunque  la  superficie  della  sfera  è a 
36o°,  come  qualsisia  fuso  è all’arco  DM  che  misura  la  larghezza 
massima  di  esso.  Ma  DM  è pur  la  misura  (386)  dell’angolo, 
DAM , o DBM , d’ un  fuso  qualunque  AEDBMGA.  Dunque  la  su- 
perficie di  qualsivoglia  fuso  potrà  sempre  aversi  dalla  seguente 
analogia:  36o°  sono  alla  superficie  della  sfera,  come  l’angolo  di  un 
fuso  alla  superficie  del fuso  stesso.  Questa  analogia  sarà  utile  ancora 
per  trovar  facilmente  la  superficie  d’ogni  triangolo  sferico  (499). 

416.  Se  A,  e B sono  ipoli  del  globo  terrestre,  sicché  AB  sia 
l'asse,  intorno  del  quale  succede  la  rotazione  diurna  della  Terra  , 
il  circolo  al  quale  appartiene  l’arco  DM  si  nomina  l 'equatore-,  tutti 
i circoli  che  passano  per  li  poli , come  ADB , AMB  , si  chiamano 
meridiani,  o circoli  orarj  ; e la  posizione  geografica  di  un  luogo  si 
denota  nel  modo  seguente.  Sia  A il  polo  artico,  B l’antartico,  G 
il  sito  della  città  di  Parigi  sul  globo  terrestre  , e sia  ADB  il  meri- 
diano die  passa  per  l’ isola  del  Ferro , il  qual  fu  adottato  per  primo 
meridiano  da  un  gran  numero  di  Geografi.  L’arco  GM,  il  qual  mi- 
sura la  distanza  dal  punto  G all’  equatore,  si  chiama  1’  altezza  del 
polo , o vero  la  latitudine  geografica  boreale  della  città  di  Parigi,  la 
quale  è di  48°  5o’;  e l’arco  DM,  il  qual  misura  la  distanza  del 
meridiano  AGMB  del  luogo  G dal  primo  meridiano , si  chiama  la 
longitudine  geografica  della  città  di  Parigi , e questa  è di  20°.  La  lati- 
tudine de’ luoghi , come  K , posti  fra  l’ equatore  e il  polo  antartico , 
si  chiama  latitudine  australe.  Questi  due  dati , longitudine  e latitu- 
dine , sono  quelli  che  servono  a collocare  ogni  luogo  nel  suo  giusto 
sito  , disegnando  una  carta  geografica. 

Quindi  è che  le  distanze  dalla  perpendicolare  (340  ridotte  in 
gradi,  minuti,  &c.  (290),  si  appellano  ancora  differenze  di  lati- 
tudine ; 
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tudinc  ; e le  distanze  dalla  meridiana  (34i  ) vengono  pur  nomi- 
nate differenze  di  longitudine.  Queste  denominazioni , per-verità , 
sono  improprie  ed  inesatte  ; ma  daretìio  (533)  uà  esempio  delie 
correzioni  opportune  per  renderle  giuste. 


CAPITOLO  XV. 

• 1 - 1 < 

Risoluzione  de’  Triangoli  sferici  rettangoli. 


4,,.  u n triangolo  sferico  può  avere  due  angoli  retri,  ed  anche 
tutti  tre  (406). 

Ora  V.  se  ognuno  degli  angoli  è retto , ogni  lato  è pur  di  90°,  e 
viceversa  , (4°4)-  U triangolo  è dunque  bell’  e risolto. 

20.  Se  due  angoli  sono  retti , i lati  opposti  ai  medesimi  sono 
pur  di  90° , e viceversa  (389 , 390).  Ma  questi  dati  non  bastano  a 
far  conoscere  il  terzo  lato , e l’angolo  che  gli  è opposto;  si  sa  sola- 
mente che  sono  uguali  lira  loro , (385). 

418.  Infine  se  il  triangolo  sferico  ha  un  solo  angolo'  retto,  la 
sua  risoluzione  dipende  da  due  teoremi  fondamentali , il  secondo 
de’ quali  suol  dar  molta  hriga  ai  principianti.  Prendo  la  dimostra- 
zione del  primo  dal  Sig.  Ab.  Marie  ( Éléments  de  Ma  thè  ni.) , e 
mi  lusingo  d’  aver  ridotto  quella  del  secondo  ad  uguale  chiarezza 
e semplicità. 

Sia  E il  centro  della  sfera,  e siano  sulla  sua  superficie  tre  archi 
AB,  AC,  BC,  che  formino  un  triàngolo  rettangolo  in  A.  Si  pro- 
lunghi ciascuno  degli  archi  BA,  BC,  finché  si  abbia  B1I  ==  90°= 
BF.  Sarà  i°.  BEF  =r  90°  = BEH  , poiché  questi  angoli  sono 
misurati  da  archi  di  90°,  BF , BH  ; per  conseguenza  FE,  HE  sono 
perpendicolari  a BE  : 20.  FE  = HE  = CE  = AE  = BE , poiché 
questi  sono  tutti  raggi  della  sfera  : 3°.  FH  sarà  la  misura  (386), 
* Gg 


* 


Fig.5o 
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jV  5o  anS°^°  ABC  » che  chiameremo  B.  Si  calino  le  perpendicolari, 
° FG  sopra  EH , CL.  sopra  AE , CD  sopra  BE  ; e si  tiri  DL  che  , 
essendo  nello  stesso  piano  con  AE,farà  angolo  retto  con  CL.  I 
triangoli  rettangoli  CLD , FGE  saranno  simili , e i loro  piani  paral- 
leli , a cagione  che  CD  , FE  sono  parallele*  e FG,  CL  perpendi- 
colari sul  medesimo  piano  BAHE  ; donde  ne  segue  che  anche  DL 
è parallela  a GE , e perpendicolare  a BE. 

Ciò  posto , DC  I CL  1 1 FE  ! FG.  Ma  DC  è il  seno  di  BC , 
CL  il  seno  di  AC,  FG  il  seno  di  FH  = B.  Dunqut 

sen.BC  I sen.AC  II  i ! sen.B. 


Prolungando  CA,  CB,  fino  a 90°  di  distanza  dal  punto  C,  si 
troverebbe  , col  metodo  stesso  , che 

sen.BC  I sen.AB  1 1 1 I sen.C. 

Dunque,  per  primo  teorema  : in  ogni  triangolo  sferico  rettangolo > 
il  seno  dell’  ipotenusa  sta  al  seno  di  un  lato,  come  il  raggio  sta  al 
seno  dell’ angolo  opposto  al  medesimo  lato. 

419.  I triangoli  rettangoli  EDL , ELC  , danno  (211  , 210) 

EL  = — Ma  DL  I CL  II  GE  I FG  III! 

scn.DEL  Ung.CEL 


sen.UEL.  ungati, 

tang.FEH  II  1 I tang.B.  Dunqi 
\B , e CEL  ==  AC.  Dunque 

1 ! fnnit.R  I 


»en.  DEL  Ung.  CEL 


MaDEL: 

ine.  CEL 


E però,  per  secondo  teorema:  in  ogni  triangolo  sferico  rettangolo ) 
il  raggio  sta  alla  tangente  di  un  angolo , come  il  seno  del  lato  adia- 
cente sta  alla  tangente  del  lato  opposto. 

420.  In  questo  teorema  si  vede,  che  ne’  triangoli  sferici  rettan- 
goli ogni  lato  è della  stessa  specie  dell’angolo  che  gli  è opposto  ; 
poiché  tang.B  , e tang.  AC  hanno  il  medesimo  segno  nell’  analogia  , 
e però  l'una  non  può  essere  negativa , senza  che  l’altra  lo  divenga. 

Le  regole  ordinarie  de’  segni  bastano  per  determinare  la  specie 
della  cosa  cercata  in  tutti  i casi  non  dubbj , e risparmiano  la  fatica 
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avuta  fin’ ora  di  costruir  molte  regole  , ed  indicare  la  specie  in 
ogni  caso. 

421 . Per  iscorgere  in  un’  occhiata  tutti  i casi  dubbj  ; se  si  sup- 
pone K.N  perpendicolare  sopra  ADB  , i triangoli  ANK , BNKret-  pjT  .3 
tangoli  in  N avranno  il  lato  NK  comune , e KAN  = KBN , (388). 

Quindi  si  vede , che  il  conoscere  il  valore  di  NK. , e dell’  angolo 
opposto  , non  determina  a qual  dei  due  triangoli  questi  dati  a-par- 
tengano  ; sicché,  quando  le  circostanze  della  questione  non  levino 
l’incertezza  , per  la  Trigonometria  non  si  può  sapere,  se  l’ipotcr 
jtusa  sia  minore  di  90*,  come  BK  , o maggiore , come  AK  ; c simil- 
mente se  il  lato  e l’ angolo  ignoti  siano  BN  e BKN , o i loro  supple- 
menti AN,  e AKN.-Si  conchiuda  però , che,  dati  un  angolo,  e il 

lato  opposto  , la  specie  cf  ognuna  delle  altre  parti  di  un  triangolo 
sferico  rettangolo  è dubbia. 

422.  Come  mi  seno  non  è mai  maggiore  del  raggio , così  nell’ana- 
logia (419)  non  può  mai  essere  tang.AC  >■  tang.B.  Ma  AC  e B Fig.5o 
sono  sempre  della  medesima  specie  (420).  Dunque  ne' triangoli 
sferici  rettangoli  ogni  angolo  obliquo  non  può  mai  esser  minore  se  à 
acuto,  maggiore  se  è ottuso  , del  lato  che  gli  è opposto. 

4a3.  La  regola  (420)  fa  vedere  che  l’arco  perpendicolare,  se  ò 
minor  di  90°  è il  più  corto , se'  è maggior  di  90*0  il  più  lungo,  che 
possa  menarsi  sopra  la  sfera  da  un  punto  dato  ad  un  circolo.  In 
fatti,  nel  primo  caso,  sarà  opposto  ad  un  angolo  acuto  ; sarà  dun- 
que minor  (41 3)  d’ogni  altro  arco  condotto  dal  punto  dato  allo 
stesso  circolo , giacché  quest’  arco  sarebbe  l’ ipotenusa  del  trian- 
golo risultante  dalla  présente  costruzione.  Nel  secondo  caso , sarà 
opposto  ad  un  angolo  ottuso , è però  maggior  d’ogni  ipotenusa. 
Dunque  in  un  triangolo  sferico  rettangolo  ogni  lato  minor  di  90* 
è minor  dell’  ipotcnusa,  e ogni  lato  maggior  di  yo°è  maggior  dell'  ipo- 
tenusa. - 

424.  Polche  (418),  FG  : CL  ::  FE  : DC  ::  sen.BF  : 
sen.BC,  ne  segue,  che  le  distanze  FG,  CL  di  due  circoli  in  diversi 
punti , misurate  da  linee  perpendicolari  al  piano  dell’  uno  BH , sono 

Cg  ij 
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proporzionali  ai  seni  delle  distanze  BF,  BC,fra  i punti  considerati 
e F intersezione  B dei  due  circoli , misurate  sull’  altro  circolo 
BCF. 

425.  Se  i tre  lati  del  triangolo  sono  infinitamente  piccoli, gli 
archi  si  confonderanno  coi  loro  seni  e tangenti  (i52,  i53),  ed  il 
triangolo  sarà  rettilineo.  In  fatti , ponendo  nelle  analogie  (418,419) 
i lati,  in  vece  de’ loro  seni  e tangenti,  si  ha  BC  I AC  1 sen.B, 
e 1 ‘ tang.B  ! 1 AB  I AC  , che  sono  appunto  le  proporzioni  di  un 
triangolo  rettilineo  ABC  rettangolo  in  A,(2i3;  10*,  i*).  In  questo 
modo  le  forinole  de’  triangoli  sferici  sogliono  convertirsi,  ed  appli- 
carsi ai  rettilinei.  Ma  un  tale  vantaggio  fu  perduto  fino  a quest’ora 
relativamente  a quelle  forinole , in  cui  entrano  coseni  de’  lati , le 
quali  non  furono  credute  suscettibili  di  tal  traduzione  ; anzi  di  più 
alcuni  Autori  hanno  escluso  anche  quelle  dove  entrano  cotangenti 
de’  lati.  Tale  sembra  essere  il  sentimento  dello  stesso  la  Caille 
( Élém.  Astron.  Traiti  prélim.  n°.  218).  Altri  sostituirono  00  ad 
ogni  coseno  di  lato,  il  che  non  è d’ alcun  frutto,  nè  agevole  da 
intendere.  E pure  ogni  apparente  difficoltà  si  toglie  facilmente  , 
ponendo  — -*Ut- , o vero  ^ invece  di  cot.lato  , e l’unità  in  vece  di 
cos.lato  (*)  come  conviene  ( 1 54 ) alla  considerazione  del  trian- 
golo infinitamente  piccolo.  Ma  perchè  quest’ ultima  regola  non  basta 
a tradur  che  una  parte  delle  forinole  sferiche, nelle  quali  entrano 
coseni  de’lati , così , quando  una  stessa  formola  contenga  più  cose- 
ni de’ lati , trovo  esser  necessario  invocare  gl’  infinitesimi  di  secondo 
ordine , cioè  sostituire  al  coseno  d’ ogni  lato  i due  primi  termini 
della  serie  (Y),  (i 5.4),  vale  a dire  la  differenza  fra  l’unità, e la 
metà  del  quadrato  del  rcspettivo  lato.  Che  se  due  coseni  de’  Iati 
si  trovano  moltiplicati  insieme  , dovrà  negligersi  il  rettangolo  dei 


• ( * ) Cosi  vedo  appunto  aver  fatto  il  Sig.  Ab.  Boscovich  per  le  sue  particolari  formole  differcn- 
' sali  contenute  nell'  interessante  Opuscolo  XV,  che  fa  parte  del  tomo  IV  delle  sue  Opere  stampate 
or  ora  iu  Bussano , e che  mi  fu  inviato  benignamente  dal  celebre  Autore , allorché  la  presente  mia 
Operetta  slava  già  sotto  il  torchio 
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«lue  quadrati  de’ lati  stessi,  poiché  rappresenta  un  infinitesimo  di 
quarto  ordine.  Finalmente  se  il  coseno  di  un  lato  sia  moltiplicato  per 
una  linea  trigonometrica  qualunque  , la  qual  non  sia  il  coseno  di 
un  altro  lato,  si  dovrà  fare  il  coseno  uguale  all’unità  solamente, 
per  evitar  nel  prodotto  gl’  infinitesimi  di  terzo  ordine.  Facendo  uso 
di  queste  regole , delle  quali  darò  molti  esempj , non  trovo  se  non 
due  forinole  , fra  il. gran  numero  delle  appartenenti  alla  Trigono- 
metria sferica  nel  presente  Trattato  (eccettuando  quelle  che  ripu- 
gnano alla  natura  de’  triangoli  rettilinei), le  quali  non  si  traducano 
ad  uso  de’ triangoli  stessi.  Si  vedrà  specialmente  (727)  quanto  sia 
vasta  l’ utilità  delle  nostre  regole. 

Per  maggior  sodisfazione  degli  studiosi , aggiungerò  che  le  for- 
inole trovate  nel  modo  sopra  esposto  per  un  triangolo  rettilineo 
infinitamente  piccolo  devono  convenire  ad  ogni  triangolo  rettilineo 
di  qualunque  grandezza , poiché  questa  non  altera  punto  la  natura 
de’  triangoli  rettilinei.  All’incontro  dalle  forinole  della  Trigonome- 
tria rettilinea  non  si  possono  ricavare  quelle  della  sferica  , perchè 
non  si  dà  mai  che  un  triangolo  rettilineo  sia  sferico , laddove  un 
triangolo  sferico  infinitamente  piccolo  è veramente  rettilineo. 

426.  Dai  due  teoremi  (418,  419)  se  ne  cavano  altri  quattro 
nel  modo  che  segue. 

Sia  il  triangolo  ABC  rettangolo  in  A,  i cui  lati  e l’ipotenusa,  pig  5i 
prolungati  fino  a 90°,  siano  BE , BF,  AD.  D essendo  il  polo  dell’  ar- 
co BF,  (389),  l’ arco  descritto  dal  punto  B come  polo,  passerà  per 
li  punti  D,  E,  F,  (382),  e gli  angoli  E,  F saranno  retti  (390). 

Da  questa  costruzione  si  vede  , che  DE  è il  complemento  di 
EF  ==  B , CE  il  complemento  dell’  ipotenusa  BC,  AF  = D il  com- 
plemento del  lato  AB,  e CD  il  complemento  dell’  altro  lato  AC. 

Perciò  DCE  si  chiama  triangolo  complementario  di  ABC.  Appli- 
cando al  triangolo  DCE  rettangolo  in  E i due  teoremi  (418,  419)» 
se  ne  deducono  i quattro  seguenti. 

i°.  D teorema  (418)  dà  sen.CD  * sen.CE  1 sen.D. 


\ 
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Prendendo  i complementi  nel  triangolo  dato  ABC , l’analogia  di-^ 

viene 

cos.AC  I cos.BC  li  l i cos.AB. 

E però  in  ogni  triangolo  sferico  rettangolo , il  coseno  di  un  lato  è al 
coseno  dell’  ipotenusa  , come  il  raggio  al  coseno  dell’  altro  lato. 

427.  2°.  Il  teorema  (418)  dà  pure  sen.CD  i sen.DE  i i 1 i sen.C. 
Dunque 

cos.AC  i cos.B  ii  1 i sen.C. 

E però  in  ogni  triangolo  sferico  rettangolo,  il  coseno  di  un  lato  sta 
al  coseno  deli  angolo  opposto  , come  il  raggio  sta  al  seno  deli  altro 
angolo. 

428.  3°.  Dal  teorema  (419)  si  ha,  1 i tang.D  ii  sen.DE  i 
tang.CE.  Dunque  1 i cot.  AB  i i cos.B  i cot.BC , o vero  , per  im- 
piegar piuttosto  le  tangenti, 

1 ! cos.B  li  tang.BC  1 tang.AB. 

E però  in  ogni  triangolo  sferico  rettangolo,  la  tangente  dell’ ipote- 
nusa sta  alla  tangente  di  un  lato,  come  il  raggio  al  coseno  dell’ano 
goto  ad] aceti  te. 

429.  40.  Il  teorema  (419)  dà  ancora  1 1 tang.C  il  sen.CE  i 
tang. DE.  Dunque  1 1 tang.C  li  cos.BC  1 cot.B,overo 

1 1 cos.BC  1 1 tang.C  1 cot.B  1 ! tang.B  1 cot.C. 

E però  in  ogni  triangolo  sferico  rettangolo,  il  raggio  è al  coseno 
deir  ipotenusa,  come  la  tangente  di  un  angolo  è alla  cotangente 
deli  altro. 

43o.  Date  due  cose  in  un  triangolo  sferico  rettangolo, col  mezzo 
de’  sei  teoremi  fin  qui  dimostrati  sempre  si  trovano  tutte  le  altre  , 
salvi  i casi  dubbj  (417,  2°;42i).  Le  soluzioni  somministrate  dai 
medesimi  teoremi  sono  tutte  raccolte  nella  tavola  seguente  , ed 
in  altro  modo  nella  tavola  VI  posta  in  fine. 
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Tavola  per  la  risoluzione  di  un  Triangolo  sferico 
ABC  rettangolo  in  A. 


DATI.  QUESITI. 


BC,  B 


BC,  C 


BC,  AB 


AC 

B 

C 


FORMOLI. 

sen.AC*  = sen.BC  sen.B* 
lang.AB  = tang.BC  cos.B 
cot.C  = cos.BC  tang.B 


4*  sen.AB* 

5*  tang.AC 
6*  cot.B 

7*  cos.AC  = 
8*  cos.B  = 
sen.C* 


sen.BC  sen.C* 
tang.BC  cos.C 
cos.BC  tang.C 


cos.BC 
cos.  AB 


tang.AB  cot.BC 

sen.AB* 

KO.BC 


BC , AC 


AB,  C 

«asi  dubbj. 


AB 

C 

B 

BC 

AC 

B 


io*  cos.  AB 
li*  cos.C 
ia*  sen.B* 

• 

i3*  sen.BC 
14*  sen.AC 
1 5'  sen.B 


cos.BC 

cos.AC 

= tang.AC  cot.BC 

sen.AC* 

sen.BC 

sen.AB 

sen.C 

= tang.AB  cot.C 

cos.C 


cos.  AB 


AC,  B 

casi  dubbj. 


BC 

AB 

C 


1 6‘  sen.BC 
17*  sen.AB 
18*  sen.C 


sen.AC 

sen.B 

tang.AC  cot.B 

cos.B 


cos.AC 
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I>ATI. 

QUESITI. 

■ rORMOLE. 

1 

f BC 

cot.BC 

= cos.B  cot.AB 

AB,  B 

| 

} AC 

t c 

20* 

21* 

tang.AC 

cos.C 

= tang.B  sen.AB 
= sen.B  cos.AB 

r BC 

22* 

cot.BC 

= cos.C  cot.AC 

AC,  C 

) AB 

l B 

23“ 

24* 

tang.AB 

cos.B 

= tang.C  sen.AC 
= sen.C  cos.AC 

f BC 

25* 

cos.BC 

= cos.AB  cos.AC 

AB,  AC 

) B 

26* 

cot.B 

= sen.AB  cot.AC 

( c 

27* 

cot.C 

= cot.AB  sen.AC 

f BC 

28* 

cos.BC 

= cot.B  cot.C 

B,  C 

) AB 

29* 

cos.AB 

cos.C 

~~  »en.  B 

( AC 

3o* 

cos.AC 

cos.B 

sen.C 

Gli  archi  segnati  coll' asterisco  sono  della  medesima  specie  (420).  La  specie  di  tutti  gli  altri, 
salvi  i casi  dubbj  ( 1 3* .. . 1 81  )>  è determinata  dal  segno  ( 42  ). 

43 1.  Cinque  forinole  della  tavola  precedente  si  possono  calco- 
lare per  via  di  addizione , o di  sottrazione  , col  mezzo  delle  ta- 
vole de’  seni  in  numeri  naturali , previe  le  seguenti  trasforma- 
zioni, (II.  i6“,  i5‘,  17*). 


1* 

sen.AC 

= icos.(BC 

00 

B) 

— 

scos.(BC 

4-  B) 

4“ 

sen.AB 

= icos.(BC 

00 

C) 

— 

sCos.(BC 

4-  C) 

21* 

cos.C 

= ~sen.(AB 

4- 

B) 

— 

jsen.(AB 

- B) 

24“ 

cos.B 

= ìsen.(AC 

4- 

C) 

— 

jsen.(AC 

-C) 

25* 

cos.  BC 

9 

V-/ 

tó 

O 

V 

-Ift 

11 

4-. 

AC) 

4- 

i cos.  (AB 

OO  AC) 

Nella 


Digitized  by  Google 


DE*  TRIANGOLI  SFERICI  RETTANGOLI.  2/ft 

Nella  forinola  ai*  se  B > AB,  jsen.(AB  — B)  divieti  positivo  in 
virtù  della  regola  ( 1 54).  Così  succede  di  jsen.(AC  — C)  quando 
C > AC  nella  forinola  24*.  La  Caille  ( Eléments  d' Astronomie , 
T railé  prélimincùre , n°.  242)  s’inganna,  prescrivendo  il  segno  posi- 
tivo in  tutti  i casi. 

432.  Giova  ora  cercare  gli  espedienti  per  avere  con  esattezza  i 
secondi , ed  anche  le  decime  di  secondo , quando  i seni  e coseni 
degli  archi  cercati  sono  molto  grandi. 

Le  formole  precedenti  ( 43 1 ) saranno  utili , fra  certi  limiti , come 
dicemmo  (193);  ma  se  anche  le  tavole  in  numeri  naturali  fossero 
insufficienti , o se  non  si  volesse  farne  uso,  allora  in  quei  cinque  casi 
si  procederà  come  segue.  Allorché,  per  esempio  , dati  BC  e B, 
non  si  può  avere  AC  esattamente  per  mezzo  della  formola  i*,  si 
ricorra  ad  un’altra  che  dia  una  tangente.  Per  esempio  , se  si  cerca 
AB  per  la  2* , tosto , coi  dati  AB  e B , potrà  aversi  AC  con  ogni 
precisione  dalla  20*. 

433.  Dalla  7*  si  ricava  1 I cos.AC  I!  cos.AB  I cos.BC. 
Dunque  (10),  1 -+■  cos.AC  I 1 — cos.AC  I I cos.AB  -+- cos.BC  I 
cos.AB  — cos.BC.  E per  conseguente  (I.  42*),  (II.  i3‘), 
1 I tang.*  ìAC  II  cot.ì(BC  AB)  I tang.j(BC  — AB).  Si 
avrà  dunque  AC  con  grandissima  precisione , trasformando  la  7* 
come  segue  : 

7‘...  tang.jAC  = y/tang.ì(BC  — AB)  tang.;(BC  -+-  AB)}, 

434.  La  8*  dà,  1 I cos.B  II  tang.BC  I tang.AB.  E però 
1 -4-  cos.B  ! 1 — cos.B  II  tang.BC  tang.AB  I tang.BC  — - 
tang.AB.  Donde  si  ha  (IL  10*) 


8‘...  tang.AB  = y/ 


sen.(BC  — AB) 
sen.(BC'-+-  AB)* 


435.  La  9*  dà,  i 1 sen.C  1 1 sen.BC  I sen.AB.  Dunque  1 -+» 

Hh 
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sen.C  I i — sen.C  !!  sen.BC  -+-  sen.AB  I sen.BC  — sen.AB* 

£ però  (II.  9*,  12*) 


9*- 


tang.(45°  ■+■  ;C)  = ± 


v/ 


rang.T(BC  -f  AB) 
— AB)  * 


In  questa  forinola  si  discemerà  facilmente , qual  dei  due  segni  con- 
venga , per  mezzo  della  regola  (420).  Nelle  due  forinole  prece- 
denti il  segno  del  radicale  non  può  esser  che  positivo  (3p8), 
(397,  i°). 


Permutando  nelle  tre  ultime  forinole  C in  B e B in  C , si  avranno 
le  trasformate  corrispondenti  alle  10*,  11*,  12*. 


436.  Coi  metodi  usati  (435,  434,  433),  si  hanno  le  for- 
mole  seguenti , nelle  quali  la  specie  delle  cose  cercate  è dubbia 

(421)- 


i3\..  tang.(45° -t- jBC) 
14*...  tang.(45°  -t-ìAC) 
i5\..  tang.(45°  -+-  ;B) 


y/tang.-j-fC  -4-  AB) 

* tang.?(C  — AB)" 

sen.(C  -f-  AB) 
*en.(C  — AB)  * 


= ± v/i 


cor  -f  (C  -4-  AB) 
U«g.T(C  — AB)" 


Permutando  in  queste  tre  formole  B in  C c C in  B , si  avranno 
le  trasformate  corrispondenti  alle  16*,  17*  e 18*. 

Queste  formole  non  si  possono  tradurre  ai  triangoli  rettilinei , 
poiché  ripugna  alla  natura  di  essi  il  prender  la  somma,  o la  diffe- 
renza , di  un  lato  e di  un  angolo , queste  essendo  due  quantità  ete- 
rogenee. Lo  stesso  si  dica  delle  quattro  prime  formole  (4  3 1 ). 

437.  La  28*  dà,  cos.BC  ! 1 II  cot.B  I tang.C  II  cot.C  I 
tang.B.  E però  cos.BC  -+-  i I cos.BC  — ili  cot.B  -4-  tang.C  I 
cot.B  — tang.C.  E per  conseguenza  (I.  42*),  (IL  11*),  1 I — 
tang.’ìBC  II  cos.(B  co  C)  I cos.(B  -4-  C).  Donde  siha 


28*...  tang.ìBC  y/ — * 


cos.(B  -f  C) 
cu».(B  </>  C)  * 
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Si  rifletta  che  cos.(B  -+-  C)  converte  sempre  il  segno  negati- 
vo in  positivo  , giacché  in  ogni  triangolo  sferico  rettangolo  la 
somma  dei  due  angoli  obliqui  c necessariamente  maggiore  di  90°, 

(4°3,  16). 

E come  in  un  triangolo  reale  la  tangente  di  mez.za  l’ ipotenusa 
non  può  mai  avere  un  valore  immaginario , così  deduco  dall’  ultima 
equazione,  che  in  ogni  triangolo  sferico  rettangolo  la  differenza 
fra  i due  angoli  obliqui  è sempre  minore  di  90°. 

Per  quel  che  riguarda  la  forinole  29*  e 3o%  quando  AB  o AC 
saranno  piccoli , si  cercherà  prima  BC  per  la  28";  indi  si  avranno  i 
lati  esattamente  col  mezzo  della  2%  o della  5*. 

438.  Le  formole  costruite  (43 1 e segg.  ) servono  ancora  a risol- 
vere un  triangolo  sferico  rettangolo  in  molte  combinazioni  diverse 
da  quelle  della  tavola  (43o);  come  si  vede  nella  tavola  seguente , 
dove  si  conoscerà  facilmente  che  le  formole  4%  6%  io*,  12*  sono 
formate  con  moltiplicare  , o dividere  l’una  per  l’altra  le  due 
(q33,  435). 

Nell’uso  della  tavola  seguente  si  osserveranno  le  regole  de’ segni 
(42,  i54),  e si  noterà  che  non  può  mai  essere  (BC  — AB)  > 
180%  (398)  ; onde  quando  tang.j(BC  — AB),  o sen.(BC  — AB) 
fluiteranno  negativi,  sarà  segno  che  AB  > BC,  ( 1 54).  Ne  segue 
che  quando  la  quantità  (BC  — AB)  è data,  convien  che  sia  data 
altresì  la  nozione  qual  de’  due  archi  è il  più  grande , eccetto 
nella  12*  dove  tangdAC  non  può  mai  essere  negativa,  (398). 
Finalmente  nella  i3J  e 14',  convien  sapere,  avanti  di  calcolarle , 
qual  dei  due  angoli  sia  il  maggiore. 

I l 
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Tavola  per  la  risoluzione  d’ un  Triangolo  sferico  rettangolo , in  certi  casi « 


dati. 

{AB  + AC),BC. 
Somma  lati*  ipot. 


QUESITI. 

AB,  o AC. 
I due  lati. 


FORMOLI. 

i*  Foimola...  cos.(AB  CO  AC)  = acos.BC  — cos.(AB  4-  AC) 
»•  coi.diffcr.  lati  = a co*,  ipotenusa  — cos.somma  lati 


(AB  co  AC),  BC  AB , o AC. 
Diff.  lari, ipot.  I due  Uri. 


a*  coi. (AB  4-  AC)  = acos.BC  — co». (AB  t/>  AC) 
a*  coi. somma  Uri  = acos. ipotenusa  — cot.  differenza  Uri 


( BC  4“  AB),  AC. 


\ 


BC,  o AB. 

c 


Un  laro , e la  som- 
ma dell'  ipotenusa 
• dell'  altro  lato. 


L’ipot.e  il  lato  ignoto . 
L'ang.  op.  al  lato  ign. 


3*  tang  t(BC  — AB)  = tang.’  7 AC  cot.i(BC  4-  AB) 

4»  col. (45*  4--rC)  = tang.-rAC  cot.x(BC  4-  AB) 

3a  tang.-rdilT.ipot. lato  = tang  ’-rlato  dato  X cot  •(- somma  data 
4*  cot.(45*4-4ang.  cercato)  = tang. 4 lato  dato  X cot.  4 som. data 


(BC  c/>  AB),  AC.  j 


BC,o  AB. 

C 


Un  laro,  e la  diflfe-  ( L'ipot.  eil  lato  ignoto. 

(BC  4-  AB),  B.  BC  , o AB. 

Un  ang.  e U somma  ) 

del  lato  adjaiente  > L'ipot.  e il  detto  lato, 
e dell'  ipotenusa.  J 


(BC  c/s  AB),  B. 


BC , 0 AB. 


Un  angoloe  la  difF.  \ 

fra  il  lato  adiacente  ^ L’ipot.  e il  detto  lato. 


e l' ipotcnusa 
(BC  4-  AB),  C.  | 


BC,o  AB. 
AC. 


Un  ang.  e la  sofnma 
del  lato  opposto  e 
dell'  ipotenusa. 


L'ipot.  e il  detto  Uto. 
L'altro  Iato. 


5»  tang.4(BC  4-  AB)  = tang.’-r  AC  cot.  4 ( BC  — AB) 

6»  tang.(45*  4-7C)  = tang.-fAC  cot.4(BC  — AB) 

5*  tang  7 somma  ipot.  lato  = tang."  4 lato  dato  X cot.  7 diff. data 
6*  tang.(45*  4-  4 ang.  cercato)  — tang.  4 lato  dato  X cot.  7 diff.data 

7.  scn. (BC  — AB)  = tang.’ 4®  sen.(BC  4-  AB) 

7*  sen.  differ.  ipot.  lato  = tang."  4 ang.  dato  X sen. somma  data 

8*  sen.(BC  4-  AB)  = cot.’jB  sen.(BC  — AB) 

8*  sen.som.  ipot.  lato=  cot.*rang.  dato  X sen.diff.data 

9.  tang. r (BC  — AB)  = cot.’(45*  4-  4-C)  tang.4(BC  4-  AB) 
io*  tang.-rAC  = cot.(45*  4- 4C)  tang.-f(BC  4-  AB) 

9.  tang.4diff.ipot.lato  = cot.’(45*4-4ang.dato>  X tang. 4 som.  data 
IO*  tang.  t lato  cercato  = cot. (45*4*  r- ang. dato)  X tang. 4 som. data 


(BC  (/>  AB),  C. 


BC,  o AB. 
AC 

Un  angoloeladiff.  J L’ipot.  e il  detto  lato. 


jl*  tang.-r  (BC  4-  AB)  = tang.’(45*  4- 4 C)  tang.4(BC  — AB) 
sa*  tang. 4 AC  — tang. (45*  4“  4 C ) tang.-r(BC  AB) 
li*  tang.4  som.  ipot.  lato  — tang.,(45*4-T  ang.  dato)  X tang.-r  diff.data 
la*  tang.  7 lato  cercato  = tang.(45*  4-T»ngdato)  X tang.  7 diffidai* 


(B  4-  C),  BC  B,  0 C 


La  som.  degli  ang. 
c T ipotenusa. 


> 


I due  angoli. 


(B  t/s  C),  BC.  B,  0 C. 

Ladiffer.  degl,  ang.  >,  due  u. 
e 1 ipotcnusa.  > 


i3*  cos.(B  p)  C)  = — cos.(B  4-  C)  cot.’  4 BC 

i3*  cos.diff.  angoli  = — cos.somma  data  X cot.’  4 ipotenusa 

14*  cos.(B  4-  C)  = — cos.(B  co  C)  tang.1  4BC 

14*  cos.som.  angoli  = — cos.diff.daU  X tang.*  7 ipotenusa 
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439.  Finita  la  costruzione  delle  formole  per  la  risoluzione  di 
un  triangolo  sferico  rettangolo , convien  dir  due  parole  della  loro 
traduzione  ai  triangoli  rettilinei , per  prima  prova  della  verità  di 
quanto  avanzai  (4^5).  Ripassando  quelle  della  tavola  (43o),  se 
si  fa  cos.BC  = 1 , la  3*  e la  6* danno  cot.C  = tang.B , e cot.B  =s 
tang.C;  il  che  appunto  è la  proprietà  di  un  triangolo  rettilineo  ABC 
rettangolo  in  A.  Regge  nel  modo  stesso  la  traduzione  delle  for- 
mole i5*,  18%  e loro  simili.  Nella  8*,  ponendo  t— *-gg  in  luogo  di 
cot.BC,  indi  i lati  in  vece  delle  tangenti  , si  ha  tosto  la  propor- 
zione (21 3,  i3“).  Similmente  succede  delle  altre  formole  , dove  si 
trovano  cotangenti  de’  lati.  La  traduzione  della  a5*  (a  cui  si  ridu- 
cono la  7*  e la  1 o*)  si  fa  come  segue  : 1 — ;BC*  = ( 1 — ; AB’) 
(1  — ìAC’)  = 1 — 3 AB*  — sAC%  negligendo  il  prodotto  dei 
due  quadrati  : riducendo,  trasponendo,  e moltiplicando  per  2,  si 
ha  BC*  = AB*  -+-  AC*,  che  è la  famosa  equazione  dell’ ipo- 
tenusa. 

Le  tre  prime  e la  5*  formola  della  tavola  (438)  danno  pur  l’equa- 
zion  dell’ ipotenusa.  La  i3*  e la  14*  non  si  possono  tradurre  ai 
triangoli  rettilinei , ripugnando  alla  natura  di  essi,  che  l’ipotenusa 
sia  determinata  dagli  angoli,  e viceversa.  Tutte  le  altre  formole  di 
detta  tavola  si  riducono  a quelle  corrispondenti  (217,  218). 

Risoluzione  de’  Triangoli  sferici  reuilaterì. 

440.  Chiamo  rellilatero  quel  triangolo  che  ha  un  lato  di  90*. 
Questo  triangolo  deve  mettersi  nella  classe  de’  rettangoli,  giacché 
il  suo  supplementario  (402)  è rettangolo,  e questo  è quello  che 
si  risolve  , ed  al  qual  si  riducono  i dati. 

Ne  daremo  un  esempio.  Sia  A il  polo  artico,  BC  l’equatore, 
B la  città  di  Quito  , D quella  di  Parigi.  Conoscendo  AB  = 90", 
AD  = 4 1°  10',  (4 16),  e la  differenza  di  longitudine,  fra  le  due 
città  , BC  = A = 8o°  i5f , si  dimanda  la  più  corta  distanza  fra 
di  esse  , o sia  l’ arco  BD. 


Fig.48 
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Poiché  AB  = 90°,  convien  ridurre  i dati  al  triangolo  supple- 
mcntario  : ma,  senza  fare  un’altra  figura,  mi  servo  del  medesimo 
triangolo  ABD , prendendo  le  parti  opposte  alle  cose  note,  nel 
modo  seguente.  Suppongo  D supplemento  di  AB , e scrivo  D = 
90°;  suppongo B supplemento  di  AD , e scrivo  B=  i38°  5o';  sup- 
pongo BD  supplemento  di  A,  e scrivo  BD  = 99°  45':  quindi 
l’angolo  A divien  la  cosa  cercata,  come  supplemento  di  BD.  Nel 
triangolo  ABD  rettangolo  in  D,  si  conosce  il  lato  BD,  e l’angolo 
adjacente  B , e si  cerca  l’ altro  angolo  A.  Questo  è il  caso  della  for- 
mula 1 2*  della  tavolaVI , che  d;\  , cos.A  = cos.BD  sen.B  = — 
cos.990  45'  X sen.  i38°  5o'  = — sen.90  45'  X cos.48°5o'. 

log.cos.480  5o'  = 9,818392 
log.sen.90  45'  — 9,228784 
log.cos.A  = 9,047176 

Dunque  A = 96°  24',  ed  il  suo  supplemento  83°  36'  è la  distanza 
cercata  BD,  la  qual  corrisponde  a 5oi6  miglia  geografiche  da  60 
per  grado. 

Risoluzione  di  due  Triangoli  sferici  rettangoli  che  hanno 
un  angolo  comune. 

44 1 * Ne’  triangoli  sferici  BAC,  BED,  rettangoli  in  A e in  E , 
ed  aventi  un  angolo  comune  B , si  hanno  le  seguenti  proporzioni 
fra  le  linee  trigonometriche  delle  parti  omologhe. 

Poiché  (418),  sen. BC  I sen. AC  ili!  sen.B , e per  la  stessa 
ragione , sen. BD  I sen. DE  II  1 I sen.B,  ne  risulta  che  sen.  BC  I 
sen.BD  II  sen. AC  I sen.DE,  e però 

ì seni  delle  ipotcnuse  sono  proporzionali  ai  seni  de’  lati  respelli- 
vamcnle  opposti  all'angolo  comune. 

442.  Poiché  (419),  1 I tang.B  II  sen.  AB  I tang.AC  II 
sen.BE  I tang.DE;  ne  segue  che 

i seni  de’  lati  adjacenti  all’  angolo  comune  sono  come  le  tangenti 
de’  lati  opposti. 
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443-  Si  ha  (427 ),  cos.AC  I cos.B  II  1 ! sen.C,  e 

* cos.DE  I cos.B  'III  sen.D.  Dunque 

ì seni  degli  angoli  non  comuni  sono  in  ragione  inversa  de’  coseni 
de’  lati  opposti  all’angolo  comune. 

444-  Lo  stesso  teorema  (427)  dà,  1 I sen.B  II  cos.AB  I 

cos. C  II  cos.BE  I cos.D.  Dunque 

i coseni  degli  angoli  non  comuni  sono  come  i coseni  de’  lati  op- 
posti. 

44 5.  Per  il  teorema  (428),  1 I cos.B  1 1 tang.BC  I tang.AB  1 1 
tang.BD  I tang.BE.  Dunque 

le  tangenti  delle  ipotenuse  sono  proporzionali  alle  tangenti  de’ lati 
adjacenti  all’  angolo  comune. 

44 6-  Si  ha  (429),  1 I tang.B  II  cos.BC  I cot.C  II  cos.BD  I 

cot. D.  Dunque 

i coseni  delie  ipotenuse  sono  in  ragione  inversa  delle  tangenti  degli 
angoli  non  comuni. 

Si  sperimenterà  l’utilità  delle  proporzioni  precedenti  nella 
risoluzion  de’  problemi.  Se  si  traducono  ai  triangoli  rettilinei  (425), 
si  avranno  le  proporzioni  di  due  triangoli  rettangoli  simili,  e le 
tre  (443,  444  > 44^)  daranno  C = D,  come  ò vero. 

Risoluzione  di  due  Triangoli  sferici  rettangoli  che  hanno 
un  lato  comune. 

447.  Siano  i triangoli  ABD,  ACD, che  hanno  un  lato  comune 
AD  , rettangoli  in  D.  Si  avrà  (418  ) , sen.AD  = sen.AB  sen.B  = 
sen.AC  sen.C.  Dunque  sen.AB  I sen.AC  II  sen.C  I sen.B. 
E però 

i seni  delle  ipotenuse  sono  in  ragione  inversa  de’  seni  degli  angoli 
rcspettiv amente  opposti  al  lato  comune. 

448.  Si  osservi , che  ABC  può  rappresentare  ogni  triangolo 
sferico  obliquangolo , e la  proporzione  potrà  enunciarsi  ancora  nel 
modo  seguente  : 


Fig.53 

e 54. 
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in  ogni  triangolo  sferico , i seni  de’ lati  sono  proporzionali  ai  seni 
degli  angoli  opposti. 

Fig.53  449-  Per  il  teorema  (419),  i ! sen.AD  tang.BADI  tang.BD 
c '.  ’.  tang.CAD  ! tang.CD.  Dunque 

le  tangenti  degli  angoli  adjacenti  al  lato  comune  sono  come  le  tan- 
genti de’ lati  opposti. 

450.  Perii  medesimo  teorema,  tang.AD  = sen.BD  tang.B  = 
sen.CD  tang.C.  Ne  risulta  sen.BD  I sen.CD  ! ! tang.C  '.  tang.B. 
E però 

i seni  de’  lati  non  comuni  sono  in  ragione  inversa  delle  tangenti 
degli  angoli  adjacenti. 

451.  Perii  teorema  (426),  i '.  cos.AD  il  cos.BD  I cos.AB 
! I cos.CD  l cos.AC.  Dunque 

i coseni  delle  ipotenuse  sono  proporzionali  ai  coseni  de’  lati  non 
comuni. 

452.  Per  il  teorema  (427),  1 I cos.AD  i ! sen.BAD  I cos.B  \ I 
sen.CAD  ! cos.C.  Dunque 

i seni  degli  angoli  adjacenti  al  lato  comune  sono  proporzionali  ai 
coseni  degli  angoli  opposti. 

453.  Per  il  teorema  ( 428 ) , tang.AD  = cos.BAD  tang.AB 
= cos.CAD  tang.AC.  Quindi  cos. BAD  \ cos.CAD  '. tang.AC  I 
tang.AB.  E però 

ì coseni  degli  angoli  adjacenti  al  lato  comune  sono  in  ragione  in- 
versa delle  tangenti  delle  ipotenuse. 

Dalle  sei  proporzioni  ( 448  e segg.  ) dipende  la  risoluzione 
de’  triangoli  obliquangoli. 


Risoluzione  di  due  Triangoli  sferici  rettangoli  che  hanno 
l'ipotcnusa  comune. 

Fig.55  454.  Siano  i triangoli  ABC , DBC , rettangoli  in  A e in  D,  con 
l’ ipotenusa  comune  BC. 

n 
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Il  teorema  (418)  dà  sen.BC  I 1 II  sen.AB  I sen.ACB  II 
sen.BD  I sen.BCD  II  sen.AC  I sen.ABC  1!  sen.CD  I seu.CBD. 
Laonde 

I seni  di  due  lati  qualunque  sono  proporzionali  ai  seni  degli  angoli 
opposti. 

455.  Il  teorema  (426)  dà  cos.BC  = cos.AB  cos.AC  = qos.CD 
cos.BD.  Quindi 

il  rettangolo  de’  coseni  de’  lati  d’ un  triangolo  è uguale  al  rettangolo 
de’  coseni  de  lati  deli  altro. 

456.  Per  il  teorema  (428),  1 I tang.BC  II  cos.ABC  ! tang.AB 

II  cos.ACB  I tang.AC  II  cos.BCD  ! tang.CD  II  cos.CBD  I 
tang.BD.  Dunque 

le  tangenti  di  due  lati  qualunque  sono  proporzionali  ai  coseni  degli 
angoli  adjacenti. 

4 5j.  Per  il  teorema  (429),  1 I cos.BC  1 1 tang.ACB  tang.ABC 
I 1 II  tang.BCD  tang.CBD  I 1.  E però 

il  rettangolo  delle  tangenti  degli  angoli  d’ un  triangolo  è uguale  al 
rettangolo  delle  tangenti  degli  angoli  dell’  altro. 

Ne’ casi,  ai  quali  saranno  applicabili  le  analogie  precedenti 
(441  e segg.),  se  in  vece  di  conoscere  le  parti  assolute  de’  trian- 
goli, si  conoscessero  le  somme,  o le  differenze , sarà  facile  ridurre 
a questi  dati  le  stesse  analogie  coi  metodi , che  abbiamo  adoperati 
tante  volte  nel  corso  di  quest’Opera,  e che  si  vedranno  impiegati 
anche  nel  Capitolo  seguente  , per  costruire  quelle  di  Neper. 


*•* 


ii 
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CAPITOLO  X Y I. 

Risoluzione  de’ Triangoli  sferici  obliquangoli. 

458.  Ogni  triangolo  sferico  obliquangolo  si  risolve,  dividendolo 
in  due  rettangoli,  col  mezzo  di  un  arco  perpendicolare  , che  viene 
ad  essere  lato  comune  ad  entrambi.  Per  conseguenza  ricaveremo  le 
soluzioni  agevolmente  dalle  analogie  (447  a 453). 

Ma  la  perpendicolare  può  cadere  di  dentro , o di  fuori  del 
triangolo  ; il  che  dà  risultati  molto  diversi.  Per  esempio , nel  trian- 
golo ABC  non  potendosi  avere  il  valore  di  BC  che  in  due  volte , 
cioè  col  mezzo  di  quello  dei  due  segmenti  BD,  CD,  è chiaro  che 
deve  prendersi  la  loro  somma , se  la  perpendicolare  AD  cade  di 
dentro , come  nella  fig.  53  , o pure  la  loro  differenza , se  cade  di 
fuori  , come  nella  fig.  54. 

459.  Sembra  pertanto,  a primo  aspetto,  che  per  risolvere  un 
triangolo  sferico  obliquangolo  sia  necessario  sapere  , se  la  perpen- 
dicolare cada  di  dentro , o di  fuori.  Quindi  ne  avvenne  die  molti 
Autori  illustri , volendo  ajutare  il  Calcolatore  con  regole  particolari 
per  ogni  caso,  moltiplicando  i precetti  ne  hanno  difficoltata  l’ese- 
cuzione , o pur  non  di  rado  han  prescritto  regole  fallaci  ; nel  mentre 
che  i più  si  son  tratti  d’impacdo,  lasciando  al  calcolatore  la  cura 
molesta  d’indagare  in  ciascun  caso  la  situazione  della  perpendico- 
lare. Egli  mi  sembra  che  tutti  questi  inconvenienti  si  dileguino , 
se  si  adotta  il  sistema  seguente  , generalissimo  e semplicissimo. 

Le  forinole  devono  costruirsi  sull’  ipotesi,  che  la  perpendicolare 
cada  di  dentro , e che  tanto  gli  angoli  quanto  i lati  siano  minori 
ciascuno  di  90'.  Ciò  posto  dico  che  non  è necessario  nell’uso  delle 
formole  di  attender  punto  alla  perpendicolare , e che , osservando 
le  sole  regole  de' segni  (42,  1 54  ) , si  avrà  sempre  ( ne’ casi  che  non 
sian  dubbj  di  lor  natura)  il  giusto  valore  delle  cose  cercate. 

La  verità  di  questo  sistema  mi  sembra  intuitiva  ; del  resto  ciascuna 
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delle  mie  soluzioni  deve  esserne  la  prova  a chiunque  saia  per  farne 
uso.  A fondamento  di  un  tale  esame  gioverà  la  regola  seguente. 

460.  Se  gli  angoli  sulla  base  sono  della  stessa  specie  fra  essi , 
la  perpendicolare  cade  di  dentro  del  triangolo  : essa  cade  di  fuori, 
se  sono  di  specie  diversa. 

In  fatti  i°.  se  la  perpendicolare  AD  cade  di  dentro  del  trian-  Fig.53 
golo  , la  sua  specie  è la  stessa  (420)  che  quella  degli  angoli  sulla 
base  (242) , B e C ; i quali  per  conseguenza  sono  della  medesima 
specie  fra  essi. 

20.  Se  la  perpendicolare  cade  di  fuori , il  prolungamento  della 
base  può  farsi,  o considerarsi,  tanto  da  una  parte,  quanto  dall’al- 
tra. Sia  DAE  un  semicerchio  perpendicolare  al  semicerchio  DCE , 

(379).  La  perpendicolare  calata  dall’angolo  Ad’ un  triangolo  ABC, 
sopra  la  base  BC  prolungata , sarà  a piacimento , o AD , o AE.  Se 
si  considera  AD , il  triangolo  ABC  si  converte  in  due  triangoli  ret- 
tangoli ADC , ADB , ne’  quali  AD  essendo  della  medesima  specie 
(420)  degli  angoli  B e ACD,  ne  segue  (397,  20.)  che  gli  angoli 
B e C , sulla  base  del  triangolo  dato  , sono  di  specie  diversa  fra 
essi.  Se  si  considera  AE , questa  è della  stessa  specie  degli  angoli 
C e ABE , donde  ancora  risulta  che  B e C sono  di  specie  di- 
versa. 

Or  passiamo  a risolvere  i dodici  casi , che  i triangoli  sferici  obli- 
quangoli ci  offeriscono  , prendendo  i dati  a tre  a tre. 

461.  Dati  i tre  lati,  trovare  un  degli  angoli. 

Soluzione  I.  In  un  triangolo  qualunque  ABC,  sia  B l’angolo,  Fig.53 
che  si  cerca,  e da  uno  degli  altri  due  si  cali  una  perpendicolare  , 
come  AD.  Sarà  (45i),  cos.AB  I cos.AC  II  cos.BD  I cos.CD  II 
cos.BD  I cos.(BC  — BD)  1 1 cos.BD  I cos.BC  cos.BD  4- sen.BC 
sen.BD  II  (9)  1 I cos.BC  -t-  sen.BC  tang.BD  II  1 I cos.BC  -+. 
sen.BC  cos.B  tang.AB,  (VI.  21).  Dalla  prima  e dall’ ultima  ragio-, 
ne  si  cava 

t>  cos.AC  — cos.BC  cos.AB 

COS.D  = — 7ò . 

sen.BC  se». AB 

T • •• 

In) 
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Questa  forinola  tradotta  ai  triangoli  rettilinei  con  le  regole  (4 25) 
dà  l’espressione  (III.  70*). 

462.  Se  l’angolo  cercato  fosse  A,  calando  la  perpendicolare 
dall’  angolo  B,  o dall’  angolo C,  si  troverà,  col  metodo  stesso  , 

Acos.BC  — cos.AB  cos.AC 

1 . n » p • 

scn.  AB  sen.  AC 

Ma  questa  forinola  si  ha  senza  fatica , permutando  B in  A,  e A in 
B nella  precedente. 

Per  l’uno  o per  l’altro  modo  si  troverà  similmente  il  valore  ana- 
litico di  cos.C. 

Vagliano  questi  cenni  anche  per  tutte  le  formole  susseguenti. 
463.  Soluzione'  II.  Abbiamo  (461),  i — cos.B  = 

sen.BC  sen.AB  -4-  cos.BC  cos.AB  — cos.AC  _____  cos.(BC  co  AB)  — cos.AC  _ 


seo.BC  sen.AB 


scn.BC  sen.AB 


BC  00  AB) 


, (II.  23*).  Dunque,  si 


2 sen.  7 (AC — BC  co  AB)  X sen.  7 (AC 

sen.BC  sen.AB 

ponga  BC  > AB,o  AB  > BC  , sarà  sempre,  (I.  7*),  2 sen.aìB  = 

3 sen.  7 (AC  -f-  AB  — BC)  se». 7 (AC  -f-  BC  — AB)  # ^ p0fò 


sen 


•»B=  y/1 


sen.BC  sen.AB 

sen.-r(AC  -4- AB  — BC)  sen.4(AC  BC  — AB) 


sen.  BC  sen.AB 

Nelle  formole,  che  danno  il  valore  di  mezzo  l’arco  cercalo, 
non  v’  è mai  incertezza  circa  la  specie.  Il  detto  valore  è sempre 
minor  di  90°,  (397,  10.),  (398). 

Questa  forinola  (egualmente  che  le  altre  che  saranno  date  dalla 
seconda  soluzione  nei  seguenti  problemi)  è quella  che  s’impiega 
ordinariamente  nel  calcolo  numerico. 

464.  Soluzione  III.  Abbiamo,  (461),  i -t-  cos.B  = 

sen.BCsen.AB — cos  BC  cos.AB  -f-  cos.AC  , jt  ntv  cos.AC  — cos.(BC  -4-  AB)  

- sen.BC  sen.AB  ' * * sen.BC  sen.AB  "" 

a»cn. t (bc  + (BC  ab  + AC)  ? (n  ^ Dunque (1.24') 

/«»n.*(BC-r-AB  -+-  AC)  »n.*(BC  -+-  AB  — AC) 

COS.AB  y/  sen.BC  sen. AB 

Questa  forinola , benché  il  calcolo  sia  un  tantino  più  breve , 
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è tuttavia  meno  usitata  dell’antecedente,  per  le  stesse  ragioni  ac- 
cennate (233). 

4^5.  Soluzione  IV.  Poiché  (4^1),  cos.AB  ! cos.AC  I! 

cos. BD  I cos.CD,  sarà  cos.AB  -4-  cos.AC  I cos.AB  00  cos.AC 
II  cos.BD  cos.CD  I cos.BD  00  cos.CD.  Quindi  (II.  i3'), 

cot. j(AB  -4-  AC)  ; tang.j  ( AB  00  AC  ) * * cot.l(BD -4- CD)  ; 
tang.j(BD  00  CD). Ponendo  le  tangenti  in  vece  delle  cotangenti, 
e BC  in  luogo  di  BD  -4-  CD , si  ha 

tang.j(BDooCD)  = tang.j(AB -4- AC)  tang.j(ABc/) AC)  cot.jBC. 

Questa  forinola  fu  trovata  da  Neper , ma  per  vie  più  laboriose , 
egualmente  che  le  altre  formole , che  daremo  nelle  ultime  soluzioni 
de’  seguenti  pi&blemi.  Si  ha  da  essa  il  valor  de’  segmenti  della 
base  , o sia  del  lato , come  BC  , diviso  dalla  perpendicolare.  Se 
questa  cade  fuori  del  triangolo,  la  fòrmola  dà  veramente  il  valore 
di  tang.£(BD  -4-  CD),  e non  quello  di  tang.  \ (BD  00  CD);  ma  è 
inutile  il  far  questa  distinzione,  giacché  facendo  uso  dell’ultima 
espressione  per  denotare  il  risultato  della  forinola  in  tutti  i casi , 
si  ha  sempre 

segmento  maggiore  — ;BC  -4-  ì(BD  C/>  CD),  e 

segmento  minore  = iBC  — i(BD  00  CD). 

Se  (AB  -4- AC)  > 180%  tang.j  (BD  00  CD)  sarà  negativa  : e però 
si  piglierà  il  supplemento  dell’arco  ì(BD  00  CD)  dato  dalle  tavole, 
e s’impiegherà  questo  supplemento  nelle  due  ultime  equazioni.  Da 
queste  si  avrà  sempre  il  segmento  maggiore  adjacente  al  maggior 
dei  due  lati  , il  minore  al  minore  ; come  si  può  dedur  facilmente 
dall’ analogia  (45i). 

Conosciuti  i segmenti  della  base,  si  prenderà  quello  adjacente 
all’  angolo  cercato,  come  BD  nel  caso  nostro,  e si  avrà  (VI.  5*) 

cos.B  = tang.BD  cot.AB. 

Se  il  segmento  , che  s’impiega  in  questa  equazione , è il  minore , 
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Fìg.53  si  farà  negativa  ( i54)  la  sua  tangente  ogni  volta  che  l’ equazione 
precedente  darà  negativo  e < 90°  il  segmento  minore.  La  giustezza 
di  questa  regola  spicca  facilmente  nella  sua  applicazione , giacché 
quando  la  perpendicolare  cade  di  fuori , come  nella  fig.  54 , l’ul- 
tima equazione  , se  non  si  cangia  il  segno  di  tang.BD , darebbe  il 
valore  di  ABD,  mentre  l’angolo  cercato  è ABC.  Ora  la  quantità, che 
chiamo  (BD  00  CD),  non  può  essere  maggiore  di  BC , se  non 
quando  la  perpendicolare  cada  di  fuori,  o quando  si  abbia  il  valor 
de’  segmenti  relativamente  al  supplemento  della  perpendicolare 
che  cade  di  dentro  (497  ). 

Questa  soluzione  non  è la  più  breve , ma  serve  a due  problemi , , 
poiché  fa  conoscere  anche  i segmenti  della  base. 

466.  Dati  i tre  angoli , trovare  un  de’ lati. 

Soluzione  I.  Sia  AB  il  lato  cercato , e da  una  delle  sue  estre- 
mità , come  A , si  cali  la  perpendicolare  AD.  Sarà  (452),  cos.B  I 
cos.C  II  sen.BAD  I sen.CAD  II  sen.BAD  I sen.(BAC  — BAD). 
Procedendo  come  si  fece  (461),  e mettendo  cos.  AB  tang.Bin  luogo 
di  cot.BAD,  (VI.  3*),  si  troverà 


cos.  AB 


cos.C  •+■  cos. A cos.B 
sen.A  »cn.B 


Se  si  pone  1 in  vece  di  cos.  AB , (425),  si  avrà  la  formola  (III. 94') 
de’  triangoli  rettilinei. 

Se  i tre  angoli  sono  acuti,  rimane  positivo  il  segno  di  cos.  AB. 
Ma  AB  può  rappresentare  generalmente  ogni  lato  di  un  triangolo 
sferico.  Dunque  in  ogni  triangolo  sferico , se  tutti  gli  angoli  sono 
acuti , ogni  lato  è minor  di  90°.  Risparmio  questa  specie  di  con- 
clusioni , qualora  non  mi  forniscono  qualche  applicazione  utile  , 
giacché  ora  si  cavano  in  un’occhiata  dalle  formole  analitiche , men- 
tre costavano  in  vece  lunghe  dimostrazioni  alla  Geometria  an- 
tica. Si  può  vedere  gran  numero  di  proposizioni  di  questo  genere 
nelle  Opere  intitolate  (Mene lai  sphaericorum , e Regiomontani  de 
Triangulis'). 
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. ✓ e tt  \T)  scn.Asen.B — cos.Acos.B  — cos  C 

467.  Soluzione  li.  (46 6),  i —cos.  AB  = — À-  — g 

— cos. (A  + B)  - cos.C  acos.-f(A  -f-  B -4-  C)  X co».t(A  -f-  B lo  C) 

sen.A  sen.B  sen.A  sen.B 

(II.  19*).  Dunque  (I.  71) 

cos.  t(A  + B “4*  C)  cos. t (a  -f-  B </>  C) 
sen.A  sen.B 


sen.jAB  = y/ — 


Il  segno  — divien  positivo  in  tutti  i casi , perchè  cos.;(A  + B + C) 
è sempre  negativo  (4o5 , 42) , e sarebbe  facile  dimostrare  che  l’altro 
coseno  è sempre  positivo. 

Questa  forinola  non  può  tradursi  ai  triangoli  rettilinei , poiché 
ripugna  alla  natura  di  essi , che  un  lato  sia  determinato  dalla  sola 
cognizione  degli  angoli. 


468.  Soluzione  III.  (466),  1-4- cos.  AB 


cos  C -4-  cos. A cos.B-4-sen.A  sen.B 
sen.A  sen.B 


cos.C  -4-  cos.  (A  c o B)  ___  acos.?  (C  + A (/)B)  cos.-f  (C  oo  A io  B)  ,tt  av 

sen.A  sen.B  " sen.A  sen.B  * ' * *9  * 

Dunque  (I.  24*) 


cos.ìAB  = y/ 


COS.  T (C  + A l/l  B)  COS.T  (C  (Si  A cn  B ) 
sen.A  sen.B 


469.  Soluzione  IV.  Trattando  la  proporzione  (452),  cos.B 
cos.C  sen.BAD  I sen.CAD  , nel  modo  adoperato  (465),  si 
avrà  (II.  i3“,  12*)  , cot.ì  (B  -l-  C)  I tang.ì  ( C 00  B)  Il 
tang.i(BAD  -+-CAD)  ; tang.ì  (BAD  00  CAD),  o vero  f ponendo 
A in  vece  di  BAD  CAD , 


tang.ì  (BAD  co  CAD)  = tang.jA  tang.ì  (C  00  B)  tang.ì  (C  -+-  B). 

Con  questa  forinola,  si  ha  il  valore  de’  segmenti  dell’  angolo  ver- 
ticale (242).  Tenendo  la  stessa  espressione  nel  primo  membro  per 
tutti  i casi , come  abbiam  fatto  (465) , si  ha  sempre 

segmento  maggiore  = iA  -f-  i(BAD  00  CAD); 
segmento  minore  = ;A  — 3 (BAD  00  CAD). 

Poiché  al  maggior  di  due  archi  corrisponde  il  coseno  più  piccolo, 
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Fig.53  ed  il  seno  più  grande  (formando  sempre  le  regole  ( 459)  sugli  archi 
minori  di  90°),  deduco  dalla  proporzione  (4^2),  che  il  minor  dei 
due  angoli  sulla  base , e il  segmento  maggiore  dell’angolo  verticale 
si  troveranno  sempre  adjacenti  a uno  stesso  lato,  e che  all’ altro  per 
conseguenza  saranno  adjacenti  il  maggior  dei  due  angoli  e il  minor 
de’ segmenti  ; posto  sempre  che  nel  calcolare  la  formola  data  qui 
sopra  si  abbia  riguardo  al  segno  di  tang.j(C-l-B). Quindi  prenden- 
do il  segmento  adiacente  al  lato  cercato , si  avrà  (VI.  i5') 

cos.AB  = cot.B  cot.BAD. 

Quando  il  segmento  minore  risulterà  negativo  e<  90°,  s’ impie- 
gherà negativa  in  questa  formola  la  cotangente  del  detto  segmen- 
to (i54). 

470.  Dati  due  lati,  e l’ angolo  compreso , trovare  uno  degli 
altri  due  angoli. 

Soluzione  I.  Si  chiamino  BC , AC,  e C le  cose  note,  B la 
cercata , e si  cali  dal  terzo  angolo  A la  perpendicolare  AD.  Sarà 
(45o)  , tang.B  tang.C  il  sen.CD  I sen.BD  !!  sen.CD  I 
sen.(BC  — CD)  I 1 I sen.BC  cot.CD  — cos.BC  li  1 i 

sen.BC  X 7^^  — cos.BC,  (VI.  2*).  Dalla  prima  e dall’ultima 
ragione  si  cava 

. « len.C 

ang.  1 sen.BC  cot.AC  — cos.BC  cos.C  * 


Questa  formola  (in  cui  entra  la  cotangente  di  un  Iato , e il  coseno 
di  un  altro)  si  traduce  ai  triangoli  rettilinei  con  le  regole  date  (425), 
e si  riduce  alla  (III.  78*).  Lo  stesso  si  dica  della  formola  seguente  , 
la  qual  si  riduce  alla  77*. 

471.  Se  i dati  fossero  AB , AC,  e BAC  , permutando  in  questa 
formola  C in  A,  e A in  C , o pur  calando  la  perpendicolare  sul  lato 
AB , e procedendo  collo  stesso  metodo  come  sopra , si  troverà  un 
altro  valore  di  tang.B,  cioè 

r» «en.A 

tang.  — 1—  sen.AB  cot.AC  — co». AB  coi. A* 


4 72* 
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472.  Soluzione  II.  Siano  ancora  BC,  AC  e C le  cose  note; 
B la  cercata  ; e la  perpendicolare  AD.  Si  avrà 

i°.  tang.CD  = cos.C  tang.AC,  (VI.  2'); 
a°.  BD  = BC  — CD  ; 

3a-  tang.B  = =££2,  (45o). 

Il  segmento  CD  della  base  , che  si  trova  con  la  i*  equazione  j si 
chiama  segmento  primo  : l’altro  BD,  dato  dalla  2*,  si  chiama  seg- 
mento secondo.  Se  questo  risulta  negativo  , sicché  sia  CD  > BC  , 
s’impiegherà  sen.BD  negativo  ( 1 54 ) nella  3* forinola. 

Fu  dato  per  regola  di  prender  la  somma  di  BC  e di  CD , per 
aver  BD,  quando  l’angolo  dato  C sia  ottuso.  Ma  i°.  se  l’angolo 
cercato  B fosse  pure  ottuso , la  perpendicolare  cadrebbe  dentro 
del  triangolo  (460);  e tosto  si  vede  nella  fìg.  53,  che  in  tal  caso 
questa  regola  non  sarebbe  giusta  : 20.  non  ha  essa  mai  luogo  , se  si 
osservano  (459)  le  regole  de’ segni  nel  calcolar  le  equazioni  date 
qui  sopra. 

473.  Soluzione  III.  Sianole  cose  note  AB,  AC,  BAC;  e però' 
le  cercate  B o C.  Calando  la  perpendicolare  AD  dall’  angolo  noto 
A,  si  avrà  (453),  tang.AB  ! tang.AC  li  cos.CAD  ! cos.BAD;  e 
per  conseguenza  (II.  10*, i3’),  sen. (AB -4- AC)  ; sen.(ABcoAC) 
; ; cot.ì(CAD  -4-  BAD)  ; tang.i(BAD  00  CAD).  Ponendo  BAC, 
o A , in  vece  di  CAD  -4-  BAD , si  ha 

unS.;(BAD  00  CAD)  = col) A X Sffig-gjj. 

Da  questa  formola  si  deduce  il  valore  de’  segmenti  dell’  angolo  dato 
A; giacché  usando  una  stessa  espressione  per  tutti  i casi,  come  ha 
detto  (465) , si  ha  sempre 

segmento  maggiore  =iA  -4-  Ì(BAD  co  CAD); 
segmento  minore  = jA  — ì(BAD  00  CAD). 

L’ analogia  (453)  fa  vedere , che  il  segmento  maggiore  è adjacentc 
al  lato  maggiore , il  minore  al  minore , posto  sempre  che  si  abbia 

Ks 
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Fi". 53  riguardo  nella  forinola  precedente  al  segno  di  $en.(AB  -+-  AC). 
Si  ha  quindi  (VI.  3*) 

cot.B  = tang.BAD  cos.AB,  e 
cot.C  = tang.CAD  cos.AC. 

In  queste  forinole  s’impiegherà  negativa  (i54)la  tangente  del  seg- 
mento minore  , quando  esso  risulti  negativo  e < 90°. 

474-  Soluzione  IV.  Ferme  le  condizioni  della  soluzion  pre- 
cedente, si  prenda  l’analogia  (447)5  sen.  AB  I sen.AC  I sen.C  I 
sen.B  , e si  avrà  in  primo  luogo  (II.  12*) la  seguente,  che  è utile 
in  molti  casi  : 


(P)...tang.i(AB-t-AC):tang.;(ABc/5AC):  J tang4(C-l-B);tang.;(Cc/5B). 


Si  sostituisca  il  valore  di  tang4(C  -+-  B)  dato  dalla  prima  equa- 
zione (469),  e si  avrà  tang.)  (AB  -+-  AC)  ] tang.)(AB  c/i  AC)  I 
cot.ìA  tang.ì(BAD  00  CAD)  ; tang.*  j(C  00  B).  Si  moltiplichi , 
termine  a termine , questa  analogia  con  la  seconda  (473)  espressa 
come  segue  , (I.  6*),  2sen.j(AB  -+-  AC)  cos.j  (AB  -+-  AC)  ; 
2 sen.  1 (AB  00  AC)  cos.  ì (AB  c/5  AC)  * ; cot.j  A ; tang.  ;(BAD  c/>  CAD), 
e dividendola  i*  ragione  per  2 , e la  2*  per  tang.j(  BAD  c/5  CAD) , 
il  risultato  sarà  sen.a  j( AB  -+-  AC)  * sen.a)(AB  c/>  AC)  ;; 
cot.*ìA  ; tang.a;(C  c/5  B).  Estraendo  le  radici,  si  ottien  final- 
mente 


tang.j(C  c/5  B)  = cot.ìA  X 


sen.  ì(AB  </)  AC) 
sen.  t ( AB  -f-  AC)  * 


Questa  equazione  fa  conoscere  la  semidifFerenza  degli  angoli  ignoti. 
Per  avere  il  valore  assoluto  di  essi,  fa  mestieri  trovare  anche  quello 
della  mezza  somma.  Per  ciò  si  sostituisca  nella  stessa  equazione  il 
valore  di  tang.;(C  c/5  B)  dato  dall’analogia  (P);  e,  riducendo  , 
si  avrà  , 


tang.j(C  -4-  B)  = cot.iA  X 


cos.  t ( AB  c/i  AC) 
cos.  7 (AB  4-  AC)  ' 


4y5.  Le  due  precedenti  formole  Neperiane  sono  degne  di  alcu- 
ne riflessioni  su  la  loro  utilità.  i°.  Per  calcolarle  non  si  hanno  da 
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cercare  che  sette  logaritmi , e fanno  conoscere  due  angoli  ad  un- 
tratto,  che  è un  vantaggio  considerabile  in  certi  casi  {y55,  & c.). 
Con  egual  numero  di  logaritmi , ‘dalla  seconda  e dalla  terza  solu- 
zione (la  prima  sarebbe  più  laboriosa)  non  si  ha  che  il  valore  di  un 
angolo  solo.  20.  L’una  o l’altra  di  dette  formole  è la  più  breve  che 
possa  impiegarsi , dati  due  lati  e i due  angoli  opposti,  per  trovare  il 
terzo  angolo,  come  è facile  vedere , supponendo  incognito  l’angolo 
A.  3°.  Dalla  seconda  ricavo  la  seguente  bella  proprietà  de’ trian- 
goli sferici,  utilissima  per  diminuire  i casi  dubbj. 

Poiché  tang.j(C  -4-  B)  e cos.;(AB  -+-  AC)  hanno  il  mede- 
simo segno  nella  formola , e che  le  altre  due  quantità  non  possono 
essere  mai  negative  (397,  10.),  (398),  ne  segue  che  inogni  trian- 
golo sferico  la  mezza  somma  di  due  lati  e della  medesima  specie 
che  la  mezza  somma  dei  due  angoli  opposti. 

476.  Dati  due  lati,  e l’angolo  compreso  , trovare  il  terzo 
lato. 

Soluzione  I.  Si  chiamino  AB,  BC,  e B le  cose  note;  AC 
sarà  la  cercata.  Dalla  formola  (461)  si  cava 

cos.AC  ==  cos.BC  cos.AB  -f-  sen.BC  sen.AB  cos.B. 


477.  Soluzione  II.  Si  consideri  calata  una  perpendicolare, 
come  AD , sopra  uno  de’  lati  dati , e si  avrà 

i°.  tang.BD  = tang.AB  cos.B,  (VI.  2*); 

20.  CD  = BC  00  BD  ; 

3°.  cos.AC  = cos.AB  X , (461). 

Ho  impiegato  00  in  vece  di  — nella  2*  equazione  , perchè  quando 
la  medesima  desse  CD  negativo,  non  per  questo  cos.CD  cangie- 
rebbe di  segno  ( i54). 

478.  Soluzione  III.  Se  il  lato  cercato  è piccolo,  non  potrà 
aversi  con  esattezza  per  mezzo  del  coseno.  In  vece  delle  soluzioni 
precedenti , gioverà  in  tal  caso  ricorrere  a quella  che  segue. 


Poiché  (4<>3) , 2sen.*  jB 


cos.(BC  00  AB)  — cos.AC 


«eu.BC  sen.AB 


, sarà  (I.2  2*) 


K.k  ij 
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Fj, ..53  2sen.’;B  sen.BC  sen.AB  = 2sen.aìAC  — 2sen.aj(BC  (s>  AB). 
E per  conseguenza 

sen.ìAC  = \/(sen.*  JBC  co  AB  -t-  sen.BC  sen.AB  sen.1 jB) , 
o vero  , per  più  comodo  nel  calcolo , 


sen.j AC  = sen.j(BC  co  AB)  y/(i 


icn.BC  sen.AB  sen.*TB\ 
sen.*  ^(BC  00  AB)  )* 


Questa  forinola  può  calcolarsi  con  le  sole  tavole  trigonometriche 
in  logaritmi,  dividendola  (207)  in  due  , come  segue  : 

tang.a  = ,fn ABj  y/sen.BC  sen.AB; 


sen.jAC 


sen.TfBC  co  AB) 
cos.a 


479.  Il  presente  problema  non  può  risolversi  immediatamente 
con  una  formola  analoga  alle  Neperiane:  ma,  dopo  aver  trovato 
uno  degli  angoli  ignoti  con  le  soluzioni  (473)  o (474)  1 bisogne- 
rebbe impiegare  la  soluzione  (492)  per  trovare  il  lato  cercato. 

480.  Dati  due  angoli , c il  lato  compreso  , trovare  uno  degli 
altri  due  lati. 

Soluzione  I.  Siano  A,  C,  AC  le  cose  note  , AB  la  cercata, 
e si  cali  sopra  il  terzo  lato  la  perpendicolare  AD.  Sarà  (453) , 
tang.AB  i tang.AC  il  cos.CAD  I cos.BAD  li  cos.CAD  i 
cos.(BAC  — CAD)  ; i 1 i cos.BAC  -t-  sen.BAC  tang.CAD  ii 
1 i cos.A  -+-  sen.A  X » (VI*  3*).  Dalla  prima  e dall’  ul- 
tima ragione  si  cava 

a U ten.AC 

tang.AU  sen.A  cot.C  -+-  cos.A  cos.AC  # 


481.  Sei  dati  fossero  B,  C , BC , procedendo  nel  modo  stesso, 
o vero  permutando , nella  formola  ora  trovata , A in  B , e B in  A , 
si  avrà  un  altro  valore  di  tang.AB  , cioè 

tang.AB  = — = . _ . 

& sen.B  cot.C  -j~  cos.B  cos.BC 

Questa  e la  precedente  formola  si  traducono  (425)  a quelle 
de’ triangoli  rettilinei  (III.  4*>  3*). 
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482.  Soluzione  IL  Ferme  le  condizioni  (480),  si  ha 

i°.  cot.CAD=  tang.C  cos.AC,  (VI.  3“); 

20.  BAD  = A co  CAD,  (477); 

3°.  tang.AB  = tang.AC  X ;£d  » (4^3). 

483.  Soluzione  III.  Siano  B,C,  BC  le  cose  note , e si  consi- 
deri la  perpendicolare  AD  sopra  il  lato  dato.  Si  ha  (45o),  tang.B  I 
tang.C  ; ; sen.CD  ; sen.BD.  E però  (II.  10*,  12*),  sen.(B  h- C)  ; 
sen.(B  00  C)  ; ; tang.;(CD  -+-  BD)  ; tang.j(CD  co  BD) , ovvero 

tang.i(CD  00  BD)  = tang.jBC  X 

Per  il  caso , in  cui  la  perpendicolare  cada  di  fuori  del  trian- 
golo , questa  forinola  viene  cangiata  da  accreditato  Autore  come 

segue,  cot.;(BD  -+-  CD)  = cot.iBC  X “°  ((°  ~ c* . Ogni  esem- 
pio numerico  basterebbe  per  riconoscer  la  falsità  di  questa  forinola. 
Ma  per  dimostrar  ciò  analiticamente , ad  esercizio  e cautela  de’  prin- 
cipianti , si  rammenti  che  se  la  perpendicolare  cade  di  fuori , gli 
angoli  sopra  il  lato  noto  devono  esser  di  specie  diversa  (460).  Sia 
dunque  qual  più  si  voglia,  per  esempio  C,  l’angolo  ottuso  ; la 
proporzione  (45o) sarà  in  tal  caso  tang.B  I — tang.C  1 sen.CD  I 
sen.BD.  E però  tang.B  -t-  ( — tang.C)  ; tang.B — ( — tang.C)  \ ; 
sen.CD  -+-  sen.BD  sen.CD  — sen.BD  tang.B  — tang.C  I 
tang.B  -+-  tang.C.  L’ultima  analogia,  trasformata  secondo  le  for- 
mole(II.  12*,  10*),  diviene  tang.ì(CD -t-BD)  ; tang.l(CD  — BD) 
**  sen.(B  — C)  \ sen.(B  h-  C).  Mettendo  BC  in  luogo  di 
CD  — BD,  come  conviene  ( fig.  54  ) quando  la  perpendicolare  cade 
di  fuori , si  ha  tang.  ; ( CD  H-  BD  ) = tang.  j BC  X | jj  ~ ^ ; che 
è la  formola  stessa  che  ho  dato  qui  sopra , salvo  il  segno  fra  CD  e 
BD  , del  quale  ho  avvertito  (4^5). 

Si  hanno  dunque  i segmenti  del  lato  noto  in  tutti  i casi , come 
segue  : 

segmento  maggiore  = 1BC  -4-  ì(CD  co  BD); 
segmento  minore  = ìBC  — ì(CD  co  BD). 
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Nell’  analogia  (45o)  si  vede , che  l’angolo  maggiore  è adjacente 
al  segmento  minore  , e l’angolo  minore  al  segmento  maggiore  ; 
posto  sempre  che  si  abbia  riguardo  al  segno  disen.(B  -f-  C)  nel 
calcolare  la  formola  trovata  qui  sopra.  Quindi  prendendo  il  seg- 
mento adjacente  al  lato  cercato,  si  avrà  (VI.  io') 
cot.AB  = cot.Bt)  cos.B , e 
cot.AC  = cot.CD  cos.C. 


In  queste  forinole  s’impiegherà  negativa  (i 54)  la  cotangente  del 
segmento  minore  , quando  esso  risulti  negativo  e < 90°. 

484.  Soluzione  IV.  Procedendo  come  feci  (474)1  s‘  sos- 
tituisca nell’ analogia  (P)  il  valore  di  tang.j(AB  -4-  AC)  preso 
dalla  l'equazione  (465),  e si  avrà  tang.;(BD  00  CD)tang.j  BC 
tang.'ì(AB  00  AC)  tang.;(C  -+-  B)  tang.i(C  00  B).  Ma 

tang.KCD  00  BD)  = tang.5BC  X ,cn.;(B  + c,  cu,^b  + c> 
(483).  Ponendo  questo  valore  nell’  analogia  precedente,  ed  es- 
traendo le  radici , si  avrà 

tang.KAB  00  AC)  = tang.iBC  X ?j. 


Sostituendo  in  questa  equazione  il  valore  di  tang.i(AB  ( /)  AC) 
preso  dall’analogia  (P),  si  avrà  inoltre 


tang.ì(AB  -4-  AC)  = tang.jBC  X 


cos.t(C  (S)  B) 
cos.-r  (C  -f-  B)* 


Con  queste  due  belle  ed  utili  formole  si  trovano  ad  un  colpo  ambi 
i lati  ignoti.  Ognuna  di  esse  è poi  la  più  breve  , che  possa  impie- 
garsi , dati  due  lati  e i due  angoli  opposti,  per  trovare  il  terzo  lato  , 
come  è facile  vedere , supponendo  BC  ignoto. 

485.  Dati  due  angoli , e il  lato  compreso  , trovare  il  terzo 
angolo. 

Soluzione  I.  Se  si  chiamano  A,  B,  AB,  le  cose  note  , dalla 
formola  (466)  si  cava 

cos.C  *=  cos.AB  sen.A  sen.B  — cos.A  cos.B. 
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486.  Soluzione  II.  Da  uno  degli  angoli  dati  calando  una 
perpendicolare  , come  AD , si  ha 

i°.  cot.BAD=  cos.AB  tang.B,  (VI.  3*); 

20.  CAD  = A — BAD  ; 

3°.  cos.C  = cos.B  X (452).  * 

Se  la  2*  equazione  dà  CAD  negativo  , s’impiegherà  sen.CAD  ne- 
gativo nella  3“ , (i54). 

Tanto  in  questa  soluzione  , quanto  nella  ( 482)  , La  Caille 
(Elements  d'Astron.  Traili  prélimin.)  prescrive  di  prender  la 
somma  o la  differenza  dell’angolo  verticale,  e del  segmento  di 
esso  dato  dalla  prima  equazione  , per  avere  il  secondo  segmento  ; 
dico,  la  somma,  o la  differenza,  secondo  la  posizione  della  per- 
pendicolare. Or  la  somma  non  si  deve  prender  mai , sia  che  la 
perpendicolare  cada  dentro,  o fuor  del  triangolo , giacche  le  regole 
date  dal  medesimo  Autore  , circa  la  specie  del  primo  segmento,’, 
suppongono  la  perpendicolare  dalla  parte  opposta  all’  angolo  dato 
che  s’impiega  nella  prima  equazione , e non  dalla  parte  opposta 
al  supplemento  dell’  angolo  stesso.  Dico  date  da  lui  medesimo  , 
essendo  evidente , che  la  sua  tavola  per  la  risoluzione  de’  triangoli 
rettangoli , al'n°.  118,  contiene  errore  ove  dice  : l’angolo  cercato 
è < 90°  se  V ipotenusa  è <C  90°;  e che  deve  leggersi  in  vece  : 
se  l' ipotenusa  e l’angolo  dato  sono  della  stessa  specie.  Così  ha  cor- 
retto questa  regola  il  Sig.  Ah.  Marie,  e così  essa  divien  conforme 
alle  altre  regole  analoghe  della  tavola  di  La  Caille , e sopra  tutto 
a quella  del  n°,  121,  dove  il  caso  è lo  stesso  che  al  n°.  118, 
mutate  soltanto  le  lettere. 

487.  Soluzione  III.  Se  l’angolo  cercato  è piccolo , non  si  potrà 
averlo  con  esattezza  dalle  due  soluzioni  precedenti.  Ma , poiché 
(467) , 2sen.a  jAB  scn.Ascn.B  = — cos.(A  -+-  B)  — cos.C  = 
1 — 2 cos .’  5 (A  — t—  B ) — 1 -+-  2sen.aiC,  (I.  23*,  22"),  risulta 

sen.jC  = vAcos-1iA  -+-  B -+-  sen.A  sen.B  senVìAB); 
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o vero  , per  maggior  comodo  nel  calcolo  , 


sen.jC  = cos.j(A-t-  B)  y/ (1 


|pn  A sen.B  sen.*T 


cos.1  *■  ( A 


B)  )' 


o pure  (207) , per  fare  uso  delle  sole  tavole  trigonometriche  in 
logaritmi  , 


tang.a  = 


sen.4  AB 
cos.  t(A  -f-  B) 


v/sen.A  sen.B;  e 


sen.jC 


cos.  f (A  -f-  B) 
cos. a 


Manca  qui  pure  la  soluzione  di  Neper;  ma  , volendo  fare  uso 
delle  analogie  di  questo  Autore  , converrebbe  trovare  un  de’ lati 
ignoti  con  le  soluzioni ( 483 ),  o (484))  indi  ricorrere  alla  seguente 
per  avere  il  terzo  angolo. 


488.  Dati  due  lati,  c f angolo  opposto  all’un  d’essi,  trovar  l’an- 
golo opposto  all’altro.  (Non  si  ha  che  una  soluzione  di  questo 
problema , e di  ognuno  dei  cinque  che  vengono  dopo.  Questi  sei 
casi  sono  dubbj  , come  vedremo  ). 

Se  si  chiamano  AB,  AC,  B , le  cose  note , sarà  C la  cercata  ; e 
si  avrà  (447  ) 


sen.C  = 


scn.AB  sen.B 
sen.AC 


In  questo  problema  la  specie  dell’angolo  C è dubbia.  Si  dimos- 
tra, come  nella  Trigonometria  rettilinea  (225),  che  quest’  angolo 
ha  due  valori,  e così  le  altre  parti  ignote  del  triangolo.  Ne’ trian- 
goli sferici  il  dubbio  è tolto  , nella  maggior  parte  de’  casi , dalla  re- 
gola (475), che  può  enunciarsi  come  segue.  Secondo  che  la  somma 
de’  lati  dati  è maggiore , uguale,  o minore  di  180%  la  somma 
degli  angoli  opposti  è similmente  maggiore , uguale,  o minore  di 
1800. 

Se , in  vece  di  conoscere  un  angolo  , si  conoscesse  la  somma,  o 
la  differenza  degli  angoli  opposti  ai  lati  dati , il  valore  d’ognuno 
degli  angoli  stessi  si  troverebbe  col  mezzo  dell’analogia  (P), 
(474)- 

489. 
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489.  Dati  due  lati,  e Vangalo  opposto  aduno  di  essi , trovar 
V angolo  fra  essi  compreso. 

Se  si  chiamano  AB,  AC,  B le  cose  note , sari  A la  cercata.  Da 
quest’  angolo  calando  la  perpendicolare  AD  , si  avrà 

cot.BAD  = cos-AB  tang.B,  (VI.  3*); 

20.  cos.CAD  = cos.BAD  X » (453)  ; 

3°.  BAD  zfc  CAD  = A.  . 

Il  segno  -t-  ha  luogo,  quando  la  perpendicolare  cade  di  dentro j 
il  segno  — , quando  cade  di  fuori.  E però  (460)  si  prenderà  la 
somma  de’  segmenti  dell’  angolo  cercato , quando  gli  altri  due  an- 
goli sono  della  medesima  specie  fra  essi;  la  differenza , quando  la 
specie  degli  angoli  stessi  è diversa.  Donde  si  vede , che  il  caso  pre- 
sente è ambiguo , ogni  volta  che  lo  è il  precedente. 

Nondimeno , senza  cercare  la  specie  dell’  angolo  C , basterà 
a determinare  quella  dell’  angolo  A la  regola  seguente  , che  piglio 
nell’  eccellente  Trigonometria  sferica  del  Sig.  Ab.  Boscovich:  Sa 
la  somma  de’ segmenti  > 180%  si  prenda  la  differenza;  se  la 
differenza  è negativa,  si  prenda  la  somma. 

La  Caille  prescrive  di  prender  la  somma  de’  segmenti , quando 
i lati  dati  sono  della  medesima  specie  fra  essi.  L’  autorità  di  un  . 
uomo  sì  perito  , e si  accurato,  ha  fatto  che  il  Sig.  Ab.  Marie,  ed 
altri  rispettabili  Autori  prendano  da  lui  questa  regola  senza  esame. 
Importa  dunque  mettere  in  chiaro  l’ error  della  stessa,  perchè  non 
<$i  diffonda  più  oltre. 

Sia  un  triangolo  ACD , rettangolo  in  D,  composto  da  tre  archi,  pltr  5^ 
minori  ciascuno  di  90°,  e per  conseguenza (420)  cogli  angoli  obli- 
qui ambi  acuti.  Da  uno  di  questi , come  A,  si  tiri  dentro  del  trian- 
golo un  arco  AB , il  qual  divida , comunque , i\-  due  parti  il  lato 
opposto  CD.  Sarà  BD  < CD,  e però  BD  < 90*.  Ma  (45 1), 
cos.BD  cos.CD  cos.AB  cos.  AC.  Dunque,  essendo  AC  < 

90°  per  ipotesi,  risulta  da  questa  analogia  che  AB  è < 90°;  e però 

1.1 
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AB,  AC  souo  della  medesima  specieqMa  nel  triangolo  obliquan- 
golo ABC  i segmenti  dell’angolo  A, prodotti  dall’arco  AD  perpen- 
dicolare sul  lato  opposto,  sono  CAD,  (BAD  ; ed  è visibilmente 
BAC  = CAD  — BAD.  Dunque  dall’  esser  due  lati  della  mede- 
sima specie  non  segue  che  l’angolo  fra  essi  compreso  sia  composto 
dalla  somma  de’  suoi  segmenti  : e per  conseguenza  la  regola  di 
La  Caille  non  può  reggere. 

490.  Dati  due  Iati,  e /'  angolo  opposto  ad  uno  di  essiy  trovare 
il  terzo  lato. 

Fig.53  Si  chiamino  AB,  AC,  B le  cose  note,  e si  cali  sopra  il  lato 
cercato  BC  la  perpendicolare  AD.  Sarà 

i°.  tang.BD  = tang.AB  cos.B,  (VI.  2*); 

a°.  cos.CD  = cos.BD  X 737-^»  (4^1)  ; 

3°.  BD  ± CD  = BC. 

Per  prender  la  somma , o la  differenza  de’  segmenti  della  base  , si 
osserveranno  le  stesse  regole  che  abbiamo  date  (489)  per  li  seg- 
menti dell’  angolo  verticale. 

Anche  in  questo  caso  fu  detto  doversi  prender  la  somma , 
quando  1 due  lati  dati  sono  della  medesima  specie.  Ne  seguirebbe 
che  , quando  due  lati  sono  della  stessa  specie , la  perpendicolare 
sul  terzo  cade  sempre  dentro  del  triangolo  ; ed  io  ho  dimostrato 
or  ora  il  contrario  (489). 

491.  Se  il  seno  , o coseno  , trovato  in  alcuno  dei  tre  prece- 
denti problemi , fosse  molto  grande,  sicché  l’arco  non  si  potesse 
avere  con  la  precisione  desiderata,  si  avrebbe  ricorso  ad  un  altro 
dei  tre  problemi , cioè  a quello , nel  quale  il  seno  , o coseno  cer- 
cato fosse  men  grande;  ed  allora,  conoscendo  quattro  parti  del 
triangolo,  si  varierebbero  i dati,  per  trovare  quella  che  si  cerca 
col  mezzo  di  alcuno  de’  problemi  che  precedono  gli  ultimi  tre. 
Tutto  questo  s’intenderà’  similmente  per  li  Ire  seguenti. 
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492.  Dati  due  angoli,  e il  lato  opposto  all’  un  d’essi,  trovare 
il  lato  opposto  all’  altro. 

Siano  B,  C,  AC  , i dati,  sarà  AB  il  quesito  ; e si  avrà  (447) 
sen.AB  = sen.AC  X 

Secondo  che  la  somma  degli  angoli  dati  c maggiore,  uguale  ,o  mi- 
nore di  180%  la  somma  de’  lati  opposti  è similmente  maggiore, 
uguale , o minore  di  180%  (475). 

Se  questa  regola , o se  le  cognizioni  estrinseche  non  bastano  a to- 
gliere il  dubbio  sopra  la  specie  del  lato  cercato  in  questo  problema  , 
sarà  impossibile  determinare  il  valore  delle  altre  parti  ignote  del 
triangolo  , che  sono  lo  scopo  dei  due  problemi  che  seguono.  Regio- 
montano, che  ben  comprese  l’ambiguità  de’  problemi (4883490) , 
ha  dato  questo  e i due  seguenti,  come  determinati  in  tutti  i casi 
(de  Triangulis,  Lib.  4.  prop.  29  et  32).  Diviene  però  necessaiio  il 
mostrare  che  non  lo  sono. 

Per  ciò  siano  dati  il  lato  NK,  e gli  angoli  NAK  , ed  ANK.  Sup-  Fig.45 
ponendo  KN  obliquo  sopra  AN,  sempre  che  un  arco  KL  = KN 
potrà  cadere  dall’  angolo  ignoto  K sopra  il  lato  opposto , ò chiaro 
che  le  soluzioni , di  cui  si  tratta  , saranno  ambigue , nè  si  potrà 
discemer,  colla  Trigonometria  , se  i dati  appartengano  al  trian- 
golo ANK.,  o pure  al  triangolo  BLK,  poiché  A = B,(388),  KN  = 

KL  per  l’ipotesi , e ANK  = BLK,  (4 1 1).  . • 

Se , in  vece  di  conoscere  un  lato , si  conoscesse  la  somma , o la 
differenza  de’  lati  opposti  agli  angoli  dati , il  valore  di  ognuno  dei 
delti  lati  si  troverebbe,  col  mezzo  dell’analogia  (P),  C474)- 

493.  Dati  due  angoli,  c il  lato  opposto  ali  un  d’essi,  trovare  il 
lato , sopra  cui  giacciono. 

Tenendo  i dati  B,  C,  AC,  e calando  la  perpendicolare  AD  Fig.53 
sopra  il  lato  cercato  BC , si  ha 

i°.  tang.CD  = tang.AC  cos.C  , (VI.  2*)  ; 

a°.  sen.BD  = seu.CD  X (4^o)  ; 

• 3°.  CD  ± BD  = BC. 

. LI  ij 
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Fi£.53  La  specie  di  KD  è sempre  dubbia , quando  sia  dubbia  quella 
di  AB  nel  problema  precedente.  Conoscendo  la  specie  di  AB , si 
determina  quella  di  BD  con  l’analogia  (45i),cos.AC  I cos.CD  1 1 
cos.AB  I cos.BD , che  dà  la  regola  seguente  : Secondo  che  i lati 
opposti  agli  angoli  dati  sono  fra  loro  della  stessa  , o di  contraria 
specie , i segmenti  del  lato  cercato  sono  fra  loro  della  stessa,  o dì 
contraria  specie. 

Nella  3*  equazione  si  prenderà  sempre  la  somma,  quando  gli 
angoli  dati  sono  della  medesima  specie  ; la  differenza , nel  caso  di 
specie  diversa.  Questa  sola  regola  basterà  spesso,  sperimentando- 
il  maggiore  dei  due  valori  di  BD , o sia  del  secondo  segmento  , 
come  prescrive  il  Sig.  Ab.  Boscovich.  Se  nel  caso  della  somma  si 
ha  BC  > i8o°,  o se  nel  caso  della  differenza  si  ha  BC  negativo  , 
il  secondo  segmento  è sempre  minor  di  90°. 

494.  Dati  due  angoli,  e il  lato  opposto  all’un  d’ essi,  trovare  il 
• terzo  angolo. 

Posti  i dati  come  sopra  , A è 1’  angolo  cercato  ; e si  ha 
i°.  cot.CAD  = cos.AC  tang.C,  (VI.  3*); 

20.  sen.BAD  = sen.CAD  X , (452); 

3°.  CAD  rfc  BAD  = A. 

Previa  la  cognizione  della  specie  di  AB , (492) , si  determina 
quella  di  BAD,  coll’analogia  (453),  tang.AB  1 tang.AC  ! '.  cos.CAD 
: cos.BAD.  Del  resto  si  applicheranno  ai  segmenti  dell’angolo 
verticale  tutte  le  regole  del  problema  precedente , relative  ai  seg- 
menti della  base. 

495.  Ho  riunito  nella  tavola  VII  tutte  le  soluzioni  analitiche , 
così  chiamate,  perchè  in  una  sola  equazione  contengono  il  valore 
completo  d’ una  linea  trigonometrica  appartenente  ad  alcuna  delle 
parti  di  un  triangolo  sferico  ; il  qual  valore  per  conseguenza  si  può 
sostituire  nelle  operazioni  analitiche  con  vasta  utilità.  Le  formolo 
5%  7%  9*,  12*,  i5%  16*,  23%  28%  29%  35%  36*  sono  dimostrate 
agli  articoli  488,  462,  461 , 485,  470,  471 , 492,  476,  466, 
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480,  481.  Tutte  le  altre  forinole  sono  cavate  da  queste  ',  con  la 
permutazione  delle  lettere  (462). 

Questa  tavola  si  può  ampliare, come  la  III,  fino  ad  avere  dieci 
valori  per  ogni  linea  trigonometrica.  Io  non  l’ ho  fatto , a cagione 
che  diverse  espressioni  sono  troppo  complicate.  In  caso  di  bisogno , 
sarà  facile  formarle  nel  modo  seguente.  Oltre  i due  valori,  per 
esempio,  di  sen.  A,  che  dà  la  tavola  VII,  se  ne  trovano  altri  quattro, 
pigliando  in  essa  i due  valori  di  cos.  A e sostituendoli  nella  formola 
(I.  3*),  ei  due  valori  di  tang.A  e sostituendoli  nella  forinola (1. 5*). 
Gli  altri  quattro  valori  di  sen. A sono  men  facili  da  trovare,  con- 
venendo tirarli  dalle  soluzioni  trigonometriche  de’  casi  dubbj 
(489 , 494).  Ne  cercherò  uno  per  norma. 

Essendo  dati  due  angoli , e un  lato  opposto , come  B , C , AC , 
si  dimanda  r espressione  analitica  del  seno  del  terzo  angolo,  o sia 
di  sen. A. Questo  è il  caso  della  soluzione  (494),  nella  quale,  co- 
minciando dalla  31  equazione , e ponendo  gli  angoli  dati  della  stessa 
specie  (459),  si  ha  sen.  A = sen.  (CAD  BAD)  =sen.CAD  X 
cos. BAD  -+-  cos.  CAD  sen.  BAD..  Conviene  eliminare  BAD  col 
mezzo  della  2*  equazione  (494),  osservando  che  cos. BAD  = 
4/(1  — sen.3  BAD).  Si  ha  dunque  sen.A  = sen. CAD  X 
y/ (1  — sen.3 CAD  X ^|)  H-  cos. CAD  sen. CAD  X 
Resta  ora  da  scacciare  CAD  col  mezzo  della  1*,  (494),  avver- 


tendo , che  sen. CAD  = ^ + ’U-L.CA13)  ,(1-4*),  e cos. CAD  = 


y/( , “'loffcÀg)  > (L  2°‘)-  Prenclencl° 11  valore  dì  cot.CAD,  (494), 
e ponendolo  in  queste  due  equazioni , si  sostituiranno  poi  nella 
precedente  questi  valori  di  sen.CAD,  e cos. CAD, e siavrà  sen.A  = 


1 

-+-  tang.'C  cos.*  AC) 


X \/(‘  - 


cos.*  B 

cos.*C  -f-  sen.*  C cos.*  AC 


) 


cos.  B 
cos.C 


X 


tang.C  cos.  AC 
y/(i  -I-  Ung.*C  cos.* AC) 


X 


r 

y/(i  tang.'C  cos.* AC)* 


Ottenuta  l’espres- 


sione  desiderata , or  convien  procurare  di  simplificarla.  Si  ponga 
dappertutto  in  vece  di  tang’C,  x — sen.3 AC  in  vece  di. 
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cos.’AC,  Indi  1 in  vece  dicos.’C  -+-  sen.’C  , e sen.'B  in  vece  di 
1 — cos.1  B;  e si  avrà  finalmente 

Scn  cot.C  ^/(fcn.'B  — fttn.'C  snn.*AC)  scn.C  co*  B cos. AC 


1 — ku.'C  sci».1  AC 


Permutando  C in  B,  e B in  C , si  ha  tosto  l’altra  espressione  di 
sen.A , quando  i dati  fossero  B,  C,  AB. 

Maneggiando  nei  modistessi  la  soluzione(489)  , si  avrannodue 
altri  valori  di  sen.A,  che  compiscono  i dieci. 

Se  si  vuol  tradurre  l'ultima  forinola  ai  triangoli  rettilinei , biso- 
gna fare  sen.’AC  = o,  giacché  scn^AC  ==  i — cos.’AC  = ì — 
ì , (425).  Lo  stesso  si  dica  di  sen.’j  AB  , e di  sen.j  AB  nelle  for- 
inole (487  ) : e in  generale , quando  in  una  forinola  sferica  si  trova 
un  lato  solo  , ò d’uopo  fare  il  suo  seno  e la  sua  tangente  uguali 
a zero;  il  che  è conforme  (I.  3%  33*)  alla  regola  data  ( 4^5)  di  fare 
il  coseno  eguale  all’  unità. 

496.  La  tavola  Vili  contiene  le  soluzioni  trigonometriche , alle 
quali  do  questo  nome,  per  esser  le  più  usitate  nel  calcolo  numeri- 
co, e per  essere  state  date  da  tutti  gli  Autori  di  Trigonometria. 
Questa  tavola  è fatta  in  modo, che  dispensa  il  Calcolatore  da  ogni 
studio  in  tutti!  casi.  Non  avrà  mai  bisogno  nè  di  fare  una  figura, 
nè  di  saper  la  situazione  della  perpendicolare.  Basta  che  si  ricordi, 
che  il  coseno',  la  tangente  e la  cotangente  dell’arco,  maggior  di  90® 
e minor  di  180°,  sono  negativi  ; il  che  è perpetuo  nella  Trigono- 
metria. Ho  esposto  (459)  la  regola  fondamentale  , su  di  cui  tutte  le 
mie  soluzioni  sono  costrutte.  Qualunque  volta  il  I segmento  sarà 
più  grande  della  base , o dell’  angolo  verticale , sarà  segno  che  la 
perpendicolare  cade  fuori  del  triangolo , se  si  avesse  curiosità  di 
saperlo. 

497.  Ilo  raccolto  nella  tavola  IX  le  soluzioni  di  Neper , per  le 
quali  parimente  il  Calcolatore  non  avrà  duopo  di  usare  attenzione, 
che  ai  segni  (42).  Avverto  che  quando  il  segmento  maggiore  ri- 
sulti > 180°,  allora  il  valor  de’  segmenti , clic  si  ottiene  osservando 
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le  regole  de’ segni,  è relativo  non  alla  perpendicolare  che  cade 
dentro  del  triangolo,  ma  al  supplemento  di  essa  , il  qual  supple- 
mento è il  solo  dei  due  archi  perpendicolari , il  qual  cada  in  tal  caso 
fuori  del  triangolo. 

L’arco  a rappresenta  la  somma  de’  segmenti,  quando  la  per- 
pendicolare (il  suo  supplemento  nel  caso  ora  detto)  cade  fuori; 
la  differenza,  quando  cade  dentro  del  triangolo. 


Del  Triangolo  isoscele. 


498.  Se  il  triangolo  è isoscele , si  divide  in  due  triangoli  rettan- 
goli uguali  (409,  3°.),  col  mezzo  di  un  arco  perpendicolare,  il 
quale  per  conseguenza  spartisce  per  metà  l’angolo  verticale  e la 
base.  Quindi  si  hanno  dalla  tavola  VI  le  seguenti  analogie  che 
risolvono  tutti  i casi. 


i°.  Il  seno  di  un  lato  sta  al  seno  di  mezza  la  base , come  il  rag- 
gio al  seno  di  mezzo  l’ angolo  verticale. 

20.  La  tangente  di  un  lato  sta  alla  tangente  di  qiezza  la  basey 
come  il  raggio  al  coseno  di  un  angolo  sulla  base. 

3°.  Il  coseno  di  un  lato  sta  alla  cotangente  di  mezzo  l’angolo 
verticale,  come  il  raggio  alla  tangente  di  un  angolo  sulla  base. 

4°.  Il  coseno  di  mezza  la  base  sta  al  coseno  di  mezzo  l’angolo 
verticale , come  il  raggio  al  seno  di  un  angolo  sulla  base. 

Della  misura  della  superficie  di  un  triangolo  sferico. 


499.  Per  trovare  la  superficie  di  un  triangolo  sferico  qualunque 
ABC,  si  prolunghi  uno  de’ suoi  lati,  come  BC,  descrivendo  il  cir- 
colo intiero  BCEFB,  il  qual  rappresenterà  la  metà  di  una  sfora 
(377).  Si  prolunghino  pure  , tanto  da  una  parte,  come  dall’ altra , 
i due  lati  AB , AC , fitichè  si  abbia  ( S79 ),  BAE  = ifjo°  = ABD  = 
CAF  = ACD.  E manifesto  , per  questa  costruzione  (in  virtù  della 
quale  anche  CBF  = 180°  = BFE),  che  il  triangolo  AEF , posto 
sull’  emisfero  anteriore  , è uguale  (407)  al  triangolo  BCD  posto 


Fig.57 
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sull’  emisfero  posteriore.  Or  si  chiami  m la  superficie  d’  ognuno  di 
questi  due  triangoli,  x la  superficie  cercata  del  triangolo  ABC  , 
m,  e pie  superficie  de’  triangoli  CAE,  BAF.  È poi  noto  che  la  su- 
perficie della  sfera  è uguale  alla  circonferenza  di  un  circolo  mas- 
simo, moltiplicata  perii  diametro.  Mettendo  dunque  2R  X 36o% 
in  vece  della  superficie  della  sfera , nell’ analogia  (416),  si  avrà  il 
fuso  ABDCA,  o vero  x h-  m,  = 2A  X R;  il  fuso  BAECB , o 
vero  x -+-  n , = 2B  X R ; e il  fuso  CBFAC  , o vero  x -t-  p,  =5 
2C  X R.  Per  il  che,  sommando  insieme  le  tre  equazioni,  si  ha 
3x  -+-  m -+-  n -t-  p = (A  -l-  B -+-  C)  X 2R.  Ma  è chiaro, 
per  la  figura , che  la  metà  della  superficie  della  sfera,  o sia  2R  X 
180®,  = x -4-  m •+■  n -+-  p.  Dunque  21  h-  2R  X t8o°  = 
(A  -H  B + C)  2R;  e per  conseguenza 

x = (A  -f-  B — t—  C — 1800)  X R* 

Dunque  la  superficie  di  un  triangolo  sferico  si  ha , sottraendo  i8oe 
dalla  somma  dei  tre  angoli,  e moltiplicando  il  residuo  per  il  rag- 
gio della  sfera. 

Questa  soluzione  semplicissima  è presa  da  Wallis. 

Si  avverta , nel  calcolare  questa  equazione  , che  i due  fattori 
del  secondo  membro  devono  essere  quantità  della  medesima  spe- 
cie. Sia  ( A -+-  B -1-  C — 180®)  = D:  se  la  superficie  cercata  si 
vuole  in  gradi , o minuti , 8cc.  s’impiegherà  D in  gradi,  o minuti, 
e , per  il  raggio,  R®,  o R',  8cc.  (262).  Se  la  superficie  si  vuole  in 
pollici , o piedi , &c.  si  prenderà  R in  pollici , o piedi,  8cc.  e si  ri- 
durrà D in  pollici,  o piedi , per  mezzo  della  seguente  proporzione, 
R°,  o R'  I D° , o D'  R in  pollici , 0 piedi  I D iu  pollici , q 
piedi. 

Esempj  del  calcolo  de’  Triangoli  obliquangoli. 

5oo.  Esempio  I.  Data  la  longitudine  e la  latitudine  geogra- 
fica (4*6)  di'dùe1  luoghi , come  Pietroburgo  , e la  Concezione  , 
città  del  Chili , si  dimanda  l’arco  della  Terra  intercetto  da  essi,  o 
sia  la  loro  distanza,  • * . ; - 

Longitudine 
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Longitudine  di  Pietroburgo  contata  dal  meridiano 

di  Parigi,  e a levante 270  5p'  3o" 

Longitudine  della  Concezione  a ponente  di  Parigi  75  o o 
Differenza  di  longitudine  fra  Pietroburgo  e la 

Concezione  . . . ‘..77 102  69  3o 

Latitudine  settentrionale  di  Pietroburgo . . ; 69  56  o 

Latitudine  meridionale  della  Concezione  ? . 36  42  53 

Sia  dunque  (416) , A il  polo,  e l’angolo  A = 102  59  3o  Fi.T.48 

B la  Concezione,  e AB  = 126  42  53 

D Pietroburgo,  e AD  = 3o  4 o 

Si  cerca  BD;  e però  questo  è il  caso  della  soluzione  (Vili.  8'). 
Nomino  AB  la  base , e AD  il  lato  dato , ed  ho 


log.  — cos.A  = 9,35i8i4 
log.  tang.  AD  = 9,762606 
log. — tang.I  seg.=  9, 1 1 442° 
Onde  I segm.=  i72°35'  6" 
Base  =126  42  53 
DifF.  oli  seg.=  45  62  i3 


log.  cos.  AD  = 9,937238 
comp.log. — cos.Iseg.=  0,003647 
log.cos.II  segmento  = 9,842787 

log.  — cos.BD  =9,783672 
Dunque  BD  = 127° 25'  18" 


E però  la  distanza  cercata  viene  ad  essere  di  7645  miglia  geogra- 
fiche da  60  per  grado. 

Il  modo  più  spedito  per  fare  il  calcolo  precedente  è quello  di 
cercare  e scrivere  immediatamente  uno  dopo  l’altro  il  logaritmo  di 
tang.  AD,  e quello  di  cos. AD  ; e così  il  compì,  di  log.cos.I  segm. 
subito  dopo  aver  trovato  il  valore  del  I segmento. 

Esempio  II.  Si  risolva  il  medesimo  problema , facendo  AD  la 
base  , c AB  il  lato  dato. 


log. — cos.  A = 9,351814 
log.  — tang.  AB  = 0,127391 
log. tang.I  segm.  = 9,479205 
I segmento  = 16°  46'3o" 
Base  = 3o  4 0 
DifF.  o II  6eg.  = 1 3 1 7 3o 


log.  — cos.  AB  =9,7765-78 
compì. log.cos.I  segm.  = 0,01 8886 
log.cos.II  segmento  = 9,988208 
log.  — cos.BD  = 9,783672 
Che  è lo  stesso  logaritmo  trovato 
di  sopra. 

M m 
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Con  che  si  vede  la  giustezza  e facilità  delle  nostre  regole  ; e si  può 
farne  il  confronto  con  quelle  date  da  La  Caille  per  questo  caso  nel 
suo  X problema  (Éldments  d'Astron.  Traile prélimin.). 

Esempio.  III.  S1  inverta  il  problema  ; e data  la  distanza  di 
due  luoghi , e le  loro  latitudini  geografiche , si  cerchi  la.  differenza 
di  longitudine. 

Questo  problema  è di  grande  uso  nella  navigazione  : giacché  i 
Piloti , misurando  (216)  il  viaggio  che  fanno , osservando  la  latitu- 
dine (o  altezza  del  polo)  nel  sito  dove  si  trovano , e conoscendo  la 
longitudine  e la  latitudine  del  luogo,  donde  sono  partiti,  trovano, 
con  questi  dati,  il  cammino  fatto  in  longitudine  ,e  sanno  per  con- 
seguenza (416)  in  qual  punto  stanno  del  globo. 

Fiij-48  Sia  dunque  BD  il  viaggio  fatto  , AB  il  complemento  della  lati- 
tudine del  luogo  di  partenza  B,  AD  il  complemento  di  quella  del 
punto  D,  dove  sta  il  naviglio  : dati  cosi  i tre  Iati  del  triangolo  ABD, 
si  cerca  l’angolo'  al  polo  , A , che  è la  differenza  dalla  longitudine 
nota  del  meridiano  AB  alla  longitudine  richiesta  del  meridiano 
AD. 

Impiegando  , per  risolvere  questo  caso  , la  prima  formola 
(Vili.  n*)i  chiamo  a il  lato  BD  opposto  all’angolo  cercato,  b e c 
gli  altri  due  ad  arbitrio , e suppongo 

a = 37°  24*  46" 

b = 41  9 0 

c = 71  3o  o 

somma  i5o  3 46 

mezza  somma , o s = j5  1 53 

s — b = 33  5a  53 

s — c = 3 3i  53 

Fatte  le  preparazioni  indicate  dalla  formola  , segue  il  calcolo. 
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log.sen.(j  — b)  — 9,746226 
log.sen.($  — c)  = 8,789548 
compì. log.sen.6  = 0,181763 
' compl.log. sen.c  = 0,028043 
somma  8,740570 
mezza  somma  , o sia  log.sen.j  A = 9,370285 

Questo  log.  corrisponde  al  sen.  1 3°  34'  o " . E però  A = 27°  8' . 

Chi  vorrà  esercitarsi , potrà  cercare  lo  stesso  angolo  per  mezzo 
della  seconda  formola  (Vili.  1 1*). 

Esempio  IV.  Coi  medesimi  dati , cerchiamo  l’angolo  stesso  per 
mezzo  della  soluzione  (IX.  7'). 

Sia  dunque  BD  = 37°  24'  46",  AD  = 41°  9',  AB  = 7i°3o'. 
Nomino  ^oscillato  AD,  lati i due  altri , ed  ho  jAD  = 20°34'3o"; 
ì(AB  -+-  BD)  =54°  27' 23" ;ì (AB  — BD)=  i7°2'  37 " . Quindi 

log.  tang.  mezza  somma  de’  lati  = o,  14  60  3 3 
log.  tang. mezza  differenza  de’  lati  = 9,486520 
log.cot.)base  = 0,425532 
log.tang.ja  = o,  o58o85 

Ondeìa=  48°  49'  12  "3.  Nel  calcolo  della  4*  equazione  (IX.  7*)  si 
deve  impiegare  il  segmento  ed  il  lato  adjacenti  all’ angolo  cercato. 
Ora  AD  è la  base  , e però  il  solo  lato  adiacente  all’  angolo  cercato 
è AB  , il  quale  essendo  maggiore  dell’altro  lato  BD,  ne  risulta,  se- 
condo la  regola  della  tavola  , che  col  lato  AB  si  deve  impiegare  il 
segmento  maggiore.  Questo  è dunque  il  solo  segmento  che  cerco , 
ed  ho  : segmento  maggiore  = 20°  34'  3o"  4-  48°  49' 12";  = 
69°  23'  4 2"  Quindi 

log.  tang.  69°  23'  42"!  = 0,424844 
log.cot.710  3o'  =9,524520 
log.cos.A  = 9,949364 

E però  A = 27°8'o";  come  si  trovò  nell’esempio  III. 

Min  ij 
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Fig.48  Chi  vorrà  esercitarsi , potrà  rifar  tutto  il  calcolo  di  questo  esem- 
pio , prendendo  AB  per  base.  Deve  trovare  lo  stesso  log.  per 
cos.  A. 

Esempio  V.  Coi  medesimi  dati  dell’ esempio  IV  si  cerchi  1’  an- 
golo D.  Poiché  anche  questo  giace  sopra  AD , che  fu  ivi  presa , e 
che  prendo  ancora  per  base,  varrà  il  calcolo  già  fatto  della  prima 
equazione  (IX.  7“).  Il  lato  adjacente  all’ angolo  cercato  sarà  BD , 
che  , essendo  minore  dell’altro  lato  AB,  esige  l’impiego  del  seg- 
mento minore  nella  quarta  equazione  (IX.  7’).  Si  ha  dunque  : seg- 
mento minore  = 20° 34 ' 3o''  — 48° 49*  12 "j  = — 28°i4’  4al,i* 
La  tangente  di  quest’arco  negativo  sarà  negativa , secondo  la  re- 
gola della  tavola.  E però 

log. — tang.280  14'  42 "ì  = 9,730144  • 
log.cot.37  24  46  =0,116389 

log. — cos.D  = 9,846533 
Per  il  che  D = i34°  36'  47" , 3. 

5oi.  Accreditato  Autore,  impiegando  i valori  precedenti  di 
AB,  AD  e A,  calcola  quest’angolo  D col  mezzo  della  forinola 
(VII.  17*) , (nella  quale  suppongo  D in  luogo  di  C)  e lo  dà  come 
acuto,  cioè  di  45°  23'  14" , non  facendo  attenzione , che  per  esser 
cos.ADcos.A  > sen.AD  cot.AB,  la  quantità  negativa  prevale 
nel  denominatore,  e fa  sì  che  tang.D  sia  pur  negativa.  Questa 
Inavvertenza  non  meriterebbe  d’essere  rilevata,  se  questo  Autore 
non  annunziasse , avanti  di  fare  il  calcolo-,  che  l’angolo  cercato  deve 
essere  acuto;  e se  non  dicesse  ancora,  che  per  questa  ragione  pig- 
lia- cos. AD  cos.A  col  segno  negativo  : giacché  con  questi  principj 
ogni  calcolo  trigonometrico  sarebbe  sconvolto.  In  vano  si  cercherà 
di  comporre  un  triangolo  ABD , il  quale  smentisca  la  regola  se- 
guente : Il  segno  di  cos.  AD  cos.A  non  dipende  punto  dalla  specie 
dell’  angolo  D,  ma  unicamente  da  quella  di  AD  c di  A ; e sarà 
sempre  negativo , quando  AD  e A siano  della  medesima  specie . 
Se  questo  Autore  , meritamente  stimato , ha  potuto  cosi  trave- 
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dere,  d’intorno  i segni , mi  sarà  lecito  di  conchiudere , che  la  specie 
di  analisi  algebraica , di  cui  si  è valso  nel  costruire  le  formole  della 
tavola  VII , è molto  meno  sicura  (per  la  ragione  d’esser  molto  più 
complicata)  dell’analisi  trigonometrica  da  me  adottata  in  questa 
Opera,  e maneggiata  con  le  regole  esposte (459).  Per  dare  un’idea 
di  comparazione  , la  costruzione  della  formola  (VII.  17'),  per 
mezzo  dell’  accennata  specie  d’analisi  algebraica  , esige  la  conside- 
razione di  tredici  linee  interiori  nella  sfera , distribuite  in  quattro 
analogie.  Ognun  può  immaginarsi  quanto  la  figura  ed  il  calcolo  esser 
debbano  complicati,  e osservare  la  semplicità  dell’ una  e dell’  altro 
nel  metodo  che  ho  seguito  (470).  Mi  sono  però  determinato  ad 
omettere  quasi  intieramente  in  questo  Trattato  la  considerazione 
delle  linee  interiori  della  sfera,  non  avendone  veduto  sortire  finora 
se  non  soluzioni  laboriose. 

Or  passiamo  a provare  in  altra  guisa,  che  nel  triangolo  , di  cui 
si  tratta  negli  esempj  IV  e V,  l’angolo  D è veramente  ottuso  ,qual 
fu  trovato  con  le  nostre  regole  della  tavola  IX. 

5o2.  Esempio  VI.  Essendo  dati  AB  = 7i°3o',  AD  = 41°  9% 

A = 270  8',  si  cerchino  ad  un  tratto  gli  altri  due  angoli  del  trian- 
golo ABD,  per  via  delle  speditissime  formole  Neperiane  (IX.  2*). 

AbbiamojA  = i3°  34r , ì(AB  -+•  AD)  = 56°  19'  3o", 
ì(AB  — AD)  = 1 5°  10'  3o" . Osservo  inoltre  che  , in  virtù  della 
regola  (4 13),  deve  essere  D > B-,  e faccio  il  calcolo  come  segue: 

log.cot.; A = 0,617425 . 7 . . : . 7 7 . 0,617425- 

log.sen.ì(AB  — AD)  =9,417917 log.cos.  9,984586 

Compl.log.sen.ì(AB-f-AD)=  0,079774 . . compì. log.cos.  0,2661 13> 

log.tang.-!(D  — B)  = 0,1  i5i  i6:log.tang.ì(D-HB)  = o, 858124. 

E però  j(D  -+-  B)  = 82°  6'  25",  4 
ì(D  — B)  = 52  3o  22  ,0 
' Dunque  D = i34  36  47  ,4 

e B = 29  36  3 , 4 
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Con  che  si  vede  la  giustezza  delle  nostre  regole , usate  nell’  esem- 
pio V.  Il  divario  di  un  decimo  di  secondo  , fra  quel  calcolo  e 
questo,  dipende  dall’  aver  preso  i logaritmi  con  sei  decimali  sola- 
mente. Si  prendano  con  sette  , e si  troverà  assolutamente  lo  stesso 
valore  di  D,  coi  due  calcoli. 


CAPITOLO  XVII. 

Risoluzione  de  Triangoli  sferici  con  la  Regola  e col 

Compasso. 

5o3.  L’invenzione  de’ logaritmi  ha  recato  tanta  brevità  e pre- 
cisione nella  risoluzione  de’  triangoli,  che  i Geometri  non  fanno  piu 
quasi  alcun  conto  delle  Operazioni  grafiche  / soggette  all’  errore 
di  molti  minuti,  per  quanta  cura  vi  si  ponga.  Nondimeno,  perchè 
questa  specie  di  soluzioni  può  essere  utile,  in  certi  casi  dove  non 
si  ha  bisogno  di  tutta  l’esattezza,  o per  coloro  che  non  sono  fami- 
liarizzati al  calcolo  , non  tralascio  d’ indicarle  brevemente , e indi- 
pendentemente dalla  dottrina  delle  projezioni,  onde  metterle  alla 
portata  di  un  maggior  numero  di  Lettori. 

Siano  dati  i (re  lati  di  un  triangolo  sferico  ABC  ; per  esempio , 
AB  di  71° ì,  AC  di  4i°i,  e BC  di  37°;  ; e si  dimandi  il  valore 
dell’  angolo  C. 

Fig.58  Si  descriva  un  circolo  intiero  /zncM  più  grande  che  sia  possi- 
bile. Indi  col  mezzo  del  rapportatore,  o di  un  compasso  di  propor- 
zione , che  è sempre  munito  di  una  scala  delle  corde , o come 
meglio  piaccia , si  taglino  sopra  la  circonferenza  del  circolo  des- 
critto , da  un  punto  c di  essa  ad  arbitrio  , gli  archi  cb  , ca  , rcspet- 
tivamentc  uguali  ai  lati  dati , BC  , AC , che  comprendono  l’angolo 
cercato.  Poi  si  tagli , dall’  altra  parte , un  arco  cM  eguale  ad  un 
qualsivoglia  dei  detti  lati , per  esempio  a cb,  e si  tiri  la  corda  MZ>. 
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Allora  dall’  estremità  a dell’  altro  ca  de’  suddetti  lati  si  taglino  gli 
archi  an , aN,  eguali  ciascuno  al  terzo  lato  dato  AB  ; poi  si  tiri  la 
corda  rcN,  la  qual  taglierà  (398,  399)  la  5M  in  un  punto  , come  P. 
Presa  infine  la  metà  MD  di  quest’ ultima,  si  descriva  dal  punto  D 
il  semicircolo  MR5,  fino  all’  incontro  del  quale  s’innalzi  tosto  la 
perpendicolare  PR , e menato  il  raggio  RD , l’ angolo  5DR  sarà 
eguale  all’angolo  cercato  C.  Quest’angolo  5DR  si  misura  poi  col 
rapportatore, o colla  scala  delle  corde  proporzionata  al  raggio  DR, 
o come  si  ami  meglio. 

Or  se  si  voglia  sapere  l’ angolo  A opposto  al  lato  BC  = bc  , 
basta  prendere  la  metà  di  N/i,  e dal  punto  R,  con  questo  inter- 
vallo , tagliare  l’ altra  corda  Mi.  Supponendo  E il  punto  della 
sezione  , si  tiri  la  linea  RE , e si  avrà  DER  eguale  all’  angolo  ri- 
chiesto A. 

Che  se  si  vuole  l’angolo  B,convien  cangiare  la  costruzione,  cioè 
fare  per  esso  tutte  le  operazioni , che  si  son  fatte  per  trovar  l’an- 
golo C.  Vedremo  in  breve  che  la  costruzione  della  fig.  58  basta  a 
risolvere  tutti  i casi  non  dubbj  de’  triangoli  sferici.  Or  conviene 
spiegare  i fondamenti  di  essa , per  sodisfazione  di  coloro  che  amas- 
sero intenderla. 

5o4.  Si  consideri  la  calotta  sferica  che  sarebbe  generata  dalla 
rivoluzione  del  mezzo  segmento  cDb.  La  base  di  questa  calotta 
sarebbe  evidentemente  un  circolo  , che  avrebbe  D b per  raggio  , 
c per  polo, e D per  centro.  La  semicirconferenza  di  questo  circolo 
sarà  dunque  uguale  a MR5  ; e però , se  si  considera  il  semicerchio 
MRZ>  perpendicolare  al  piano  del  circolo  massimo  rcacM,  la  semi- 
circonferenza MR5  apparterrà  alla  superficie  della  sfera.  Si  conce- 
pisca similmente  un  altro  circolo , descritto  su  la  superficie  della 
sfera , dal  polo  a,  con  l’intervallo  an  = «N.  Poiché  i diametri  Mà, 
N/z  di  questi  due  circoli  si  tagliano  in  un  punto  P , le  loro  circon- 
ferenze convien  che  si  taglino  nel  punto  R;  giacché  se  il  punto  P è 
comune  ai  diametri  , è duopo  che  l’ordinata  PR  sia  comune  alle 
circonferenze.  Se  dunque  an  è la  distanza  dal  punto  R al  punto  a 
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sulla  superficie  della  sfera , e cb  la  distanza  dal  punto  R al  punto  cj 
si  concepisca  un  triangolo  acR  sopra  la  superficie  della  sfera,  e si 
conoscerà  eh1  esso  è uguale , per  costruzione , al  triangolo  dato  ABC. 
L’angolo  cercato  C è l’angolo  acR,  che  è d’egual  numero  di  gradi 
(394)  dell’arco  di  parallelo  All.  Ma  AR  = D.  Dunque  D = C, 
come  dovea  dimostrarsi. 

Or  si  consideri  che  nel  triangolo  rettilineo  RDE,  ER  I DR  ! I 
sen.D  I sen.DER,  (49)-  Ma,  per  costnizione  , ER  = -N/i  = 
sen.an  ( 18)  ==  sen.AB.  E similmente  DR=  IMA  = sen.cA  = 
sen.BC.  Di  più  vedemmo  or  ora  che  D = C.  Dunque  l’ analogia 
diviene,  sen.AB  ! sen.BC  II  sen.C  I sen.DER,  e per  conse- 
guenza (VII.  C),  DER  = A,  come  si  avanzò  (5o3). 

505.  Abbiamo  veduto  (5o3)  come  si  trovi  un  angolo,  conos- 
cendo i tre  lati.  Se  i dati  fossero  i tre  angoli , per  avere  il  valore 
di  un  lato  la  stessa  costmzione  servirebbe  , facendo  uso  del  trian- 
golo suppleincntario  , cioè  impiegando  il  supplemento  a i8o°di 
ciascuno  degli  angoli  dati.  Con  questi  valori,  l’angolo  A si  chiamerà 
BC , l’ angolo  B si  chiamerà  AC,  e l’ angolo  C si  chiamerà  AB,  (440). 
Allora , se  il  lato  cercato  è , per  esempio , BC , si  cercherà  in  vece 
l’angolo  A,  di  cui , trovato  che  sia,  prendendo  il  supplemento  , 
questo  sarà  il  valore  del  lato  richiesto  BC. 

506.  Se  fossero  dati  due  lati,  e un  angolo  compreso , si  trove- 
ranno il  terzo  lato,  e qualunque  degli  altri  due  angoli,  nel  modo 
seguente.  Si  taglieranno  due  archi , cb,  ca , eguali  ai  lati  dati  : nomi- 
nando cb  quello  opposto  all’angolo  cercatoci  tirerà  (5o3)  la  corda 
MA , e dall’  estremità  a dell’  altro  lato  ca  il  raggio  am  , m essendo 
il  centro  del  circolo  nacM..  Sopra  MA  si  descriverà  il  semicircolo 
MRA,  di  cui  si  prenderà , dalla  parte  ove  stanno  gli  archi  cA,  ca, un 
arco  AR,  uguale  all’  angolo  dato.  Dal  punto  R si  calerà  la  perpen- 
dicolare RP  , e si  tirerà  il  raggio  DR.  Indi  per  il  punto  P si  farà 
passare  una  corda  N/i,  la  qual  sia  perpendicolare  ad  am.  E tosto 
si  avrà  nell’  arco  aN  ,0  in  an,  la  misura  del  lato  ignoto  nel  triangolo 
dato. 

Quindi 
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Quindi,  presa  RE  uguale  alla  metà  di  N/2,  (5o3),  sarà  DER 
uguale  all’angolo  richiesto.  Tutte  queste  operazioni  sono  manifes- 
tamente fondate  sopra  la  costnizione  (5o3). 

5oj.  Se  i dati  fossero  due  angoli,  e il  lato  compreso , si  tro- 
veranno il  terzo  angolo  , e qual  si  voglia  degli  altri  due  lati , pren- 
dendo i supplementi  det  lato  e degli  angoli  dati  , come  si  fece 
(5o5) , e risolvendo  il  triangolo  nel  modo  indicato  (5o6).  Il  sup- 
plemento del  lato  che  si  troverà,  sarà  l’angolo  cercato;  il  supple- 
mento dell’  angolo  che  si  troverà  , sarà  il  lato  cercato. 

5o8.  Ometto  di  risolvere  il  triangolo,  quando  i dati  sono,  due 
lati,  ed  un  angolo  opposto,  o vero  due  angoli,  e un  lato  opposto: 
i°.  perchè  questi  sono  i casi  dubbj  ; 2°.  perchè  sono  i meno  fre- 
quenti in  pratica  ; 3°.  perchè  la  soluzione  grafica  di  essi  è molto  più 
laboriosa  di  quelle  date  di  sopra,  e però  non  credo  che  meriti  , 
in  questi  casi,  d’essere  anteposta  giammai  al  calcolo  numerico. 
Con  questo , trascurando  i minuti  secondi , non  v’  è alcuna  solu- 
zione d’un  triangolo  sferico,  la  qual  costi  cinque  minuti  di  tempo, 
c si  ha  sempre  una  precisione  molto  maggiore  di  quella  che  possa 
aversi  con  la  riga  e col  compasso. 


CAPITOLO  XVII I. 

Comparazione  de’  Triangoli  sferici  ai  rettilinei. 

509.  Eseguirò  questo  assunto  in  tre  modi.  i°.  Farò  la  compa- 
razione di  un  triangolo  sferico  , col  triangolo  rettilineo  formato 
dalle  corde  degli  archi , che  sono  i lati  del  primo  : il  che  è forse 
nuovo , ma  pur  conveniente , per  quel  che  mi  pare , ad  un  Trattato 
delle  due  Trigonometrie. 

20.  L’uso  di  considerare  e risolvere  come  rettilinei  i piccoli 
triangoli  sferici  rettangoli  essendo  molto  frequente  e comodo,  cosi 

Nn 
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determinerò , In  tutti  I casi , i limiti , ai  quali  può  estendersi  tal 
licenza,  mediante  una  facile  correzione  : questa  sarà  una  compara- 
zione tra  le  forinole  della  Trigonometria  sferica  e quelle  della  retti- 
linea. 

3°.  Avendo  scoperto , con  questa  investigazione  , che  quando 
l’ angolo  retto  è formato  da  un  arco  di  cerchio  minore  ( come  suc- 
cede , per  lo  più,  in  Astronomia),  l’errore,  non  per  anco  avvertito, 
eh’  io  sappia,  sull’angolo  retto,  può  influire  sensibilmente  sui  ri- 
sultali , somministrerò  i mezzi  per  evitarlo. 

5io.  La  differenza  dall’arco  alla  corda  si  può  determinare  con 
quanta  approssimazione  si  voglia, per  mezzo  dell’ultima  equazione 
( i52).  Se  gli  archi  sono  piccoli,  queste  differenze  sono  proporzio- 
nali ai  cubi  de’ medesimi , qualora  non  si  pretonda  maggiore  ap- 
prossimazione di  quella  che  dà  il  primo  termine  del  secondo 
membro  della  detta  equazione.  Per  l’arco  di  i°  la  differenza  è 
o " , 04569  ; il  suo  logaritmo  8, 6598  : aggiungendo  a questo  il  triplo 
del  log.  di  un  arco  (non  maggior  di  8°)  espresso  in  gradi  e decimali 
di  grado,  si  avrà  il  log.  della  differenza  esatta  da  quest’  arco  alla  sua 
corda  in  secondi  e decime  di  secondò.  Si  può  ancora  moltiplicare 
per  R°,  o perR',  o per  R",  (262),  il  doppio  seno  della  metà  di 
un  arco  qualunque  ( 18) , e si  avrà  il  valor  della  corda  in  gradi  , o 
in  minuti,  o in  secondi.  Questo  valore  , comparato  con  quello 
dell’  arco  , darà  la  differenza  cercala. 

5n.  Per  determinare  la  differenza  dagli  angoli  sferici  ai  retti- 
linei , proponiamoci  di  risolvere  il  seguente  problema. 

In  un  triangolo  sferico  qualunque  , dati  due  lati,  c l’angolo 
compreso  , trovar  l’angolo  rettilineo  corrispondente.  (Intendo  per 
corrispondente  l’angolo  formato  dalle  corde  dei  lati  dati). 
rig.59  Sia  ABC  un  triangolo  sferico  , cioè  formato  da  tre  archi  di 
raggio  eguale , e abe  il  triangolo  formato  dalle  loro  corde.  Il  primo 
dà  (VII.  2 6a),  cos.BC  = cos.A  sen.AB  sen.AC  -4-  cos.AB  X 
cos.AC,  o vero  (I.  22"),  1 — 2sen.*  jBC  = cos.A  sen.AB  X 
sen.AC  -+-  (1  — asen.'IAB)  (i  — asen.’  ìAC).  E però 
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2 sen.’ ì AB  h-  asen.alAC  — 2sen.’;BC  = cos.A  sen.AB  X 
sen.AC  H-  4sen-’  ;AB  sen.1  jAC.  11  triangolo  abc  dà  (III.  20*), 
be'  = ab'  -+-  ac'  — 2 ab  X ac  cos .a.  Ma  bc  = 2sen.jBC, 
(18)  : trasformando  le  altre  corde  nel  modo  stesso,  l’ equazione 
diviene  , 4 sen.’ jBC  = 4 sen.1 3 AB  -+-  4 sen1  ì AC  — 8 sen. ì AB 
sen.  j AC  cos.a,o  vero  2 sen.1 1 AB  2 sen. ’ ì AC  — asen.'i  BC  = 

4 sen.j AB  scn.ìAC  cos.o.  Ponendo  il  valore  del  primo  membro  , 
trovato  di  sopra,  si  ha  cos.A  sen.AB  sen.AC  -4-  4sen.1ìAB  X 
scn.^AC  = 4 scn.jAB  sen.ì AC  cos.a.  Dividendo  per 4 sen.  j AB 
sen.  ì AC,  e osservando  che  sen.AB  sen.AC  = 4 sen.  j AB  X 
cos. j AB  sen. j AC  cos. ì AC,  (I.  6a ) , trovo  una  forinola  molto  sem- 
plice , che  risolve  generalmente  il  problema  proposlo  ; ed  è 

(A)...  cos.a  = cos.A  cos.jAB  cos.jAC  -+-  scn.iAB  scn.lAC. 


Facilmente  si  conchiude  da  questa  forinola  i°.  che  l’ angolo  sfe- 
rico ottuso,  o retto  , è sempre  maggiore  dell’angolo  rettilineo  cor- 
rispondente ; 20.  che  l'angolo  sferico  acuto  è minore  del  rettilineo 

corrispondente,  qualunque  volta  sia  cos.A  > ^7-^ AJ— ■ . 

5i2.  Dalla  forinola  (A)  si  passa  agevolmente  alla  soluzione  del 
problema  inverso. 

In  un  triangolo  rettilineo  abc,  dati  due  Iati  e V angolo  com- 
preso , trovar  l’ angolo  dei  due  archi  AB , AC , di  cui  i lati  dati  sa- 
rebbero le  corde. 


La  formola  (1. 18*)  dà  cos. ì AB  cos.jAC  = \/(i  — sen.1!  AB) 
(1  — sen.’j.AC).  Ora  sen.jAB  = \ab  , e sen.^AC  = \ac. 
Facendo  queste  sostituzioni  nell’  equazione  (A) , si  ha  la  se- 
guente : 


(B)...  cos.A  — 


\A>  — 


COS.4  — \ nh  X 

iat)  (i  -\-iab)  (1  — 4<it)  (1  +;«)' 


Per  calcolar  questa  formola  , bisogna  assumere  un  valore  de’ lati 
ab , ac , tale  che  possano  esser  corde  di  un  circolo  che  ha  l’unità 
per  raggio  ; il  che  si  otterrà  facilmente , dividendo  il  valor  de’  lati , 

Nnij 


Digitìzed  by  Google 


284  Cap.  XVIII.  Comparazione 
Fig.59  dato  in  piedi  , tese , o altra  misura  , per  qualche  potenza  di  10 , 
tale  che  alcun  de’  lati  non  resti  maggiore  di  2,  che  è la  corda  mas- 
sima, posto  R = 1. 

5i3.  Se  AB  = AC,  e per  conseguenza  ab  = ac,  le  forinole 
(A),(B)si  riducono  alle  seguenti(C) , (D).  Infatti  allora  cos.a= 
cos.  A cos.®  jAB— t-  sen.’j AB , e però  (I.  22*,  3') , 1 — 2sen.®  ja  = 
(i  — 2scn.s3A)  cos.’ìAB  -+-  1 — cos.3  ì AB;  donde  si  cava 


(C)...  scn.ìa  = sen.jA  cos.jAB. 


Ma  cos.ìAB  = \/(  1 — sen.'ì AB)  = \/(  1 — \ab*).  Dunque 

(D)...  scn.jA  = , _ iuù)  (l 


La  formola  (C)  fa  vedere  che  l’angolo  verticale  di  un  triangolo 
sferico  isoscele  è sempre  maggiore  dell’angolo  rettilineo  corris- 
pondente. 

5 14.  Finalmente  se  A = 90°,  le  fòrmole  (A),  (B)  danno' 


(E)...  cos.a  = scn.jAB  scn.ìAC  = [ab  X jac. 


Tutte  le  forinole  precedenti  sono  generali  e rigorose , qualunque 
sia  la  grandezza  del  triangolo.  Ma,  se  un  triangolo  sferico  rettan- 
golo è piccolo , si  potranno  mettere  gli  archi  in  vece  de’  seni  nella 
formola  (E),  e come  cos.a  = scn.(90°  — a)  = 90®  — a,  si 
avrà  in  secondi  la  piccola  differenza  dall’angolo  retto  sferico  all’  an- 
golo rettilineo  corrispondente , dalla  formola  seguente  clic  suppone 
presi  in  secondi  gli  ardii  AB , AC. 


(F)...  90®  — a 


ì ab  x t ac 

R" 


Questa  formola  non  commette  l’error  di  1",  quand’anche  la 
somma  de’  lati  fosse  di  10®. 

Che  se  l’ipotenusa  non  è maggiore  di  i°3o',si  può  mettere 
BC  sen.Cin  vece  di  AB,  e BC  cos.C  in  vece  di  AC,  (21 3 , 1 1*,  12*)  ; 
il  che  dà  AB  X AC  = BC®  sen.C  cos.C  = ìBC®  sen.2  (90° — B) 
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— ;BC*  sen.2B.  E però  la  differenza  cercata  si  ha  pure  dalla 
forinola  seguente  : 


(G)...  90°  — a 


(-7  BC)*  scn.aC 

7ÌF 


(tBC)*  sen.aR 
aR* 


Se  BC  = i°  3o',  e B = C = 45°  presso  poco,  si  trova  90°  — 

n=i7",7. 

5i5.  Ferma  l’ipotesi,  che  l’ ipotenusa  non  sia  maggiore  di 
i*  3o',  passo  a considerare  gli  angoli  obliqui. 

La  formola  (A) applicata  all’ angolo B , per  esempio,  dà  cos .b=± 
cos.B  cos.  j AB  cos.  jBC  H-  sen.;AB  sen.jBC.  Ma  cos.;  AB  X 
cos.;BC  = (i  — 2sen.J;AB)  (1  — 2scn.J;BC)=  1 — 2sen.a;AB 
— 2sen.J;BC,  negligendo  la  quantità  4sen.a  jAB  sefi.a;BC, 
che  è affatto  insensibile  nell’ipotesi  presente.  Sostituendo  l’ ultimo 
valore  di  cos.;  AB  cos.;BC  , e mettendo  gli  archi  in  luogo  de’  seni , 
si  lia  cos .b  = cos.B  — £ cos.B  (AB1  -+-  BC1)  -t-;AB  X ;BC. 
Ma  nell’ultimo  termine  può  supporsi  ,.  senza  errore  sensibile, 
AB  = BC  cos.B.  Dunque  cos .b  — cos.B  = gcos.B(BC1 — AB1) 
= gACJ  cos.B.  Ora(II.  23’),  cos .b  — cos.B  = 2sen.;(B  — b ) 
sen.;(B  -4-  b)  = (B — b)  sen.B,  attesa  l’estrema  piccolezza 
di  B — b.  Dunque  la  differenza , che  passa  da  un  angolo  sferico 
obliquo  all’  angolo  rettilineo  corrispondente  , sarà 


(H)...  B — b 


( 7 AC)*  cot.B 

Tir 


E perchè  AC  cot.B  = AB,  (2i3,  5*),  sarà  pure 

t AB  X t AC 


(K)...  B — b = 


aR" 


5i6.  Collo  stesso  metodo,  si  trova  per  C — c il  medesimo 
valore  (K),il  quale  è visibilmente  la  metà  di  quello  (F).  Dunque 
1°.  per  quanto  siano  diversi  fra  loro  in  grandezza  gli  angoli  obliqui 
d’ un  piccolo  triangolo  sferico  rettangolo,  sempre  è uguale  l’ec- 
cesso dell’uno  all’eccesso  dell’altro  sopra  il  respettivo  angolo  retti- 
lineo corrispondente  ; 2°.  la  somma  di  questi  due  eccessi  è uguale 
•all’eccesso  dell’angolo  retto  sopra  l’angolo  rettilineo  corrispon- 
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dente.  Donde  ne  segue  che  una  sola  delle  forinole  (F),  (G),  (H), 
(K)  basta  per  render  nota  la  differenza  clic  passa  da  ognuno  dei  tre 
angoli  di  un  piccolo  triangolo  sferico  rettangolo  al  respettivo  angolo 
rettilineo  corrispondente. 

517.  Le  forinole  trovate  fin  qui  fanno  conoscere  veramente  la 
differenza  da  un  angolo  sferico  al  rettilineo  corrispondente  ; diffe- 
renza costante  in  un  triangolo  dato.  Quando  poi  si  risolve  un  trian- 
golo sferico  con  le  forinole  della  Trigonometria  rettilinea , l’errore 
che  si  commette  sugli  angoli  è d’ un’  altra  specie.  Mi  sembra  che 
questo  errore  non  possa  chiamarsi  la  differenza  dall’  angolo  sfe- 
rico al  rettilineo  , poiché  in  un  medesimo  triangolo  si  ha  un  errore 
diverso  siili’  angolo  stesso,  secondo  che  questo  si  cerca  col  mezzo 
di  certe  parti  del  triangolo  , o pur  col  mezzo  di  certe  altre.  Il  Sig. 
de  la  Lande  (Mémuircs  Acad.  1763)  ha  determinato  l’errore  sugli 
angoli  obliqui  d’un  piccolo  triangolo  sferico  rettangolo  , trovati  col 
mezzo  dei  due  lati.  Seguirò  le  traccie  del  celebre  Autore  per  inves- 
tigare, in  tutti  i casi,  gli  errori  che  si  commettono  usando  le  for- 
inole della  Trigonometria  rettilinea  per  risolvere  i piccoli  triangoli 
sferici  rettangoli.  Questa  ricerca,  che  èia  seconda  propostaci  (609) , 
porgerà  un  nuovo  mezzo  molto  comodo  per  ottenere  i piccoli  ar- 
chi con  somma  precisione  , e molto  maggiore  di  quella  che  possa 

« sperarsi  dalle  forinole  ordinarie,  calcolale  col  mezzo  delle  tavole 

de’  logaritmi  con  sette  decimali. 

5 18.  In  un  triangolo  sferico  ABC  rettangolo  in  A,  data  l’ipo- 
tenusa BC , non  maggiore  di  4%  e dato  un  angolo  , per  esempio  B , 
trovare  l'errore  e che  si  commette  cercando  il  lato  opposto  AC  col 
mezzo  della  Trigonometria  rettilinea. 

La  Trigonometria  sferica  dà  sen.AC  = sen.BC  sen.B.  Dunque 
(149),  (W),  AC  — gAC1  = sen.B  (BC  — jBC3).  In  questa 
trasformazione  ho  negletto  le  quantità  di  quinto  ordine , e degli 
ordini  superiori , giacché  la  quinta  potenza  di  un  arco  di  40  divisa 
per  120  non  vale  o",  01.  Si  ha  dunque  AC  = BC  sen.B  — r 
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j(BC3  sen.B  — ACJ).  Per  la  Trigonometria  rettilinea  si  ha  AC  = 
BC  sen.B.  Questa  forinola  dunque  dà  il  lato  AC  troppo  grande 
della  quantità  ì(BC3  sen.B  — AC3).  Ma  , posta  la  massima  di 
negligere  le  quantità  di  quinto  ordine,  la  penultima  equazione , ele- 
vata al  cubo,  dà  AC3  = BC3  scn.3  B.  Dunque  e = — j BC3 
sen.B  (i  — scn.’B)  : e finalmente  per  aver  questo  errore  in  se- 
condi (noi  supponiamo  sempre  che  i lati  sono  pesi  in  secondi), 

e = — BC  sen.B  X 6H.R« 

Se  BC  = 40,  e B = 35°  1 6';  che  è il  caso  del  valor  massimo 
(141)  di  sen.B  cos.3B;  si  trova  c—  — 4",  5 o.  Conche  si  vede 
(e  s’intenda  detto  per  tutti  i seguenti  problemi  )quanto  sarebbe  fa- 
cile formare  una  tavola  di  questo  errore , o trova  io  di  volta  in  volta, 
giacché  log.BC  si  tien  pronto  nel  calcolo  di  BC  sen.B  , i loga- 
ritmi di  6 c di  II"  si  hanno  a memoria,  e basta  impiegarli  con 
quattro  decimali , egualmente  che  quello  di  cos.B  : tutto  ciò  può 
costar  men  fatica  , che  il  computare  le  parti  proporzionali  per 
avere  d logaritmi  di  sen.BC,  e di  sen.AC,  risolvendo  il  triangolo 
come  sferico  ; e questi  logaritmi  non  darebbero  forse  mai  i cente- 
simi di  secondo  con  quella  esattezza,  con  cui  possono  aversi  im- 
piegando, nel  calcolo  dell’  equazione  AC  = BC  sen.B  , i logaritmi 
de’ numeri,  con  sette  decimali. 

519.  Tenendo  fermi  i dati  del  problema  precedente,  ed  usando 
sempre  il  metodo  stesso,  trovare  il  lato  AB  adjaccntc  all’an- 
golo dato. 

Poiché  (43o,  2*),  tang.AB  = cos.B  tang.BC,si  avrà  (1 53), 
(U),  AB  -f-jAB3  = cos.B  (BC  -+-1BC3).  E però  AB  = BC  cos.B 
H-|(BC3  cos.B  — AB’).  Dunque  e = jBC3 cos.B  (i  — cos.’B),. 
o vero 

c — BC  cos.B  X 3R-..-R,-.  - . 

Questo  errore  è in  senso  contrario  del  precedente.  La  stessa  tavola 
dell’  errore  di  AC,  (5i8),  darebbe  anche  quello  di  AB,  cercan- 
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dolo  con  l’ argomento  (90°  — B)  in  cambio  di  B,  e prendendo  il 

doppio  dell’  errore  dato  dalla  tavola. 

5 20.  Fermi  ancora  i medesimi  dati , trovare  F altro  angolo  C. 

Poiché  (23o,  3*),  cot.C  = cos.BC  tang.B  = tang.B(i  — iBC1), 
(1 54 ) , (Y) , se  si  pone  C = 90°  — B -t-  e,  si  avrà  cot.C  = 
tang.(B  — e)  : e per  conseguenza  tang.B  — tang.(B  — e)=;BC* 

tane.B  = — ,7  ' -,  (II.  24').  Mettendo  cos.B  invece  di 

cos.(B  — e) , ed  e in  vece  di  sen.c,  si  ha 

scn.aB 


e = (;BC)*  X 


R" 


Questa  formola  è molto  comoda , poiché  sola  basta  a far  conos- 
cere il  valore  di  C.  Essa  non  è atta  veramente  a dare  i centesimi 
di  secondo  quando  sia  BC  > i°3o':  ma  rare  volte  l’errore  sarà 
di  un  decimo  di  secondo  quando  sia  BC  < 3°. 

52i.  Data  l’ ipotenusa  BC,  non  maggiore  di  3°,  e un  Iato , come 
AB,  trovare  F angolo  opposto  C. 

Si  ha  (230,9  ),sen.C  iC1)-Bc  bc  — t Be' — Se  ^ T^Tbc*' 
Chiamando  C — e l’angolo  che  si  trova  per  la  Trigonometria 
rettilinea , si  ha  sen.C  — sen.(C  — c)  = ^ (]  Zlue  — 

= ^ X ITbc^  = 2sen.ìe  cos.(C  — ìc),  (II.  22*).  Negli- 
gendo nel  denominatore  il  termine  BC1,  il  quale , effettuando  la 
divisione  , non  darebbe  che  quantità  d’ordini  superiori  al  terzo, 

« ha  e = = *AB  X AC,  (2i3;  14*,  12*).  Per 

formare  una  tavola,  si  avrebbe  dunque 


* = 6^  X t/(BC  _ AB)  (BC  -h  AB), 


E per  correggere  l’angolo  C ottenuto  con  la  formola  sen.C  = 
gc  sarebbe  più  comoda  la  seguente  : 

„ AB  x BC  cos.C 

‘ e 6K" 

Questo 
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Questo  errore  ò tre  volte  più  piccolo  di  cpiello  clic  abbiamo  tro- 
vato (5ao)  per  lo  stesso  angolo  C , quando  i dati  erano  l’ ipotc- 
nusa e l’altro  angolo.  È facile  il  confronto  dei  due  valori  di  e , 
ponendo  nell’ ultima  forinola  BC  cos.B  in  vece  di  AB , e sen.B 
in  vece  di  cos.C.  Con  che  si  vede  la  verità  di  quel  che  ho  avan- 
zato (5 1 7 ). 

522.  Coi  medesimi  dati trovare  l’angolo  adjaccnle  B. 

La  Trigonometria  sferica  dà  cos.B  = cot.BC  tang.  AB  ; e la  retti- 
linea cos.(B  — e)  = ^ . Dunque  cos.  (B  — e)  — cos.B  = 

AB  AB  -4- 4 AB’  AB  f 3-4-  AB-\ AB  w RC-  — AB*  „ 

BC  BC  -4-  - BC1  BC  \ 3 + BCy  BC  * 3 -4-  I1C-  C * 

sen.B  , (IL  23“ ).  E per  conseguenza  c = ^"cn>B  X 3 ^Tic- 
= jAB  X AC,  (2i3,  io1),  negligendo  nel  denominatore  il  ter- 
mine BC*,  per  lo  stesso  motivo  addotto  (52i).  L’crroic  in  questo 
caso  è dunque  doppio  di  quello  che  abbiamo  trovato  (52i)  per 
l’angolo  C ; sicché  le  medesime  forinole  serviranno  per  determi- 
nare ambi  gli  angoli.  Bensì  per  avere  nel  problema  presente  il  va- 
lore di  c con  quel  grado  maggiore  di  esattezza , che  può  sperarsi 
dalle  tavole  nel  valore  di  (B — e) mediante  la  forinola  cos.  (B  — c) 
= ^ , convien  che  l’ ipotenusa  non  sia  maggior  di  2°. 

523.  Coi  medesimi  dati,  trovare  l’altro  lato  AC. 

Poiché  cos.BC  = cos. AB  cos. AC,  sarà , negligendo  le  quantità 
di  sesto  ordine  , 1 — iBC1  -4-  ^ BC4  ==  (1  — 1AB1  -t-  ± AB4) 
( i — ìAC1  -4-  jjAC4)  = 1 — 4 AB’  — jAC*  -+-  j;AB4  -1-  ±AC* 
-4-1  AB1  X AC1.  Riducendo , moltiplicando  per  2,  e trasportando,’ 
si  ha  BC1  = AB1  -4-  AC1  -4-  ^BC4  — £ AB4  — ^AC4  — i AB1  X 
AC\  Ma,  negligendo  sempre  le  quantità  di  sesto  ordine,  questa 
equazione , elevata  al  quadrato  , dà  BC4  = AB4  -4-  2 AB1  X AC* 
-t-  AC4.  Dunque,  sostituendo  questo  valore  di  BC‘ nell’  equazione 
precedente , si  avrà  BC1  = AB1  -4-  AC1  — jAB1  X AC1,  o vero 
v/(BC*  — AB1)  = AC  \/(i  — j AB1).  Sviluppando  quest’  ultimo 
binomio  , e negligendo  le  quantità  di  quinto  ordine  , ho  AC.fc 

Oo 
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y/(BCJ  — AB’)  -t-  ^AB1  X AC.  In  questo  ultimo  termine  si 
può  mettere  senza  scrupolo  il  valore  di  AC  dato  dal  primo  ; con 
che  si  ha  finalmente 

e = — ^ X v^BC  — AB)  (BC  -f-  AB). 

Questa  forinola  dà  i centesimi  di  secondo,  purché  l’ipotcnusa  non- 
sia  maggiore  di  40. 

Come  l’uso  di  questo  problema  è frequente , così  giova  avver- 
tire , che  quando  si  è calcolato  il  valore  di  AC  con  la  forinola 
(2i3,  141)  , resta  solo  da  moltiplicarlo  per  , a fine  di  avere 

la  correzione  del  detto  valore. 

524.  Dati  un  lato , e l’angolo  opposto,  come  AC  e B , trovare 
V altro  angolo  C. 

Poiché  sen.C  = c^”A^ , se  si  fa  C = 90°  — B -he,  sarà 

cos.  (B  — e)  = = cos.B  X (1  — fAC’)”  ‘ = cos.B 

H-  jAC1  cos.B,  negligendo  le  quantità  di  quarto  ordine.  E però 
cos.(B  — e)  — cos.B  = jAC1  cos.B  = e sen.Br  (II.  a3‘).. 
Laonde 

AC*  X eot.B  . 

e — Tir  . 

Questa  forinola  dà  i centesimi  di  secondo  ",  quando  la  somma 
de’ lati  o vero  (AC  -4-  AC  eot.B)  < 2°  40'.  Se  si  volesse  formare 

una  tavola  con  tal  precisione  fino  ad  (AC  -+-  AC  eot.B)  = 8 , 

. , , , . AC*  eot.B  /.  , 5 ac*  ^ 

bisognerebbe  adoprar  la  seguente  e = - (^  -4-  -jir  ) 

f*  5 bastando  impiegare  nell’  ultimo  termine  il  valore  di  e 
dato  dal  primo. 

525.  Coi  medesimi  dati,  trovare  F altro  lato  AB. 

Poiché  sen.AB  = eot.B  tang.AC,  sarà  AB  — jAB3  = eot.B 
(AC  -f-]ACJ);  onde  AB  = AC  eot.B  -H3AC3  eot.B  -+-  ì-AB3. 
E però  e = jAC3  eot.B  -+-  £AC3  cot.3B,  o vero 

e = AC  X eot.B  X 3 C1  *-4r  ìcot.*B)* . 
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Questa  forinola  e la  seguente  danno  i centesimi  di  secondo , quando 
(AC  -h  AC  cot.B)  < 8°. 

Ó2Ó.  Coi  medesimi  dati , trovare  V ipotenusa  BC. 

La  seconda  equazione  (5i8  ) dà  BC  = — ,77b)* 

E per  conseguenza  e = i(BC3  — -^)  = ^ — i)  , 

o vero 

AC  v/  AC*  cot.’B 
e IcoTB  * 6 R " R 11  • 

527.  Dati  un  Iato , c l’angolo  adjaccntc , come  AB  e B , trovare 
l’angolo  opposto  C. 

Cos.C  = sen.B  cos.AB=scn.B  (i  — ìAB3).  Or  sia  C = 900  — 
B -f-  e ; sarà  sen.B  — sen. (B  — e)  = 1ABJ  sen.B  = e X 
cos.B,  (II.  22*).  Dunque 

_ AB*  tang.B 
e a R"  * 

Questa  forinola  dà  i centesimi  di  secondo, quando  (AB-+-  AB  tang.  B) 
< 2*4or-  Questo  limite  può  portarsi  a 8°  con  la  seguente  , e = 

ABaft),ng'B  ( i — TTTT'Tr7)  — » bastando , per  calcolare  l’ul- 

timo  termine  , il  valore  di  e dato  dal  primo. 

528.  Coi  medesimi  dati , trovare  l’ altro  lato  AC. 

La  seconda  equazione  (525)  dà  AC  = AB  tang.B  — jAB5  X 
tang.B  — jACJ.  Dunque  e = — £AB*  tang.B  — jAB3  tang.3B, 


o vero 

e — — AB  tang.B  X 6R.BR.  (i  + 2 tang.’B). 

Questa  formola  dà  i centesimi  di  secondo  , se  (AB-t-  AB  tang.B) 
< 8°. 

529.  Coi  medesimi  dati  , trovare  l’ ipotenusa  BC. 

La  terza  equazione  (519)  dà  BC  = — j (BC5  — 

r»  » „ , / AB1  AB1  \ AB’  / i ..  \ 

Dunque  e I Qcos.'B  cos.B/  3cos.B  (cos.’B  *_)» 


o vero 


AB  y.  AB*  tang.’B. 

c — ««75  * 3 • 


Il  limite  è lo  stesso  che  quello  (528). 


Oo  ij 
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53o.  Dati  due  iati,  AB , AC , la  aii  somma  non  sia  maggiore 
di  40,  trovare  uno  degli  angoli , come  B. 

La  Trigonometria  sferica  dà  tang.B  = — S_i£l  • e la  rettilinea 

0 O 6c-n.AU  7 • 


tang.(B  — c)  — Dunque  tang.B  — tang.(B  — e)  — ~ 

(1  +tAC‘  \ A C.  a AC’  -t-  AB*  <■  /TT  XT  f 

1—  tAI!'  A»  ^ 6 — AB'  cos.MS  ’ (^  ’2/i  )•  1_ 

gelido  nel  denominatore  il  termine  AB2,  il  qual  non  darebbe,  con 
la  divisione , che  quantità  d’ordini  superiori  al  terzo  , e ponendo 


ac 


AM 

BC 


-,  in  vece  di  cos.2B,  BC2  in  cambio  di  AC2  -+-  AB2,  si  ha  c 
iAB  x AC  X — ; AB  XAC(i+  g-!),  o vero 


AR  X AC 
6R" 


(1  -+-  sen.’B). 


53i.  Dati  due  lati,  AB,  AC,  la  cui  somma  non  sia  maggiore  di. 
8°,  trovare  V ipotenusa  BC. 

Abbiamo  ottenuto  (5a3),  BC2  = AB2  h-  AC2  — ;AB*  X 
AC2.  Dunque  BC  = ^AB2  -1-  AC2  — jAB2  X AC2)/,  e per- 
via della  forinola  Neutoniana,  negligendo  le  quantità  di  quinto  or- 
dine , BC  = \/(AB2  -H  AC2)  — 4'^,.  Laonde 

_ AB*  X ACV  ■ 

' e ÓR"  R"  »/(  Al)‘  4-  AC‘)  * 

* / ' ■ 1 ' | , . t . • * ' 

Siccome  il  presente  problema  occorre  frcqnentissimamente  , cosi 
do  qui  pronto  il  log.  costante  8,59300  = log.  61l„'  ir . 

Per  darmi  esempio  dell’ utilità  della  nostra  formola,  siano  AB  = 
4°  1 ' 1 3 " , AC  =s=  3’  55'  17";  si  troverà,  facendo. uso  de’  logaritmi 
ton  sette  decimali,  \/(AB2  -4-  AC2)  = 5°  36'  67",  76.  Quindi 
log.  — 0 = 8,69300  -+-  2 log.  AB  h- 2 log.  AC— log,  v/(  AB2 -t-  AC2) 
= o,  90787 ; c per  conseguenza  c — — 8 ", 09,  e l’ipotemisa  cer- 
càta  BC  ==  5°  36'  49" , 66,  senza  errore  nè  pur  di  uri  centesimo 
di'secondo.  La  formola.  ordinaria  cos.BC  = cos.AB  cos.ACnon; 
dà  esattamente  nè  pure  i secondi , quando  BC  sia  minore  di  40,  Q- 
coinmette  errore  tanto  piii  grave , quanto  più  BC  sia  minore  di  40. 

L’espressione  \/(AB2  -+-  AC2)  si  calcola  ordinariamente  per 
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mezzo  di  un  angolo.  Si  ha , per  esempio,  tang.B  ==  ^ , indi  BC  o 

v/(AB*  -+-  AC1)  = ^-g.  Si  avverta  che  in  quest’  ultima  equa- 
zione deve  impiegarsi  l’angolo  B quale  è dato  dalla  precedente  , 
senza  applicarvi  la  correzione  (53o)  : qui  cade  opportuno  l’uso  del 
metodo  (200). 

532.  Dati  i due  angoli,  c onvien  sempre  cercare  in  primo  luogo 
l’ ipotenusa,  con  la  forinola  (407)  ; indi , con  l’ ipotenusa  e un  an- 
golo , potranno  trovarsi  i lati , coi  mezzi  somministrati  (5 1 8 , 5 1 9 ). 


533..  Coi  metodi  precedenti , si  può  anche  risolvere  un  trian- 
golo, nel  quale  un  lato  solo  sia  piccolo.  Ne  darò  un  esempio.  Sia 
P il  polo  artico,  A l’ Osservatorio  reale  di  Parigi,  M la  città  di  j-;,7 
Marsiglia  , o sia  quel  punto  di  essa , il  qual  servì  di  segnale  nelle 
operazioni  ; e sia  ME  un  arco  di  circolo  massimo , perpendicolare 
sopra  AE.  Suppongo  che , per  una  catena  di  triangoli,  e coi  metodi 
(34i)  , sia  stata  determinata  la  distanza  ME  da  Marsiglia  al  meri- 
diano di  Parigi , di  126210  tese  , e la  distanza  AE  alla  perpendi- 
colare, di  3 1 4 1 3 1 tese.  Dissi  (4 1 6)  che  ME  si  chiama  anche  la  dif- 
ferenza di  longitudine , e AE  la  differenza  di  latitudine  fra  i due 
luoghi  di  cui  si  tratta  : ma  queste  denominazioni  sono  inesatte  ed 
improprie,  poiché  la  differenza  di  longitudine  è veramente  l’an- 
golo P,  e la  differenza  di  latitudine  l’arco  AL,  posto  PL  = PM. 
Però , dati  ME , AE , se  ne  deduce  facilmente  il  valore  di  P , e di 
AL , supponendo  che  si  conosca  la  distanza  di  uno  de’  due  luoghi 
dal  polo.  Infatti,  siaAP=4^09,  se  si  riduce  AE  in  secondi, 
con  la  proporzione  (290) , si  trova  AE  = 5°  3o'  4",  5;  e per  con- 
seguenza PE  = 46°  39'  5o"  ,5.  Allora  nel  triangolo  PEM  ret-; 
tangolo  in  E si  ha  (VI.  i4‘)>  cot.P  = sen.PE  cot.ME  , o vero 
tang.P=  Laonde  P-t- 5 P = — - ^ , cP  = tt— E 

(1  -+-  jME1)  — jP\  Ponendo  al  solito  invece  di  P3,  (il che 
suppone  che  si  negligano  le  potenze  superiori  alla  quarta),  si  ha 

p = tSe  0 ■+*  i ME1  X 1 — , e per  conseguenza  P = 
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X (i  — 3 ME1  X cot.’PE).  Ecco  il  calcolo  di  questa  for- 
inola. 


log.  ME  = 126210  tese 
compl.log. (R== 327 1686  tese) 

log.  ( ME  in  parti  di  R = 1 ) 

log.R" 
compì,  log.  sen.  PE 

l0S-  jcn.l'E 

compì,  log.  3 
log.  ME , preso  qui  sopra , 
idem 
log.cot.PE 
idem 

ME1  cor.*  PE 


log.. 


3sch.PE 


5, 1010938 

3,4852284 

8, 5863222 
5, 3 144261 
o,  l3826l3 

4, 0390086= log.  10939 ",  78 
9, 6229 

8,5863 

8,5863 

9*9747 

9*9747 

0,6889  = log.  — 4",  83 


Onde  P = 10934",  95  =s=  3° 2*  14", 95. 

Per  aver  AL , P equazione  ordinaria  cos.PM  = cos.PE  cos.ME 
mi  sembra  la  più  comoda , giacché  AL  = PM  — PA. 

534.  Or  passo  esaminare  il  caso  , che  è frequentissimo,  in 
cui  uno  degli  archi , che  formano  l’angolo  retto  , è arco  di  paral- 
lelo , o sia  di  cerchio  minore.  Come  quest’  arco  ne’  piccoli  trian- 
goli non  differisce  sensibilmente  in  lunghezza  dalla  sua  corda , cosi 
il  triangolo  suole  risolversi,  senza  scrupolo , come  rettilineo  rettan- 
golo. Ma  la  verità  è che  l’errore  sull’angolo  retto  può  esser  nota- 
bile , e produrre  nelle  parti  cercate  del  triangolo  alterazioni , non 
per  anco  avvertite , eli’  io  sappia , e pur  maggiori  di  quelle  che 
abbiamo  sin  qui  scoperte.  Questo  ò il  terzo  punto  che  si  è da  noi 
assunto  a trattare  (509). 

rig.6i  Sia  il  piccolo  triangolo  sferico  BAC , rettangolo  in  A relativa- 
mente all’  arco  di  parallelo  CDA,  P il  polo  di  quest’  arco , Ca  l’arco 
corrispondente  di  circolo  massimo.  Se  si  risolve  il  triangolo  BAC 
come  rettilineo , si  fa  uso  nel  fatto  piuttosto  dell’  arco  C« , che 
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dell’  arco  CDA  ; giacché  il  primo  è quello  che  più  si  accosta  alla 
sua  corda  (385) , e per  conseguenza  alla  linea  retta.  Ma  l’angolo  a 
è tanto  più  piccolo  o tanto  più  grande  di  90°,  quanto  più  la  dis- 
tanza al  polo  aP  è minore  o maggiore  di  90°.  In  fatti  il  triangolo 
isoscele  CP a dà  (498 , 2*) , cos.a  = tang.j  aC  cot.AP.  Facendo  v 
al  nostro  solito  , e = 90°  — a,  si  ha 

e = jaC  X cot.aP  ; 

la  qual  formola  dà  l’errore  sull’  angolo  che  si  tratta  e considera 
come  retto. 

535.  Supponendo  AP  < 90°,  sarà  a < 90°;  ed  è facile  conos- 
cere clic , se  si  risolve  il  triangolo  BAC  come  rettilineo  rettangolo 
nasceranno  diversi  errori , secondo  che  i dati  sono  diversi. 

Per  esempio , siano  dati  i lati  AB , e ADC  in  parti  di  circolo 
massimo  (392). 

Si  osservi  in  primo  luogo,  che  ne’  piccoli  triangoli , di  cui  si 
tratta  , raro  può  essere  il  caso , in  cui  la  differenza  di  lunghezza  fra 
ADC  e aC  meriti  attenzione.  In  fatti  ADC  = PX  sen.AP,(394), 
e sen.jaC  = sen.AP  sen.AP,  (498,  i*).  Eguagliando  i due  valori 
di  sen.AP  presi  da  queste  equazioni,  indi  riducendo  in  propor- 
zione quella  che  ne  risulta  , si  ha 

P I sen.jP  ADC  I sen.ìaC. 

Col  mezzo  di  quest’  analogia  , si  potrà  ridurre  il  lato  dato  ADC  ad 
aC  ; ma  la  loro  differenza  si  troverà  insensibile  ne’  casi  ordinar]  r 
ne’  quali  non  suole  mai  essere  P > i°  3or. 

Prendendo  dunque  indifferentemente  aC  in  vece  di  ADC  sia 
BaC  (fig.  6 2)  lo  stesso  triangolo  della  fìg.  61  formato  da  tre  archi 
di  circolo  massimo,  e si  nomini  a l’angolo  BaC.  Poiché  a < 90°,  Fig. far 
s’ innalzi  dal  punto  a l’ arco  perpendicolare  aM  = aB , e si  con- 
giunga CM.  Il  triangolo  CaM  sarà  quello  che  si  risolve  effettiva- 
mente, se  coi  dati  aC,  aB  si  risolve  BaC  come  rettangolo.  Per 
conseguenza  si  troverà  l' ipotenusa  CM  > CB , l’ angolo  MCa  < 

BCa , e anche  CMa  sarà  diverso  da  CBa.  Questi  errori  sarebbero 
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rig.6a  differenti , se  i dati  fossero  , per  esempio,  Ber,  BC  : giacché,  ca- 
lando l’arco  perpendicolare  BN , sensibilmente  uguale  a Bn,  il 
triangolo  che  si  risolverebbe  in  tal  caso  sarebbe  BCN. 

536.  Per  applicare  un  rimedio  facile  a tutti  gli  errori  di  questa 
specie,  considero  prima,  che  senza  scrupolo  può  supporsi  NBa  = 
BnM  = 90°  — a = c.  Ciò  posto,  col  mezzo  della  forinola  (534) , 
ho  formato  la  tavola  seguente  de’ valori  di  e in  minuti , _e  decimali 
di  minuto  , supponendo  aC  = 1 ' , e cominciando  dalla  distanza  al 
J1,T  61  P°^°  ^ = IO°’  Per  ev*lare  ^a  variazione  troppo  irregolare  dei  detti 
valori , quando  la  della  distanza  è più  piccola, nel  qual  caso  bisognerà 
calcolare  espressamente  la  forinola  (534)  » e — \a C X cot.uP,  o 
pure,  con  ogni  precisione,  scn. e = tang.laC  X cot.aP. 
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Per  dare  un  esempio  dell’  uso  di  questa  tavola,  suppongo  che 
dato  un  arco  di  parallelo  di  60',  come  ADC  , posto  a 3o°  di  dis- 
tanza dal  polo  P,si  dimandi  di  quanto  l’angolo  PAD  di  90°  ecceda 
l’angolo  a formato  dall’  arco  stesso  PA  ,oPa,  con  l’arco  di  circolo 
massimo  aC , corrispondente  all’ arco  ADC.  L’equazione  della  ta- 
vola a 3o°  di  distanza  dal  polo  è o' , 866  ; moltiplicandola  per  60 , 
si  ha  c = 5 1 ' , 96  = 5 1 ' 57  " , 6.  Questo  è il  valore , all’  incirca , 
di  NBa,  nel  caso  proposto.  Per  conoscere  l’angolettoNBa,  basta  Fig.62 
dunque  moltiplicare  l’ equazione  della  tavola  per  l’ arco  aC  preso 
in  minuti. 

537.  Conosciuto  l’angolo  NBa,  sono  note  immediatamente  le 
altre  differenze  dalle  parti  del  triangolo  dato  CBa  alle  parti  corris- 
pondenti del  triangolo  veramente  rettangolo  CBN.  In  fatti  i°.  NBa= 

N — a — 90°  — a ; 20.  BN  = Ba  X cos.NBa  ; questa  riduzione 
di  Ba  a BN  sarà  ordinariamente  insensibile.  3°.  Na  = Ba  X 
sen.NBa;  questa  è la  riduzione  importante.  Supponendo  Ba  = 

1 ' , NBa  = 1' , si  ha  Na  = o",  01745,  e log.o"  , 01745  = 
8,242.  Dunque  in  generale  si  avrà,  per  ogni  diverso  valore  di 
Ba  e di  NBa,  preso  in  minuti, 

Na  = o",  01745  X Ba  X NBa. 

Per  esempio,  sia  Ba  = 60',  NBa=  20', sarà  Na  = o", 01745 
X 60  X 20  = 20" , 94. 

Quindi  se  si  fa  anche  Ca  = 6o',  e se  si  risolve  il  triangolo 
CBa  come  rettilineo  rettangolo  , si  troverà , negligendo  la  piccola 
correzione  ( 53 1 ),  i°  24'  5i",  17  per  il  valor  dell’ ipotenusa.  Ma 
questo  è veramente  il  valor  di  CM , e non  quello  di  BC.  All’  in- 
contro , se  in  questo  calcolo  in  luogo  di  Ca  s’impiega  CN  = 69' 

39",  06,  si  trova  BC  = i°24'  36",  38.  Donde  si  vede  esser  di 
14”  » 79  l’errore  sull’ ipotenusa , risolvendo  il  triangolo  CBa  come 
rettangolo;  e che  questo  errore  sarebbe  tanto  più  grave,  quanto 
più  CDA fosse  vicino  al  suo  polo.  Nel  caso  presente  AP  = 56°  > 8' . P‘6-^1 

PP 
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Le  mie  correzioni  esser  possono  dunque  importanti  in  Astrono- 
mia , quando  l’arco  di  parallelo  sia  un  almicantarat. 

538.  In  tutti  i casi , ne’  quali  un  de’ lati  dell’  angolo  retto  sarà 
un  arco  di  parallelo,  potrà  dunque  evitarsi  ogni  errore , risolvendo 

F'g-62  il  triangolo  BCN  in  vece  di  BCa.  Se  l’arco  di  parallelo  è uno  dei 
dati,convien  diminuirlo  della  quantità  Na(537)  prima  di  risol- 
vere il  triangolo  BCN.  Similmente  se  l’angolo  CBa  fòsse  dato  , 
conviene  impiegarlo  diminuito  della  quantità  NBa,  (536).  All’ in* 
contro,  se  aC  o CBa  sono  le  cose  cercate  , converrà,  trovate  che 
sieno,  applicarvi  le  medesime  correzioni , ma  in  senso  contrario  ; 
giacché  la  risoluzione  del  triangolo  BCN  dà  CN  e CBN,  in  vece  di 
Ca  e CBa.  Del  resto  la  risoluzione  del  triangolo  BCN  potrà  farsi, 
volendo  grande  esattezza  , coi  metodi  e formole  (5 1 8 a 532). 

Fig.iSi  Resta  solo  da  avvertire  , che  quando  sia  AP  > 90%  e l' angolo 

* 62.  CBa  opposto  all’  arco  di  parallelo  si  trovi  situato  fra  il  detto  arco 
e il  polo , allora  la  perpendicolare  BN  cade  fuori  del  triangolo  CBa , 
e per  conseguenza  le  correzioni  precedenti  devono  farsi  tutte  in 
senso  contrario  , di  quel  che  abbiamo  prescritto  per  il  caso  in  cui 
si  abbia  AP  < 90°. 

539.  Occorre  frequentemente,  massime  in  Astronomia,  il  caso 
di  due  triangoli  che  hanno  l’ ipotenusa  comune  , e in  ambi  i quali 
un  de’  lati  dell’  angolo  retto  è un  arco  di  parallelo.  Dati  i due  lati,, 

Fig.63  come  AB  , AC  dell’uno  de’  triangoli, e la  differenza , come  ACD, 
di  due  degli  angoli  aventi  il  vertice  comune;  per  trovare  il  valore 
de’  lati  BD , CD  dell’  altro  triangolo,  si  usa  risolvere  i detti  triàn- 
goli come  rettilinei  rettangoli , e si  fa  ACD  = ABD.  Ma  questi 
angoli  sono  tanto  più  disuguali,  quanto  più  la  correzione  ACF 
dell’  angolo  A (536),  è differente  dalla  correzione  DCM  dell’  an^ 
golo  D.  Per  evitare  ogni  errore  conviene  impiegare  nel  calcolo  BF 
in  vece  di  BA,  e MCF  in  vece  di  ÀCD;.  Ora  MCF  = BCM  — 
BCF  a=  BCDi — DCM  — (BCA  — ACF)  =r  ACD  ACF  — 
DCM.  L’ angolo  dató’ACD  deve  esser  dunque  aumentato  (o  dimi- 
nuito se  DCM  > ACF  ) della  differenza  delle  due  correzioni  ACF,. 
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DCM.  Allora  si  avrà  MCF  = ABD  sensibilmente,  ed  impiegando 
MCF  nel  calcolo,  si  potrà  fare  uso  delle  forinole  (270  ,271)  per 
trovare  CM,  BM.  Queste  linee  si  ridurranno  poi  a CD,  BD,  (537). 
Tutto  ciò  si  vedrà  (punito  sia  facile,  con  un  esempio  (749). 


CAPITOLO  XIX. 


Delle  Analogie  differenziali  de  Triangoli  sferici. 


540.  Darò  le  analogie  differenziali  de’  triangoli  sferici  sotto  tre 
forme.  La  prima  rigorosa.,  e nuova  , per  le  differenze  finite  di  qua- 
lunque grandezza,  espresse  relativamente  alle  parti  di  un  triangolo 
ABC  : la  seconda , per  le  differenze  infinitesime,  nel  modo  ordi- 
nario , aumentando  però  di  molto  il  numero  delle  analogie  publi- 
cate  finora  , e applicando  di  piu  il  segno  negativo  ad  una  delle 
variazioni,  quando  succede  in  senso  contrario  dell’altra  : la  terza 
porgerà  le  stesse  analogie  infinitesimali  espresse  con  le  denomina- 
zioni delle  parti  del  triangolo,  pretermessi  i segni,  che  potranno 
pigliarsi  nell'  analogia  precedente.  Da  ognuna  delle  proporzioni  fon- 
damentali ne  ricaverò,  pervia  di  sostituzioni,  tante  altre  , quante 
potranno  aversi  senza  introdurre  nella  seconda  ragione  più  di  tre 
parti  del  triangolo , o più  di  due , quando  questo  è rettangolo.  , 
Queste  sostituzioni  rare  volte  possono  aver  luogo  nelle  analogie 
finite  , o sia  della  prima  forma  : sopprimerò  poi  le  analogie  della 
terza  forma , quando  le  infinitesimali  risulteranno  complicate , e 
difficili  ad  enunziarsi.  Stimo  bene  dar  tutte  le  analogie  differenziali 
una  dopo  l’altra,  senza  interromperle  con  discorso  , riserbandomi 
a dimostrarle  in  appresso.  In  tal  guisa  formano  una  tavola , alla  qual 
si  potrà  ricorrere  agevolmente. 
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TAVOLA  DELLE  ANALOGIE  DIFFERENZIALI 

DE’ TRIANGOLI  SFERICI. 


» Costanti  AB  , A -,  un  lato  , e un  angolo  adjacente. 

RAGIONI  DELLE  VARIAZIONI 

DEL  LATO  ADJACENTE  ALL’  ANGOLO  COSTANTE, 

E DELL’  ANGOLO  ADJACENTE  AL  LATO  COSTANTE. 

541.  Sen.^AC  \ sen.  * : sen.(BC-t-8>BC):  sen.C  ; ; sen.BC:sen.(C — 8»C). 

8^AC  8,B  1 1 scn.BC  I sen.C. 

La  variazione  del  lato  adjacente  all’  angolo  costante 
Sta  alla  variazione  dell’angolo  adjacente  al  lato  costante, 

Come  il  seno  del  lato  opposto  all’  angolo  costante 
Sta  al  seno  dell’angolo  opposto  al  lato  costante. 

542.  sen. ^ AC  : sen.^B:  ’.sen.BC  sen.(BC-f-  9,BC)  : sen. AB  sen. A,  (VII.  6*). 

^AC  I &B  ;;  sen.’BC  I sen. AB  sen. A. 

La  variazione  del  lato  adjacente  all’angolo  costante 
Sta  alla  variazione  dell’ angolo  adjacente  al  lato  costante, 

Come  il  quadrato  del  seno  del  lato  opposto  all’angolo  costante 
Sta  al  prodotto  del  seno  del  lato  costante  pel  seno  dell’angolo  costante. 

543.  sen. ^AC;  sen.^B:  'sen.  AB  sen. A : sen.Csen.(C — 8,C),(VII.  19*), (540* 

1 ■ s,ac  : 8,b  : : sen.  AB  sen.  A ! sen.’ C. 

La  variazione  del  lato  adjacente  all’  angolo  costante 
Sta  alla  variazione  dell’angolo  adjacente  al  lato  costante, 

Come  il  prodotto  del  seno  del  lato  costante  pel  seno  dell’  angolo  costante 
Sta  al  quadrato  del  seno  dell’  angolo  opposto  al  lato  costante. 
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Se  A = 90°,  o se  AB  = 90°; 

544.  sen.^AC  ] sen.  B*B  ; ; sen.AC  cos.(AC  -+-  ^AC)  ; sen.B  cos.(B  -4-  8*B). 
3,AC  ’ ^B  ;;  sen.2AC  ; sen.2B. 

La  variazione  del  lato  adjacente  all’angolo  costante 
Sta  alla  variazione  dell’angolo  adjacente  al  lato  costante, 

Come  il  seno  del  doppio  del  primo  lato 
Sta  al  seno  del  doppio  del  secondo  angolo. 


RAGIONI  DELLE  VARIAZIONI 
del  lato  adjacente  all’  angolo  costante, 
e dell’  angolo  opposto  al  lato  costante. 

545.  tang.i^AC  : — sen.AC  H tang.(BC  -t-j^BC)  : sen.(C  — i^C). 

3, AC  ! — 9,C  I!  tang.BC  I sen.C. 

La  variazione  del  lato  adjacente  all’angolo  costante 
Sta  alla  variazione  dell’angolo  opposto  al  lato  costante, 

Come  la  tangente  del  lato  opposto  all’angolo  costante 
Sta  al  seno  dell’angolo  opposto  al  lato  costante. 

546. *sen.i8,AC.  risente.  .{os  ^ACs(.n.ccot.A-i-co5.c<.os(AC+-tb,AC)*sen,(^-^Q»' 

^AC  ! — fyC  I I sen.AC  I sen.’ C cot.A  -4-  sen.C  cos.C  cos.AC. 

547.  ^AC  ; — ^C  l \ sen.BC  tang.BC  : sen. AB  sen. A,  (VII.  6'),  (545). 

i. 

Se  A = 90°;  • • f 

548.  sen.j^AC  . jsen.^C  . . cos  (AC  + ì^acì  • sen-(C  9>C)  cos.C,  (545), 

^ AC  I . — d\C  II  2tang.AC  ; sen.aC. 

La  variazione  del  lato  . . . 

Sta  alla  variazione  dell’angolo  oppósto  al  lato  costante. 

Come  il  doppio  della  tangente  del  lato  variabile 
Sta  al  seno  del  doppio  del  detto  angolo. 
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Se  AH  = 90"; 

54^.  sen.i^AC  : isen.^C  ! : iC.„.(  acTI^cT  • sen'(C  ^C)  cos,C* 
^AC  : 9,c  : : 2Cot.AC  : sen.2C. 

La  variazione  del  lato  adjacente  all’angolo  costante 
Sta  alla  variazione  dell’angolo  opposto  al  lato  costante, 

Come  il  doppio  della  cotangente  del  primo  lato 
Sta  al  seno  del  doppio  del  secondo  angolo. 

RAGIONI  DELLE  VARIAZIONI 


! DEL  LATO  ADJACENTE  ALL’  ANGOLO  COSTANTE, 

E DEL  LATO  OPPOSTO  ALL’ANGOLO  COSTANTE. 

55 o.  tang.-^AC  : tang.^HC  cos.AC  I cos.(C  — 18,C). 

; -j  ,•  8)AC  I 8>BC  111.  cos.C. 

'La  variazione  del  lato  adjacente  all’angolo  costante 
Sta  alla  variazione  del  lato  opposto, 

Come  il  raggio  sta  al  coseno  dell’angolo  opposto  al  lato  costante. 


. cos.-i&AC  cos.AB  — fos.BC  covfAC  +4S|AC) 

55i.*sen.j8,AC  . sen.3&,BC  . . 1 . «m.AC 

8^AC  : ^BC  ::  sen.BC  sen.AC  : cos.AB  — cos.BC  cos.AC. 


552.  ^AC  1 fyBC  : : 1 : cos.AB  sen.A  sen.B  — cos.A  cos.B,  (VII.  12*),  (55o). 

Se  A = 90°; 

^ Y^/-*  cos.AC  • cos.BC 

553. sen.i^AC  : sen.-^BC  ; ; AC  H- -ì  9, AC)  * sen.(BC  -(- -i^BC)’ 

8,  ac  : w ::  colac  : cot.BC.  • 

Le  variazioni  dell’  ipotenusa  e del  lato 
Sono  proporzionali  alle  cotangenti  di  essi. 

Se  AB  = 90°; 

554.  scn.ì^AC  sen.i^BC  M CM.(Ac+-iÌVvU3  • ì fcBcj- 

8,AC  : — 9,BC  : : tang.AC  : cot.BC. 

La  variazione  del  lato  adjacente  all  angolo  costante 
Sta  alla  variazione  del  lato  opposto, 

Come  il  prodotto  delle  tangenti  dei  detti  lati  sta  al  raggio. 
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RAGIONI  DELLE  VARIAZIONI 


DEL  LATO  OPPOSTO  ALL’ANGOLO  COSTANTE, 

* 

E dell’  ANGOLO  ADIACENTE  AL  LATO  COSTANTE. 


555.  sen.iS)BC  ; tang.-I^B  ” sen.(BC  -f-  ; tang.(C — ì8,C). 

9,BC  I 8,B  II  sen.BC  I tang.C. 

La  variazione  del  lato  opposto  all’  angolo  costante 
Sta  alla  variazione  dell’angolo  adjacente  al  lato  costante, 

Come  il  seno  del  lato  opposto  all’angolo  costante 
Sta  alla  tangente  dell’angolo  opposto  al  lato  costante. 


anr-. n>  • coj.48,Bsen.BCrot.AB  — cos.BC  cos  . i 

300.  jsen.^li^.sen.^b.  . sen]1  «scu  iBC-j-  8,bc>* 

a,BC  I 9,B  II  sen.'BC  cot.AB  — sen.BC  cos.BC  oóSrB- seti. ff. 


557.  ^BC  ; 8^B  I 1 sen.AB  sen.A  I sen.C  tang.C,  (VII.  19*),  (555). 


Se  A = 90°; 


SSS.jsen.^BC  ; sen.ìSjB  **  sen.(BC  -t-  S^BC)  cos.BC  ; 

^BC  I $>B  II  sen.aBC  I 2Cot.B. 

La  variazione  dell’  ipotenusa 

Sta  alla  variazione  dell’ angolo  adjacente  al  lato  costante, 

Come  il  seno  del  doppio  dell’ ipotenusa 

Sta  al  doppio  della  cotangente  del  detto  angolo. 


cos.B 

,en.(B  4-  i &,B)  * 


Se  AB  = 90°; 


%•  — isen.^BC  I sen.i8,B  ; ; sen.(BC  — ^BC)  cos.BC  ’ 
8)BC  I S,B  I!  sen.aBC  I 2 tang.B. 

La  variazione  del  lato  opposto'  all'  angolo  costante  ’ 

Sta  alla  variazione  dell’  angolo  adjacente  al  lato  costante  1 

Come  il  seno  del  doppio  del  primo  lato 

Sta  al  doppio  della  tangente  del  secondo  angolo. 


jen.B 

coj.(B  +i8,B)' 
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Cap.  XIX.  Delle  analogie  differenziali 
RAGIONI  DELLE  VARIAZIONI 

DEL  LATO  OPPOSTO  ALl’  ANGOLO  COSTANTE, 

B DELL’ANGOLO  OPPOSTO  AL  LATO  COStANTE. 

560. *  tang.j^BC  : — tang.BC  tang.(BC  -+-  j^BC)  ; tang.(C  — j^C). 

9*BC  I — 8,C  ! ! tang.BC  I lang.C. 

La  variazione  del  lato  opposto  all’  angolo  costante , 

E la  variazione  dell’  angolo  opposto  al  lato  costante 
Sono  proporzionali  alle  tangenti  di  dette  variabili. 

561.  ^BC  ; — 8,C  ; ; sen.AC  ; (cos.AC  -4-  tang.C  cot.A)  sen.C,  (VII.  3 1‘). 

562.  <^BC;  — fyC;  '(tang.BC cot. AB — cos.B)sen.BC  ; sen.B,(VII.  i8‘),(56o)- 

Se  A = 90°; 

563.  8,BC  : — ^C  : : sen.BC  : cot.B,  (43o,3*),  (56o). 

La  variazione  dell’ ipotenusa 

Sta  alla  variazione  dell’angolo  opposto  al  lato  costante , 

Come  il  seno  dell’  ipotenusa 

Sta  alla  cotangente  dell’  altro  angolo. 

* > Se  AB  = 90°; 

564.  ^BC  ; S,C  : : sen.BC  ; tang.B,  (562). 

La  variazione  del  lato  opposto  all’  angolo  costante 
Sta  alla  variazione  dell’  angolo  opposto  al  lato  costante , 

Come  il  seno  del  lato  opposto  all’angolo  costante  ! 

Sta  alla  tangente  dell’angolo  variabile  adjacente  al  lato  costante. 

RAGIONI  DELLE  VARIAZIONI 

DEI  DUE  ANGOLI. 

« 

565.  tang.ì^B  ; — tang.BC  ; ; cos.j^BC  : cos.(BC  -fc-  i^BC). 

3,B  — B)C  II  1 I cos.BC. 

La  variazione  dell’angolo  adjacente  al  lato  costante 
Sta  alla  variazione  dell’  angolo  opposto , 

Come  il  raggio  sta  al  coseno  del  lato  opposto  all’  angolo  costante. 

565. 
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c/f-tr -Oli'»  I Q r • • . . cos.T  8,B  ros.A  cos.C  cos.(B  4-48,11) 

566.  sen.j^B  . sen.j^G  . . 1 . lt„.(c  -^cj  * 

S)B  I — là  sen.B  sen.C  1 cos.A  -4-  cos.B  cos.C. 

56y.  8>B; — ; i àcos. A sen.AB  scn.  AC  -+-  cos.  AB  cos. AC,  (VII, 26*),  (565)- 

Se  A = 90°; 

56$.  sen.;8)B  ; sen.ì^C  . . tos  (U  +-^b)  • ,en.(C  — ^0  • 

^B  à — ^C  là  tang.B  à cot.C. 

La  variazione  dell’  angolo  adiacente  al  lato  costante 
Sta  alla  variazione  dell’angolo  opposto, 

Come  il  prodotto  delle  tangenti  degli  angoli  stessi  sta  al  raggio. 

Se  AB  = 90°; 

56y.  sen.AB  . sen.j^C  à à ,c„.(u  +^“)  • ^miT+TBÌQ*' 

8>B  à ^C  àà  cot.B  à cot.C. 

Le  variazioni  degli  angoli 

Sono  proporzionali  alle  cotangenti  di  essi. 

Costanti  BC,  A;  un  lato , e l'angolo  opposto. 

RAGIONI  DELLE  VARIAZIONI 

DEI  DUE  LATI. 

c . 1(1  ad  • io  • . cos.(C  4-4  8\C)  . cos.(B  — 48,B> 

5jo.  tang.-^AB  . — tang.^AC  . . - . cos"  p~  * 

8)AB  à — ^AC  à à cos.C  à cos.B. 

Le  variazioni  de’  lati 

Sono  proporzionali  ai  coseni  degli  angoli  opposti. 

571.  B^AB  * — fyAC  ”,  cos.AB  sen.A  tang.B  — cos.A  ; 1,  (VII.  12’). 
672.  B,AB  ; — ^AC  à à 1 à cos. AC  sen.A  tang.C  — cos.A,  (VII.  io1),  (570). 

573. ^ab  : — b,ac  : %£=££££  > (vil».% 

574. *  8jAb  : — ^ac  : : 1 : '£&£££■&  . (vii. **■)•  , 

Q<» 
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Se  A = 90°; 


575. 


scn.-rSiAB  . , . 


. cos.(AB  -4-  &AB).  co*.  AC . . ro».AB  . cos  fAC 

• ten-iAIS 7 &,  AB)  • ien.(AC  — t &i AC)‘  "ini. (Al)  -!-■)  AB)  • ko(AC- 


^AB  I — 9)AC  II  cot.AB  I cot.AC. 


Le  variazioni  de’  lati 

Sono  proporzionali  alle  cotangenti  di  essi. 


-S.AC) 


Se  BC  = 90°; 

576.  sen.8,AB:— sen^ACl  :sen.ABcos.(ABH-8,AB);sen(AC— 8,AC)cos.AC. 

^AB  I — ^AC  II  sen.2 AB  I sen.aAC,  (I.  6‘). 

Le  variazioni  de’  lati 

Sono  proporzionali  ai  seni  de’  lati  doppj. 

577.  seti. 8*  AB  ; — scn.8,AC  : I cos.(C -+-8,C)  : cos.B:  '.cos.C  ; cos.(B— 8>B). 

S|AB  I — 8*AC  1 1 cos.C  I cos.B. 

578.  9,ab  : ^ac  ::  cos.a  : cos.’B  ;;  cos.ac  : cos.a. 

La  variazione  di  un  Iato 

Sta  alla  variazione  dell’  altro , 

Come  il  quadrato  del  coseno  dell’  angolo  opposto  al  primo  Iato 
Sta  al  coseno  dell’angolo  costante. 


RAGIONI  DELLE  VARIAZIONI 


DEI  DUE  ANGOLI. 

„ , „ „ . . , o n ..  cos.(AB  + t8>AB)  . cos.(AC  — 4RAC) 

579.  tang.i3,C  . — tang.j^B  ..  — ^T^ài — • os.t&ac  ' 

3,C  I — ^B  II  cos.AB  I cos.AC. 

Le  variazioni  degli  angoli 

Sono  proporzionali  ai  coseni  de’  lati  opposti. 

580.  8,c  : — fyB  ::  cos.C  sen.BC  tang.AC  -+-  cos.BC  I i,  (VII.  3o*). 

581.  8,C  I — 3>B  1 1 1 I cos.B  sen.BC  tang.AB  -+-  cos.BC,  (VII.  28*),  (679 )► 

582. *  ^c  : - &>b  ; : =£  : , (vn.^-,  *fh  (579)* 

583. * S,C:—  8,B;  '.tang.BcotX-t-  cos.BC  '.i-f-  tang.B  cot.C  cos.BC,  (VII.  8*), 
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de’  triangoli  sferici. 


3o7 


Se  A = 90°; 

584.  scn.8,0  I — sen.8,B  ; * scn.0  cos.(C  -t-  8,0)  ’ scn.(B  — 8,B)  cos.B; 

8,0  I — 3,B  II  sen-zC  I sen.zB. 

Le  variazioni  degli  angoli 

Sono  proporzionali  ai  seni  degli  angoli  doppj. 

585. sen.8,C; — sen.8,Bl  I cos.(AB-+-8,AB):  cos.AC;  ;cos.AB;cos.(AC — 8,AC) 

8,0  I — 8,B  1 1 cos.AB  I cos.AC. 

586.  8,0  ; — 8,B  cos.BC  ; cos.’AC  ; ; cos.’AB  I cos.BC,  (43o;  io*,  7’). 

La  variazione  di  un  angolo 

Sta  alla  variazione  dell’altro 

Come  il  quadrato  del  coseno  del  lato  opposto  al  primo  angolo 
Sta  al  coseno  dell’ ipotenusa. 


587.  sen.18,0 1 — sen.  ;8,B 


Se  BC  ==  90*; 

,cos.(C-4-  %C).  cos.B 
•»cn.(C-H  -r&C)  * seo.(B  — 


. c<».C  . coi.(B  — TVBI 

•icn.(C-h  v^C)  • »eu.(U  — -ib»15) 


8,0  I — 8>B  II  cot.C  I cot.B. 

Le  variazioni  degli  angoli 

Sono  proporzionali  alle  cotangenti  di  essi. 

RAGIONI  DELLE  VARIAZIONI 

DI  UN  LATO  , E DELL’  ANGOLO  OPPOSTO. 


588.*sen.ì8,AB  ; sen. 18,0 1 1 

8, AB  I 8,0 


tcn.AB 


sen.C 


• • 
• • 


• ifyAB)  • cos.(C  T b,C>  ' 

tang.AB  I tang.C. 

Le  variazioni  di  un  lato , e dell’angolo  opposto, 

Sono  proporzionali  alle  tangenti  di  essi. 


I 


589.  8,AB  ‘ 8,0  ; : sen.AC  I sen.A  -4-  cos.A  cos.AC  tang.C,  (VII.  35*).  , 

590.  8,AB  I 8,0  ; ; sen.BC  ; sen.B  -+-  cos.B  cos.BC  tang.C,  (VII.  36*),  (588). 

591.  8,AB  I 8,0*.:  sen.AC  — cos.AC  cos.A  tang.AB  : sen.A,  (VII.  17*),  (588.) 

592.  8,AB  ; 8,C  1 1 sen.BC — cos.BC  cos.B  tang.AB  I sen.B,  (VII.  18*),  (588). 

£ q ij 
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Similmente 

593. *-sen.-^AC  : - sen.AB  : : ^£^3  : 

— S,AC  l — 8,B  tang.AC  I tang.B. 

59 4.  — 8,AC  l — 8,B  sen.AB  ; sen.A  -+-  cos.A  cos.AB  tang.B. 

595.  — ^AC  ; — 8,B  * sen.BC  sen.C  H-  cos.C  cos.BC  tang.B. 

596.  — 8|AC  * — 8,B  \ sen.AB  — cos.AB  cos.A  tang.AC  ; sen.A. 

597.  — ^AC  * — B)B  • ^ sen.BC  — cos.BC  cos.C  tang.AC  l sen.C. 


RAGIONI  DELLE  VARIAZIONI 

DI  UN  LATO  , E DELL’  ANGOLO  ADIACENTE. 


598.  tang.ì^AB* — ìsen.^B;  ; 


s*"-AC cos.(C+-j-AQ 

co$.t8^AC  cos.(AC  — -ib^AC)  ^ co»,  t 8|C 


! sen  B- 


^AB  I — 8,B  li  tang.AC  cos.C  I sen.B. 

La  variazione  di  un  Iato 

Sta  alla  variazione  dell’  angolo  adiacente , 

Come  il  prodotto  della  tang.  dell’ altro  lato  variab.  pel  cos.  dell’  altro  ang.  var. 
Sta  al  seno  del  primo  dei  detti  angoli. 


%.  tang.  AB  isen.^B  ; : sen.AB  : co,  ^ic  C0’**c 

S^AB  I — 3*B  sen.AB  I cos.AC  tang.C. 

La  variazione  di  un  lato 

Sta  alla  variazione  dell’angolo  adiacente. 

Come  il  seno  dello  stesso  lato 

Sta  al  prodotto  del  cos.  dell’  altro  lato  variabile  perla  tang.  dell’  altro  ang.  variab. 


600.  8^AB;  — ^B  il  cos.AB  tang.AC — sen.AB  cos.A  ] sen.A,  (VII.  17*). 
601. 3)AB  l — S|B  ; ; sen.BC  ; cos.B  tang.C  -t-  sen.B  cos.BC,  (VII.33*),(598). 
602.*  8, AB  : — 3,B  ; ;'■■■«■  «c.-”-11'"»  »»;  ,-f-cos.B  tang. AB tang.  BC, (VII.  i8> 
<03.*  8,AB  : - 8,B  : : sen.AB  : , (VII  3,*J. 
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Similmente 

604.  — tang.i  9,AC;ìsen.^C  : : — Scn-A° — _ — * co^b  -t-a,B> . eAr1  r 

ios.,  5)*  AB  tos.(ÀB-fìB|AB)  ^ cos. • SGlliL» 

— ^AC  I 8>C  tang.AB  cos.B  l sen.C. 

605.  — tang.^AC  : iscn.^C;  : sen.AC  I co^»AB  «»(AB  -*-t^ab)  w BcoS4  8,b 

co».(B  — ' » 

8) AC  . . . sen.AC  * cos. AB  tang.B. 

606.  8|AC  ; 3,C  ^ ; cos. AC  tang.AB  — sen.AC  cos.A  * sen.A.' 

607-  8|AC  : 8|C  ; : sen.BC  ; cos.C  tang.B  -+,  sen.C  cos.BC. 

/?r,R  * Sur  • Q r • • tang.BC  — cos.C  rang.AC  . 

005.  — 0)AL  . 8>C  . . 7q_  u„sBC  C0>  c ,;n£  A(.  : sen.C. 

6o9*—  8>AC  ; 8vC  : : sen.AC  : co,-AC  + «;-*■*  • 

Se  A = 9o°  j 

610. Asen.^AB  : — sen.^B  : : sen.AB  cos.(AB  -+-  3,AB) 

8) ab  I — 8>B  ::  sen.2AB  2cot.B. 

La  variazione  di  un  lato 
Sta  alla  variazione  dell’  angolo  adiacente  ; 

Come  il  seno  del  doppio  del  lato  stesso 
Sta  al  doppio  della  cotangente  del  detto  angolo.’ 

Similmente 

611.  — iSen.9,AC  ; sen.AC  : : sen.AC cos.(AC  — &AC)  ♦ ™.c 

1 1 ' * »en.(C  ACl 

— 8,ac  : ^c  : : sen.2AC  \ 2 cot. Cf 
Se  BC  =^=  90°; 

612.  sen.è^AB  .*  — Isen.^B  : : ltu,(Au°^a>AB)  r sen.B  cos.(B  — 8,B), 

8|AB  \ — fyB  2 cot.AB  .*  sen.aB. 

La  variazione  di  un  lato 
Sta  alla  variazione  dell’ angolo  adiacente,' 

Come  il  doppio  della  cotangente  del  lato  stesso 
Sta  al  seno  del  doppio  del  detto  angolo. 
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Similmente 

6i3.  — .sen.j^AC  : ìsen.^C  : : ten-(A”lAf^A-C)  ! sen.C  cos.(C  -+-  ^C). 
— J^AC  I il  2 cot.AC  I sen.2C. 

Costanti  AB,  AC;  due  lati. 


RAGIONI  DELLE  VARIAZIONI 


DEI  DUE  ANGOLI  OPPOSTI  AI  LATI  COSTANTI. 

614.*  tang.ì^B  : tangri^C  ” tang.(B  -4-i3,B)  : tang.(C 
$,B  I il  tang.B  I tang.C. 

Le  variazioni  degli  angoli  opposti  ai  lati  costanti 
Sono  proporzionali  alle  tangenti  degli  angoli  stessi. 


6 15.  b,b  : : 

6i6.8,b:^c:: 

617. ^b:  a>c:: 

618.  a*B  : 


i 'cos.C  1 sen.BC  cot.AC  — cos.BC  cos.C,  (VII.  i5*). 
cos.  AB  — cos.  BC  cos.  AC  ! cos.  AC  — cos.  BCcos.  AB , (VII.  11*). 
! sen.BC  cot.AB  — cos.BC  cos.B  i cos.B,  (VII.  18*),  (614).- 

• • • sen. AB  cot.AC  — co». AB  cos.A  /tt-tt  /s  ,\ 

**  1 • seti. AC  cut.AB  — cos. AC  co,  A » (VI1-  l6Vl7>»  (6l4). 


RAGIONI  DELLE  VARIAZIONI 

DEL  TERZO  LATO,  E DI  UN  ANGOLO  ADIACENTE. 


619.  — sen.ì^BC  I tangri^B  sen.(BC  — ì^BC)  ’ cot.(C  -+- j^C),. 
— ^BC  !■  ^B  i I sen.BC  I cot.C. 

La  variazione  del  lato 

Sta  alla  variazione  di  un  angolo  adjacentc , 

Come  il  seno  del  detto  lato 

Sta  alla  cotangente  dell’  altro  angolo  adjacente. 


620*  -en^BC  ' acn  ' ^ B “ 1 ' C0,AB  SP"(BC-^^RC) —cos.B  ros.(BC—i»,BC> 

020.  — sen.^m.  . sen.,^D  M,.tB  sen.(BC  -frac) 

— 8>BC  i 9\B  i ! sen.B  I cot.AB  — cot.BC  cos.B. 
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621.  — 9,BC  I 8>B  II  sen.AB  sen.A  I cos.C,(VII.  19*),  (619). 

622.  — ^BC  I 8^B  I I sen.AB  I cos.AB  sen.B  — cot.A  cos.B,  (VII.  12*). 

Similmente 

623. —  sen.^BC  I tang.l^C  II  sen.(BC  — ^BC)  : cot.(B-)-^B). 

— à,BC  : ::  sen.BC  : cot.B. 

fai  * cPn  iSIRr  • cpn  ìRT  * • , • cotAC  sen.fBC  BC)  — cos.C  cos.(BC  — -f&BC) 

024.  sen.^DL,  . sen.^io  ••  1 . »cn.(C  + si-mbc  — à,bcj  — 

— 8,BC  I II  sen.C  I cot.AC  — cot.BC  cos.C. 

625.  — ^BC  I ^C  II  sen.AC  sen.A  I cos.B. 

626.  — $|BC  I 9,C  II  sen.AC  I cos.AC  sen.C  — cot.A  cos.C. 

Se  AC  = 90°^ 

627. 1 sen. S(BC  I sen.ì^B  II  sen.(BC  -4-  $,BC)  cos.BC  I >en  (bc^B  . 

J^BC  I9,B  II  sen.2BC  I 2cot.B. 

La  variazione  del  Iato 

Sta  alla  variazione  dell’  angolo  opposto  al  lato  di  90% 

Come  il  seno  del  doppio  del  Iato  variabile 
Sta  al  doppio  della  cotangente  del  detto  angolo. 

628.  — 3)BC  I ^B  II  cos.AB  I cos.C  cot.C. 

Se  AB  = 90°; 

Si  permuterà  C in  B,  e B in  C,  nelle  analogie  (627,  628). 

RAGIONI  DELLE  VARIAZIONI 

DEL  TERZO  LATO  , E DELL’  ANGOLO  OPPOSTO. 
s « 1 r\  t)/^  • _ ] c\  * * • sen.AB  sen.AC  sen.C  A — - ■ì’TVk  A)  , 

629.  — sen.i^BC  . — sen.^A  . . ,tn.(Bc -^bq  • 

— 8,BC  I — 8,A  II  sen.AB  sen.AC  sen.A  I sen.BC. 

La  variazione  del  lato 

Sta  alla  variazione  dell’  angolo  opposto  » 
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Comò  II  prodotto  del  rettangolo  de’  seni  de’ lati  costanti  pel  seno  dell’angolo 
fra  essi  compreso 
Sta  al  seno  del  lato  variabile.’ 

630.  — 9*BC  1 — 9>A  il  sen.AB  sen.B  1 1,  (VII.  201). 

631.  — J^BC  ! — 8,A  li  sen.AC  sen.C  1 1,  (VII.  4*). 

La  variazione  del  lato 

Sta  alla  variazione  dell’  angolo  opposto , 

Come  il  prodotto  del  seno  di  un  lato  costante  pel  seno  dell’  angolo  opposto 
all’  altro  lato  costante  sta  al  raggio. 

Se  AC  = 90®,  o se  AB  = 90°; 


cos.BC 


cos.A 


632.  sen.ì^BC  . sen.^A  ..  scn(BC_j.^BQ  . tcn-(A  — ^aj* 
— - fyBC  I — 8,A  1 1 cot.BC  I cot.A. 


Le  variazioni  del  lato , e dell’angolo  opposto, 
Sono  proporzionali  alle  cotangenti  di  essi. 


RAGIONI  DELLE  VARIAZIONI 


dell’angolo  COMPRESO  FRA  I LATI  COSTANTI, 
E DELL’  UNO  DEGLI  ALTRI  DUE  ANGOLI. 


A" „„„  Q n*  • 1 .coi.ABsen.B»cnfA— tftA)  — C05.Bcq«.(A— fftAl 

633.  scn.^A.j sen.AB.  .sen  (B  +*§jBj.  ' »en.(A  — a, a;  a_ 

• — ^A  I ^B  !!  1 ! (cos.AB  — cot.B  cot.A)  sen.3B. 


634.— 


Sen.*8,A:-se„.3,B::g^: 


cos.C  sen.(A  — 45>A)  — cos.B  scn. tB\A 


■ — ^A  8^B  li  sen.A  1 sen.B  cos.C. 


La  variazione  dell’  angolo  opposto  al  lato  variabile 
Sta  alla  variazione  dell’uno  degli  angoli  adiacenti , 

Come  il  seno  del  detto  angolo  opposto 

Sta  al  prodotto  del  seno  del  detto  angolo  adjacente  pel  cos.  del  terzo  angolo* 


635. 

j 
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fi  r i n * . . . c\  tj  . . sen.*(BC— 48.BC)  . sen.AC  »<>n.(A  — + A ) sen.C 

635.  — sen.^A  . tang.^B  . . . ■— ■ u~{ *■+  ^ • 

— 8^A  I II  sen.BC  I sen.AC  cos.C. 

La  variazione  dell’angolo  opposto  al  lato  variabile 
Sta  alla  variazione  dell’uno  degli  angoli  adjacenti , 

Come  il  seno  del  lato  variabile 

Sta  al  prodotto  del  seno  del  lato  opposto  al  detto  angolo  adjaccnte  pel  coseno» 
dell’  altro  angolo  adiacente. 

\ 

63 6.  — ^A  I II  sen.’BC  I cos.AB  — cos.BC  cos.AC,  (VII.  n*). 

63 j.  — ^A  I fyB  II  ì I cos.AB  — sen.AB  cos.B  cot.BC,  (VII.  28').: 

Similmente 

638. * — sen.;8tA:ìsen8iC:  I — ^ a-^-co,eco^-^ 

— ■ _ ^A  I 3>C  II  1 I (cos.AC  — cot.C  cot.A)  scn.’C. 

639. —  ?en.^A  . ,sen.^L  . . —^r—^  . — a_. 

— 8) A I ^C  II  sen.A  I sen.C  cos.B. 

040.  — sen..a,A  . tang.j  . . — gc • sa.  a un^'B  TÌ$.b>'  ”• 

— 8)A  I 9^C  1 1 sen.BC  I sen.AB  cos.B. 

9)C  1 1 sen.’BC  I cos.AC  — cos.BC  cos.AB. 

^C  II  1 I cos.AC  — sen.AC  cos.C  cot.BC. 


641.  — ^A 

642.  — ^A 


Se  AB  — 90°; 

sen.A 


643. sen.j^A  I jsen.^B  ;*  <ot(Asr^^;^  I sen.Bcos.(B  H-  8>B). 

9,A  I 8,B  II  2 tang.A  I sen.2B. 

La  variazione  dell’  angolo  compreso  ira  i lati  costanti  • • ■ > 

Sta  alla  variazione  dell’  altro  angolo  adjacente  al  lato  di  90“ , 
Come  il  doppio  della  tangente  del  primo 
Sta  al  seno  del  doppio  del  secondo  angolo.  - 

Rr 


* '1 

I 

: 
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644.  scn.^A  I sen.^C  II  scn.(A  -f-  fyA)  cos.A  I sen.(C  -4»  ^C)  cos.C 

8>A  I II  sen.2A.  I sen.aC. 

La  variazione  dell’angolo  compreso  fra  i lati  costanti, 

E la  variazione  dell’angolo  opposto  al  lato  di  90°, 

Sono  proporzionali  ai  seni  degli  stessi  angoli  doppj. 

645.  — scn.^A  I sen.^C  I!  sen.(BC  — 8*BC)  I cos.B. 

— 8) A I 8>C  ••  sen.BC  I cos.B. 

La  variazione  dell’ angolo  compreso  fra  i Iati  costanti  ! ' 

Sta  alla  variazione  dell’  angolo  opposto  al  Iato  di  90°, 

Come  il  seno  del  lato  variabile 
Sta  al  coseno  del  terzo  angolo. 

t!  / • • 

64 6.  — sen.^A  1 sen.BC  1!  cos.AC  I cos.B  cos.(B  ■+■  8)BJ. 

— 8) A I 8)C  II  cos.AC  I eos.'B.  1 . . 

La  variazione  dell’angolo  compreso  fra  i lati  costanti 
Sta  alla  variazione  dell’angolo  opposto  al  lato  di  90% 

Come  il  coseno  dell’  altro  lato  costante 
Sta  al  quadrato  del  coseno  del  terzo  angolo. 

Se  AC  s=c  90®;  ' ; 

Si  permuterà  B in  C,  e C in  B,  nelle,  analogie  (643  a 646). 

Costanti  B,  C ; due  angoli.  '■  * 


RAGIONI  DELLE  VARIAZIONI 

, , . : 1 — 1 ' 1 

DEI  DUE  LATI  OPPOSTI  AGLI  ANGOLI  COSTANTI. 


647.*tangri8*AC  I tangri8>ABII  tyng.CAC-t-Ì^ÀC)  I tang.(AB  -rf-}  3>AB'- 
, 8^AC  1 8,AB  li  tarig.ÀC,!  tang.AB. 


Le  variazioni  de’  lati  opposti  agli  angoli  costanti 

Sono  proporzionali  alle  tangenti  de  lati  stessi.  »«’:  - b ... 

j I »• 
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648.  9)AC  I ^AB  ! ! cos.AB  I sen.A  cot.B  -+-  cos.A  cos.AB,  (VII.  34'). 

649.  9,  AG  4 9,AB  1 1 -cos.C  H- cos.A  cos.B  I cos.B  -+-  cos.A  cos.C, (VII.  291)., 

650.  fyAC  I 9,  AB  1 1 se  ».  A cot.C  -+-  cos.A  cos.AC  I cos.  AC,  (VII.35*),  (647). 

651.  9>AC  : 8>AB  ::  1 : (VIL33Y3*),  (%). 

RAGIONI  DELLE  VARIAZIONI 

DEL  TERZO  ANGOLO  , E DI  UN  LATO  ADIACENTE. 

652.  sen.i^A  I tang.j^AC  I!  sen.(A  -1- ì^A)  I cot.(AB -hì9|AB).> 

A I ^AC  I I sen.A  I cot.AB. 

La  variazione  dell’  angolo 

Sta  alla  variazione  di  un  lato  adjacente,' 

Come  il  seno  del  detto  angolo  variabile 
Sta  alla  cotangente  dell’  altro  lato  adjacente.’ 


• . * 
< •» 


653  *sen.  $ A ! sen.  18,  AC  1 1 sen(AC-K9|AC)  ; cotC  ign 

fyA  I 8)AC  II  sen. AC  I cot.C  -+-  cos. AC  cot.A. 

654.  ^A  I 8)AC  II  scn.BC  sen.C  I cos.AB,  (VII.  i‘),  (652). 

655.  $)A  I 3,AC  1 1 sen.C  I cos.C  sen.AC  -t-  cot.BC  cos.AC,  (VII.  3o*). 

Similmente 

656.  sen.ì^A  I tang.i^AB  II  sen.(A  — t—  ìBj A)  I cot.(AC  -t-ì^AC)* 

9|A  I 8, AB  1 1 sen.A  I cot.AC.  • ' .' 

i 1 fan  'tifi  ” , * C0,R  »«I.(A  -+-4&A)  -f-  COS.AB  COS.  (A  -f-  'tS'S? 

657.  sen.;9(A  . sen.i^AB  ..  1 . ,e,,.(AB  -+-ì8,au)  s<.-n.(A  + 8,a;  ‘ 

8)A  I 9>AB  II  sen. AB  I cot.B  -4- cos.AB  cot.A. 

658.  8)A  I 9|AB  II  sen.BC  sen.B  I cos.AC. 

669.  8jA  I SjAB  1 1 sen.B  I’  cos.B  sen. AB  •+•  cot.BC  cos.AB. 

Rr  ij 


.•  '1 
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3i6 

Se  B = 90°; 

660.  ssen.^A  I sen.j^AC  II  sen.(A  -t-  8,A)  cos.A  ] ;c-n,(Ac°^g|A(;.. 

. B,A  I ^AC  II  sen.aA  I 2 cot.AC. 

La  variazione  dell’  angolo  • . • • 

Sta  alla  variazione  dell’  ipotenusa  y 
Gome  il  seno  del  doppio  dell’  angolo  variabile- 
Sta  al  doppio  della  cotangente  dell’  ipotenusa. 

661.  9>A  I ^AC  II  cos.C  I cos.AB  cot.AB. 

Se  C = 90°; 

Si  permuterà  B in  C,  e C in  B,  nelle  analogie  (660 , 66 i)„ 


' RAGIONI  DELLE  VARIAZIONI 


DEL  TERZO  ANGOLO  , E DEL  LATO  OPPOSTO. 

• • -*.■*  ' 

<662.  sen.j^AIscn.j^BC  I Isen.B  sqn.C  sen.(BC  -4-  ìc^BC)  \ sen.(A  H-i^A), 

. 8) A I SjBC  14  scn.B  sen.C  sen.BC  I scn.A. 

La  variazione  dell’  angolo 

Sta  alla  variazione  del  lato  opposto, 

Gome  il  prodotto  del  rettangolo  de’  seni  degli- angoli  costanti  pel  seno  del 
lato  compreso 

Sta  al  seno  dell’  angolo  variabile. 

663.  J^A  I ^BC  II  scn.AB  sen.B  I.  1,  (VIL  )*). 

'664.  ^A  I ^BC  ri  scn.AC  sen.C  I 1,  (VIL  23*). 

La  variazione  dell’  angolo  ; • • ; 

Sta  albi  variazione  del  lato  opposto 

Come  il  prodotto  del  seno  di  un  angolo  costante  pel  seno  del  lato  opposte- 
all’altro  angolo  costante  sta  al  raggio. 
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Se  B = 90°,  o se  C = 90°; 

665.  sen.;8|A  . sen.a^BC  ..  S1.„  (A  + ì^a)  • »cu.(bc  • 

^A  I <),BC  ::  cot.A  I cot.BC. 

Le  variazioni  dell’angolo  c del  lato  opposto 
Sono  proporzionali  alle  cotangenti  di  essi. 

RAGIONI  DELLE  VARIAZIONI 

DEL  LATO  COMPRESO  ERA  GLI  ANGOLI  COSTANTI, 

E d’uno  DEGLI  ALTRI  DUE  LATI- 


V. 

3 j 7 


1 ..  cos.C  scn.AC  scn.fBC  4-  tRBC)  -4-  cos. ACcoifBC  4-4&BC) 

seo.(AC-f-  S,  AC)  • *en.(BC  -+■ 


jr/r, f *»mi.tS|BC  . . - 

666-  . 1 • • 

9,BC  I ^AC  ili.’  (cos.C  -t-  cot.AC  cot.BC)  scn.’AC. 


t •!* 

) 

i • > 


Z/T.  „„„  iOnr<i, Cv  A r • .sen.(BC4-  9,BC)  .ros.ABscn.(BC-H7S,BC)  — cos.ACsfn.48sBC 

ooy.sen.^UL  .ìSen.^AO.  .lcn.(At4:^Xc3« ^Tbc 

J^BC  I ^AC  i ! sen.BC  l scn.AC  cos.AB- 

La  variazione  del  lato  opposto  all’  angolo  variabile 
Sta  alla  variazione  di  lino  degli  altri  due  lati  . 

Come  il  seno  del  primo  lato 
Sta  al  prodotto  del  seno  del  secondo  lato  pel  coseno  del  terzo  lato.' 

668.  sen.jy,BC  . tang.^AC  . . ^ . -^c  u„6.-(AU  + ^Ali)  -♦ 

^BC  I 9)AC  II  scn.A  I sen.B  cos.AB. 

La  variazione  del  lato  opposto  all’angolo  variabile  " • . ) 

Sta  alla  variazione  di  uno  degli  altri  due  lati,. 

Come  il  seno  delll  angolo  variabile 

Sta  al  prodotto  del  seno  dell’ angola  costante  opposto  alT  ultimo  Iato  pel" 
coseno  del  teizo  lato. 


•.  i 


669.  J^BC  I ^AC  II  sen.’A  I cos.C  -4-  cos.A  cos.B,  (VII.  29*). 
,670.  B)BC  I ^AC  II  1 I cos.C  -+-  sen.C  cos.AC  cot.A,  (VII.  10*)* 
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Similmente 

s * son.4$,BC  . . . i . cos.Bscn.Allson.(RC  + ^S,BG) -J-coj.ABco!.fT!C+T?VBf1 

°71-  i»en.9,AB  • 1 • • sen.  (AB  -|-  8,  AB;;*  »en.(UC-f.  JfcBC) 

9)BC  I ^AB  li  i I (cos.B  -+-  cot.AB  cot.BC)  sen.’ AB. 


# sen.  (BC  ■ 


672.  sen.i^BClisen.^AB::^^ 

8,BC  : 3) AB  : : sen.BC 


81  BC)  . cos.  A C son.(BC  -t-48>BC)  — cos.  ABsen.-f&BC 
^ AB)  • sen.BC  ~ ' 

i sen.  AB  cos.  AC. 


iCìnr-  i sJ > Q MI  i • sen.^A -4-49,A)  . srn.C  scn.(BC  +4^BC)  sen.  AC 

073.  sen.,  . tang.^AJJ . . — . -■■^-,:ucung.(Ac+4&>ACj  • 

8>BC  i 8)AB  1 1 sen.A  I scn.C  cos. AC. 

67 4.  8>BC  I 8>AB  li  sen.’À  i cos.B  -4-  cos.A  cos.C. 

675.  8*BC  i 8>AB  ii  1 i cos.B  H-  scn.B  cos.AB  cot.A.‘ 


Se  C = 90°; 

676.  sen.ì^BC  : ì sen.^AC  : I^bc^tPc)  * sen-AC  cos.(AC  -+-  8|AC). 

8*BC  i 8, AC  ii  2 tang.BC  i sen.2AC. 

La  variazione  del  lato  opposto  all1  angolo  variabile 
Sta  alla  variazione  dell’  altro  lato , 

Come  il  doppio  della  tangente  del  primo  Iato 
Sta  al  seno  del  doppio  del  secondo  lato. 

^77-sen. 8)BC*seh.8|AB;  ^sen.(BC  -t-  8,BC)  cos.BC  ' sen.  (AB-t-^ÀB)  cos.ABw 
8*BC  I 8) AB  li  sen. 2 BC  i sen. 2 AB, 

La  variazione  del  lato  opposto  all’angolo  variabile 
Sta  alla  variazione  dell’  ipotcnusa, 

Come  il  seno  del  doppio  del  detto  Iato 
Sta  al  seno  del  doppio  dell’ ipotenusa. 

678.  sen.8)BC  \ sen.^AB  ; \ sen. (A  -t-  8\A)  ; cos. AC. 

8jBC  ! 8>AB  li  sen. A I cos. AC., 

La  variazione  del  lato  opposto  all'  angolo  variabile 
Sta  alla  variazione  dell’  ipotenusa, 

Come  il  seno  dell’  angolo  variabile 
Sta  al  coseno  del  lato  adjacente. 
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679.  sen.^BC  : sen.3,AB  : : cos.B  : cos.AC  cos.(AC  -t-  ^AC). 

S^BC  l ^AB  II  cos.B  : cos.’AC. 

La  variazione  del  Iato  opposto  all’  angolo  variabile 
Sta  alla  variazione  dell’  ipotenusa, 

Come  il  coseno  dell’angolo  obliquo  costante 
Sta  al  quadrato  del  coseno  del  lato  opposto. 

Se  B = 90°; 

Si  permuterà  C in  B,  e B in  C,  nelle  analogie  (676  a 679). 


Dimostrazioni  delle  Analogie  della,  Tavola  precedente. 

680.  Sia  il  triangolo  sferico  ABC  convertito  in  ABD , conser-  Fi'g.64 
▼andò  costanti  il  lato  AB,  e l’angolo  adiacente  A ; e sia  CBD  = 

8|B , C — D = ^C  , CD  = ^AC  , e BD  t-  BC  = ^BC  , 
come  si  fece  (25 1).  Poste  queste  espressioni,  s’intenderanno  facil- 
mente le  dimostrazioni  seguenti. 

68 1.  Le  analogie  finite  (540  dipendono  dalla  proporzione  fra 
i seni  de’  lati  e i seni  degli  angoli  opposti  (448) , applicata  al  trian- 
golo BCD. 

682.  Ogni  analogia  infinitesimale , che  in  un  medesimo  arti- 
colo è posta  immediatamente  dopo  un’analogia  finita,  s’ intende 
dedotta  da  questa,  con  le  regole  usate  (253,  264,  265). 

Sostituendo  nelle  analogie  (540  il  valore  di  sen.C,  (VII.  6*), 
si  hanno  le  analogie  (542).  Questo  è il  significato  della  citazione 
(VII.  6 ) , che  abbiamo  posta  (542),  e così  s’ intenderanno  tutte 
le  altre  citazioni  consimili. 

Quando  poi  la  sostituzione  non  è fatta  nell’  articolo  che  precede 
immediatamente  , ma  in  altro  articolo  più  rimoro,  allora  ho  citatp 
4i  più  l’articolo , in  cui  fu  latta.  Così , per  esempio , nelle  ana- 
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Fig. 64  iogie  (^43) , la  citazione  (VII.  19*)  , (54 1)  significa  che  l’espres- 
sione contenuta  nella  formola  191  della  tavola  VII  è stata  sostituita 
nelle  analogie  dell’articolo  541. 

Fuori  delle  ora  dette  sostituzioni  per  gli  art.  542 , 543,  tutte  le 
altre  indicate  nel  progresso  della  tavola  s’intendono  sempre  fatte 
nelle  analogie  infinitesimali , e non  mai  nelle  finite. 

683.  Quando  A =90°,  al'  scn.A  = 1 , e cos.A  = o,  (42)  ; 
quindi  la  formola  (VII.  34’)  dà  tang.AC=  tang.B  sen.AB.  Pren- 
dendo iu  questa  equazione  i differenziali  finiti  secondo  la  formola 
(II.  32*),  e notando  clic  AB  è costante,  si  ha  —Xc  £";£;*+  fr,AC) 
s=  ^ [t  ^ x sen.AB.  Sostituendo  in  questa  equazione  il 

valore  di  sen.AB  preso  dalla  precedente  (il che  basti  accennato 
una  volta , giacché  faremo  in  tal  modo  sparir  la  costante  in  tutte  le 
differenziazioni  consimili)  si  ricaverà  tosto  la  prima  analogia  (544)- 

684.  Quando  AB  = 90*,  allora  l’equazione  (VII.  34*)  diviene 

tang.AC  = , la  quale  differenziata,  facendo  A costante , dà 

pure  la  prima  analogia  (544). 


L’infinitesimale  (544)i  dedotta  come  dicemmo  (682),  resta 
simplificata  nella  seconda  ragione  col  mezzo  della  formola  (I.  6*); 
il  die  succede  molte  volte  nel  progresso  della  tavola,  nè  si  avver- 
tirà più. 

685.  Nel  triangolo  sferico  BCD  si  ha  (IX.  4’)»  cos.;(BCD  -+■  D) 
* cos.KBCD  — D)  ; * tang.jCD  ] tang.;(BD  -t-  BC).  Ora 

cos.i(BCD  -4-D)  — cos.i(i8o°  — C — = (5)  sen.j(C  — D) 

= sen.;^C.,  (680)*,  ecos,j(BCD  — D)  = cos.i(i8o° — C-t-D^ 


=sen.j(C-t- D)  = sen.(C — ;B*C). Sostituendo  questi  valori  nella 
prima  ragione  dell’  analogia  precedente , e ponendo  nella  seconda 
le  espressioni  (680),  si  troverà  la  prima  analogia  ( 545). 

686.  L’operazione  precedente  suppone  C > D,  vale  a dire 
che  l’angolo  C diminuisca  cangiandosi  in  D,  nel  mentre  che  il  lato 
AC  cresce.  Per  indicare  che  queste  due  variazioni  si  fanno  in  senso 

contrario, 
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contrario , abbiamo  aggiunto  il  segno  negativo  a sen.;  8|C.  Del  resto 
la  supposizione  di  C > D è sempre  vera  quando  (BC  H-  BD)  < 
180%  come  può  intendersi  facilmente , applicando  la  regola  (47^) 
al  triangolo  BCD.  Quando  poi  (BC  -t-  BD")  > 180%  allora 
tang.(BC  -t-  \ ^BC)  divien  negativa,  il  che  rende  positivo sen. 3 : 
di  fatti  in  tal  caso  C aumenta  , cioè  C < D.  Con  ragionamenti 
consimili  , si  troverà  agevolmente  il  motivo  de’  segni  negativi  , 
quando  gli  abbiamo  adottati  nella  prima  ragione  delle  analogie  della 
tavola. 

687.  Prendendo  i difFerenziali  finiti  (II.  3oa  , 3ra  , 33‘ ) 
nell’ equazione  (VII.  17“)  espressa  come  segue,  sen. A cot.C  = 
sen. AC  cot.AB  — cos.AC  cos.A,  si  ha,  rammentando  che  AB 

A.  .•  sen.&C  son. A , r,  A .. 

sono  costanti  , — >r,,.c  ,c  (c  - 8,0  = 2 scn- 5 o\AC  X 
^cos.AC  -4-  ì 8*AC  cot.AB  -+-  scn.AC -t-i^AC  cos.A).  Po- 
nendo il  valore  (VII.  35*)  di  cot.AB,  moltiplicando  1’  equazione 
per  j ed  osservando  che  cos.(AC  -4-  5 ^AC)  cos.AC  -4- 
sen.(AC  -4-18)  AC)  sen.  AC  = cos.  ì^AC,  (II.  4*),  si 
troverà  — scn.^C  X ,,,,.""^-  8,0)  = 2 sen-  AC  X 
(tang.A  cot.C  cos.AC  -4-  i8,AC  H-  cos.i^AC).  Moltiplicando 
questa  equazione  per  cot.  A,  se  ne  cava  poi  là  prima  analogia  (546). 
Si  vedrà  (72 5)  il  significato  dell’  asterisco  *. 

688.  Se  la  formola  (VII.  17*)  si  fosse  presa  nel  modo  seguente, 
tang.C  sen. AC  cot.AB  — tang.C  cos.AC  cos.A  = sen. A , la 
differenziazione  non  sarebbe  più  stata  rigorosa,  a motivo  che  nel 
differenziare  i prodotti  delle  variabili , tang.C  sen.  AC  , e tang.C 
cos.AC,  si  negligono  i rettangoli  de’ differenziali  ( 1 33  ) , o se  si 
vuole  conservarli,  si  rade  in  un’  espressione  complicatissima.  Pari- 
mente si  può  far  la  prova  , che , se  si  differenziasse  la  forinola 
(VII.  17*) , prendendola  come  sta  nella  tavola  VII,  la  differenzia- 
zione non  sarebbe  esatta , quale  riuscì  (687).  Si  stabilisca  dunque 

Ss 


Digitized  by  Google 


322  Cap.  XIX.  Delle  analogie  differenziali 
Fig.64  ciie , per  avere  un’  equazione  differenziale  rigorosa , bisogna  i°.  che 
l’equazione,  che  vuoisi  differenziare,  sia  composta  in  modo,  che 
niun  termine  contenga  più  d’ una  variabile;  20.  che  alcuna  varia- 
bile non  sia  nel  denominatore  di  u..  membro  , mentre  qualche  va- 
riabile pur  si  trovi  nel  numeratore  dell’ altro  membro.  Con  queste 
condizioni  niente  sarà  negletto  nel  differenziare  , ( 1 37 ) ; faremo 
vedere  in  progresso  (703,  &c.  ),  con  quali  artifizj  si  possano  otte- 
nere in  certi  casi  che,  a primo  aspetto,  sembrano  escluderle. 

689.  Manca  l’analogia  differenziale  finita  corrispondente  all’  in- 
finitesimale (547),  non  avendosi,  per  sostituire  nella  prima  (545), 
un  valore  esatto  di  sen.(C  — ìS*C)  corrispondente  a quello  di 
sen.C  che  ho  sostituito  nella  seconda.  Si  applicherà  questo  avver- 
timento anche  agli  altri  casi , ove  mancano  nella  tavola  le  analogie 

' finite. 

690.  La  prima  analogia  (548)  per  il  caso  di  A = 90%  si  cava 
immediatamente  dalla  prima  (546), 

Quando  AB  = 90°,  la  formula  (VII.  17*)  diviene  cot.C  = — 
cos.AC  cot.A.  Prendendo  i differenziali , e notando  che  verranno 
ad  avere  lo  stesso  segno  per  causa  (683)  della  sostituzione  del  va- 
lore di  cot.A,  che  è dato  negativo  dall’equazione  precedente,  si 
ricaverà  la  prima  analogia  (549). 

Si  noti  l’ utilità  de’  segni  che  ho  inseriti  nelle  analogie  diffe- 
renziali , poiché  fanno  conoscere  , in  questo  caso,  che  , quando 
AB  = 90°,  i cangiamenti  di  C e di  AC  non  sono  più  in  senso 
contrario,  purché  AC  e C siano  della  medesima  specie.  Questo 
cangiamento  di  segno  , in  confronto  delle  analogie  precedenti , fa 
vedere  quanto  facile  fosse  di  prendere  in  fello  , tanto  in  questo  , 
quanto  in  altri  casi  consimili  della  tavola , l’incremento  pel  decre- 
mento, o viceversa,  nell’ adoprar  le  analogie  infinitesimali,  quali 
furono  date  finora , cioè  senza  alcuna  distinzione  di  segni. 

691.  Nel  triangolo  BCD  si  ha  (IX.  4')?  tang.  j(BD  — BC); 
tang.jCD  ) ) sen.j  (BCD  — D)  ; sen.j  (BCD  -+-  D).  Procedendo 
come  si  fece  (685),  quest’ analogia  si  trasforma  nella  prima  (55o). 
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692.  Prendendo  i differenziali  finiti  nell’equazione  (VII. 26“), 
presa  con  tutti  i segni  cangiati,  onde  aver  positivi  i differenziali 
de’coseni,  si  ha  asen.j  $>BC  sen.(BC  -4- l^BC)  = 2sen.l8,AC 
(cos.AB  sen.AC  -+-  j^AC  — sen.AB  cos.AC  -t--<^AC  cos.A). 
Sostituendo  il  valore  (VII.  7*)  di  cos.A,  e moltiplicando  l’equa- 
zione per  sen.AC,  si  troverà  cos.AB  moltiplicato  per  il  valore  di 
cos.  j B^AC , enunziato  (6 87);  e si  avrà  tosto  la  prima  analogia 
(55i). 

693.  Nel  differenziare  l’equazione  (VII.  26*),  ho  impiegato 
(AC  -f-  ì^AC),  e non  (AC  — 18,AC),  nel  differenziale  di  — 
sen.AC,  il  che  in  apparenza  è contrario  alla  regola  data  ( 1 43 ). 
Ma  come  3|AC  non  può  essere  positivo  e negativo  nel  tempo 
stesso,  così,  avendo  adottato  il  segno  positivo  per  sen.ì  8,  AC,  quale 
lo  dà  la  differenziazione  di  — cos.AC , ne  viene  in  realtà,  per  la 
regola  stessa,  e per  1’  altra  (i54),  che  deve  usarsi  per  tutto 
(AC  -4-  j^AC).  Se  avessi  adottato  il  segno  negativo,  il  secondo 
membro  dell’equazione  sarebbe  riuscito  come  segue  — 2scn.;^AC 

(sen.AB  cos.AC  — ì^AC  cos.A  — sen.AC  — ìS^AC  cos.AB). 
Ho  preferito  il  segno  positivo  , perchè  indicato  dall’  analogia 
(55 o) , nella  quale  si  vede  che  i cangiamenti  di  AC  e di  BC  si 
fanno  nel  medesimo  senso,  sempre  che  sia  (C  — i9*C)  < 90% 
come  si  deve  supporre , per  regola  generale  (4^9),  nella  costruzion 
delle  formole. 

694.  Quando  A = 90°,  l’ultimo  termine  dell’equazione  (692) 
sparisce  , e se  in  vece  di  cos.AB  si  pone  in  quella  , valor  che 

si  cava,  in  tal  caso,  dalla  forinola  (VII.  26*),  si  deduce  tosto  la 
prima  analogia  (553). 

Che  se,  in  vece  di  A,  siaAB  ==  90°,  la  formola  citata  dà  cos.BC 
= sen.AC  cos.A,  dalla  quale  equazione  , differenziata  e ridotta 
come  dicemmo  (683),  si  ricava  la  prima  analogia  (554). 

695.  Nel  triangolo  BCD  si  ha  (IX.  2*),  sen.j(BD  -4-  BC)  * 
seu.ì(BD  — BC)  ; ; cot.ìCBP  ; tang.ì(BCD  — D).  Sostituendo 

S s ij 
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FIg.64  le  espressioni  (680),  ed  osservando  che  tang.)(BCD  — D)  = 
cot.  (C  — ) , ( 685  ) , e che  la  seconda  ragione  può  rovesciarsi  , 

come  segue,  tang.  (C  — ì^C)  ; tang.j^B,  l’analogia  si  converte 
nella  prima  (555). 

696.  La  forinola  (VII.  3i*)  può  esprimersi  come  segue  : — 

cot.BC  se». AB  = — sen.B  cot. A — cos.B  cos.AB.  Prenden- 
do i differenziali  finiti,  si  ha  = 2sen‘»  X 

(cos.AB  sen.B  -+-  )8>B  — cos.B  jJ^B  cot. A).  Ponendo  il  va- 
lore (VII.  i3‘)  di  cot. A,  moltiplicando  l’equazione  per  — ^ t 
e osservando  che  seri.  (B  -t-  ) ^B)  sen.B  -f-  cos.(B  -+-  j &,B)  cos.B 
■■  = cos.)  S)B,  (II.  4*),  il  clic  sia  detto  per  l’ultima  volta,  si  rica- 
verà tosto  la  prima  analogia  (556). 

697.  Se  A = 90“,  dalla  formola  (VII.  3i")  si  ha  cos.B  = 
tang. AB  cot.BC.  Cangiando  i segni,  differenziando,  e riducendo 
come  si  disse  (683),  si  troverà  la  prima  analogia  (558). 

Operando  nel  modo  stesso  sull’equazione  tang. A cot.BC  — 
sen.B,  alla  qual  si  riduce  la  formola  (VII.  i3a)  quando  AB  = 
90°,  si  perviene  alla  prima  analogia  (559). 

698.  Nel  triangolo  BCD  si  ha  (474)»  (P)»  tang.ì(I>D  -+-  BC) 
tang.;(BD  — BC)  ; 7 tang.)(BCD  -+-  D)  ; tang.l(BCD  — D)', 
overo(685);  ; cot.i^C  * cot.(C — l^C),opure:  ;tang.(C — i9,C)7 
tang.  ì^C.  Ponendo  nella  prima  ragione  di  questa  analogia  le  es- 
pressioni (680), si  vedrà  tosto  come  essasi  riduce  alla  prima  (56 o), 
avvertendo  che  tang.j  ^C  porta  il  segno  negativo  per  la  stessa  causa 
addotta  (686). 

699.  L’analogia  (564)  si  cava  immediatamente  dalla  (562 
Si  noti  il  cangiamento  del  segno  in  confronto  della  (563).  E chiaro 
che,  se  nel  caso  di  AB  = 90°  i termini  medj  sono  — ^C,  e — 
cos.B  sen.BC,  il  loro  prodotto  sarà  positivo,  e per  conseguenza  <^G 

* in  tal  caso  acquista  il  segno  positivo. 

700.  Nel  triangolo  BCD  si  ha  (IX.  a1),  co$.)(BD  -+-  BC)  7 


Digitized  by  Google 


de’  triangoei  sferici.  3 23 

cos.j  (BD  — BC)  : : cot.-:CBD  : tang.i(BCD  -4-  D).  Trasfonnate 
queste  espressioni,  al  solito,  nasce  la  prima  analogia  (565). 

Differenziando  l’equazione  (VII.  12*)  , indi  ponendo  il  valore 
(VII.  29*)  di  cos.AB,  c riducendo  come  si  fece  più  volte,  si  rica- 
verà la  prima  analogia  (566). 

701.  Dalla  medesima  si  deduce  immediatamente  la  prima  ana- 
logia (568). 

La  prima  (569)  si  ottiene,  differenziando,  al  nostro  solito  , 
l’equazione  , cos.C  = — cos.  A cos.B,  a cui  si  riduce  la  forinola 
(VII.  12*)  nel  caso  di  AB  = 90°.  I differenziali  vengono  ad  avere 
Io  stesso  segno  nell’analogia  (669),  per  causa  consimile  all’ accen- 
nata (690). 

702.  Sia  ora  il  triangolo  ABC  convertito  in  ADE,  di  maniera 
che  sia  DE  = BC  : sarà  DF  -4-  FE  = BF  -+-  FC , e per  conse- 
guenza FÉ  — BF  = FC  — DF.  Ne’  triangoli  BI'E  , CFD,  si  ha 
(IX.  41) 

sen. j(EBF -4-  E);sen.j(EBF  — E))  ltang.;BE;tang.i(FE  — BF); 
sen.j(CDF  -4-  C);scn.j(CDF  — C)|  Itang.jCD;  tang.](FC  — DF)v 

Si  osservi  10.  che  l’ultimo  termine  è uguale  in  queste  analogie1, 
sicché  spariscono  entrambi , dividendo  l’una  per  l’altra  , e resta  1 
in  loro  vece  ; 2°.  che  BE  = fyAB,  e CD  = — <^AC;  3°.  che 
B > E , e C < D , per  la  stessa  ragione  addotta  (686);  donde 
nasce  E = B — ^B  ,eD  = C + ^C.  Operando  come  si  fece 
(685) , si  ha  sen.j  (EBF  -4-  E)  = cos.ì  8,B,  e sen.j  (EBF  — E) 
= cos.(B  — i8*B)  ; così  sen.j(CDF  -4-  C)  = cos.j^C,  e 
sen.j(CDF  — C)  = cos.  (C  -4-  j^C).  Con  tali  sostituzioni , dalle 
due  analogie  precedenti,  divise  l’una  per  l’altra,  si  ricaverà  la 
prima  (570). 

Si  sostituisca  nell’  analogia  (573)  il  valore  (VII.  261)  di  cos.BC; 
si  ponga  1 — sen.’AC  in  vece  di  cos.’AC,  e 1 — sen.3AB  in 
vece  di  cos.  "AB;  quindi  si  divida  la  seconda  ragione  per  sen.’AIÌ 
sen.AC  cos. AC,  e si  troverà  l'analogia  (574). 


Fig.65t 
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;.65  7°3.  Quando  A = 90°,  si  ha  (VII.  26'),  cos.BC  = cos.AB 

cos.  AC.  Poiché  il  secondo  membro  di  questa  equazione  è un  pro- 
dotto di  due  variabili,  a primo  aspetto  sembra  impossibile  averne 
i differenziali  finiti  (688).  Questo  è il  primo  caso  nel  quale  mi 
accade  in  quest’  Opera  d’ essere  in  necessità  d’ invocare  il  soccorso 
delle  secanti.  Di  fatti  la  difficoltà  sparisce  facendo,  per  esempio  , 
cos.BC  sec.AB  = cos.AC. 

Per  aver  1’  espressione  del  differenziale  finito  di  una  secante  , 

1 T)  a 1 1 toc.  A — sec.B 

osservo  che  cos.  13  — cos.  A = — ^ r = 5 r-  = 

(sec.A  — sec.B)  cos.B  cos. A.  Quindi  (11.23'),  sec.A  — sec.B  = 
jspn.T(A  — B)  sen.TtA  -+-B) , jon(je  sj  cava ? procedendo  come  per  gli 


cos. A cos.B 

altri  differenziali  ( 1 3t)  ) , 


Q c«r  R awn.-fS'B  sen.(B  -4-  ifr 

cos.B  tos.  ( B &|B) 


tS,B> 


Ora  differenziando  l’equazione  cos.AC  = cos.BC  sec.AB  , 
si  ha  dunque  — 2 sen.j^AC  sen.(AC  — ì9>AC)  = cos.BC  X 

?^.ABA!r(ABBAAB)AB)  ' P°nend°  C0S-AB  C0S'AC  b VeCe  111 

cos. BC,  si  ricaverà  tosto  l’ analogia  formata  dalle  due  prime  ra- 
gioni (5y5  ).  Quella  formata  dalla  prima  e dalla  terza  ragione  , si 
trova  differenziando  l’equazione  — cos.AB  = — sec.AC  cos.BC. 

704.  Quando  BC  = 90°,  si  ha  (VII.  7'),  cos. A = — cot.AB 

cot. AC,  o vero  cos. A tang.AB  = — cot.AC.  Differenziando,  e 
osservando  che  uno  dei  differenziali  diventa  negativo  , con  la  sos- 
tituzione del  valor  negativo  di  cos.  A,  come  si  disse  (690) , si  rica- 
verà la  prima  analogia  (676). 

Nel  caso  diBC  = 90%  si  ha  pure  cos.AC  = cos.B  sen.AB, 
(VII.  28*);  e per  la  stessa  ragione , nel  triangolo  ADE , cos.AE  = 
cos.D  sen.AD , ovvero  cos. (AB  -+-  ^AB  ) = cos.  (C  -4-  8*C)  X 
sen.(AC  — 9*AC).  Fatte  queste  sostituzioni  nella  prima  analogia 
(5/6) , si  avran  le  due  prime  ragioni  (5yy). 

Nel  caso  stesso  si  ha  ancora  (VII.  8*),  cos. A = — cos.B 
cos.C  = — cos.D  cos.E  = — cos.(C  ■+■  fyC)  cos.(B — $>B). 
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Dunque  i°.  cos.(C  -+-  ^C)  ; cos.B  ; ; cos.C  ; cos.(B  — 8,B) , 
seconda  e terza  ragione  (577).  20.  Prendendo,  nell’ equazione 
cos.A  = — cos.B  cos.C,  una  volta  il  valore  di  cos.C  , e un’  altra 
quello  di  cos.B,  e sostituendoli  alternativamente  nella  seconda 
analogia  (577),  si  avranno  le  analogie  (578). 

705.  Cangiando  tutti  i segni  nella  prima  analogia  (570),  indi 
riducendola  al  triangolo  supplementario  , col  metodo  facile  che  ho 
suggerito  (440),  si  considererà  che,  se  AB  diminuisce,  l’angolo 
opposto  nel  triangolo  supplementario  deve  crescere  ; onde  in  vece 
di  — tang.  j ^AB  si  avrà  tang.  £ 8,C , e per  la  stessa  ragione  — 
tang.  i8,B  in  vece  di  tang.  ) ^AC.  Si  sa  poi  che  il  coseno  di  un  arco 
e quello  del  suo  supplemento  sono  dolati  di  segno  contrario  (36) , 
e però  in  cambio  di  — cos.(C  — ìS|C)  si  avràcos.(AB  -t-ì^AB), 
e cos.(  AC  — ;9,AC)  in  luogo  di  — cos.(B  -t-  j^B).  Ma  invece 
di  cos.)  ^C  , si  ha  cos.  AB  , e cos.j  ^AC  in  vece  di  cos.j^B  , 
senza  alcuna  mutazione  di  segno  (164).  Con  che  è dimostrata  e 
composta  la  prima  analogia  ( 679  ).' 

706.  Sostituito  nell’analogia  (582)  il  valore  (VII.  8*)  di  cos.A, 
si  ponga  i — sen.’B  in  vece  di  cos.3B , e i — sen.’C  in  vece  di 
cos.*C  ; indi  si  divida  la  seconda  ragione  persen.B  cos.B  sen.’C  , 
e si  troverà  l’analogia  (583). 

Quando  A = 90%  si  ha  (VII.  a5*),  cos.BC  = cot.B  cot.C, 
o vero  cos.BC  tang.C  = cot.B.  Differenziando  al  solito  (683),  si 
trova  la  prima  analogia  ( 584). 

Nel  caso  stesso,  cos.B  = cos.AC  sen.C,  (VII.  io1),  e perla 
stessa  ragione  cos.D  = cos.AE  sen.E  , ovvero  cos.(C  -+-  S^C)  = 
cos.  (AB  -4-  8^AB  ) sen.  (B  — ^B).  Con  queste  sostituzioni,  dalla 
prima  analogia  (584)  si  hanno  le  due  prime  ragioni  (585).  Ma 
(VI.  i3*),  cos.BC  = cos. AB  cos.AC  = cos.AE  cos. AD  = 
cos. (AB  -t-  SjAB)  cos.  (AC  — ^AC).  Dunque  cos.  (AB  -+-  ^AB)  ] 
cos.AC  \ \ cos. AB  ; cos.  (AC  — <^AC) , seconda  e terza  ragione 
(585). 

Cangiando  i segni  nelle  analogie  (575) , indi  impiegando  il- 
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rig.65  triangolo  supplementario , come  abbiam  fatto  (70 5 ) , si  otterranno 
le  analogie  (58y). 

707.  Prendendo  i differenziali  finiti  nell’ equazione  scn.BC  X 
sen.C  = scn.AB  sen.A , ( VII.  1*) , indi  sostituendo  sen,A.B  invece 
della  quantità  costante  , si  avrà  la  prima  analogia  (588). 

Le  analogie  (5p 3 a 5<)j  ) si  ottengono  , permutando  B in  C , 
e C in  B nelle  precedenti  (588  a 592).  Potevo  far  positive  ambe 
le  variazioni , giacché  sono  nel  medesimo  senso  , ma  le  ho  fatte 
negative , per  conservar  l 'uniformità  con  le  analogie  (570,  e segg.). 

I casi  di  A = 90°  e di  BC  = 90°  non  porgono  alcuna  analogia 
diversa  dalle  precedenti  (588  a 597),  salva  la  loro  simplificazione 
ne’ modi  che  accennerò  (728). 

708.  La  prima  analogia  (598)  si  trova,  moltiplicando  insieme, 
termine  a termine,  le  analogie  finite  (570,  5p3). 

Mettendo  in  essa  sen.  AB  \ sen.C,  in  vece  di  sen.  AC  sen.B  , 
si  ha  la  prima  ( 599  ). 

Posto  il  valore  (VII.  i8J)  di  tang.C  nell’ analogia  (601),  si 
riduca  la  seconda  ragione  ad  uno  stesso  denominatore  , affine  di 
eliminarlo  ; si  ponga  1 — sen.1  BC  in  vece  dicosABC;  indi  si  di- 
vida la  detta  ragione  per  sen.BC  cos.BC  cot.AB  ; si  avrà  l’analo- 
gia (602). 

Sostituendo  in  questa  il  valore  (VII.  3i“)  di  tang.BC  , si  farà 
sparir  similmente  il  denominatore,  e si  porrà  1 — sen.JB  in  vece 
di  cos.aB  ; si  dividerà  la  seconda  ragione  per  sen.B  cos.B  , si  mol- 
tiplicherà la  detta  ragione  per  cos.AB  tang.A;  e osservando  che 
sen.1  AB  -4-  cos.'AB  = 1,  si  avrà  l’analogia  (6o3). 

Le  analogie  (804  a 609)  si  ottengono,  permutando  B in  C e 
C in  B nelle  analogie  (598  a 6o3),  e cangiando  i segni  ai  differen- 
ziali, per  conservar  1'  uniformità  come  dissi  (70 7).  Lo  stesso  s’in- 
tenda delle  analogie  (611),  che  sono  tratte  dalle  (610). 

La  prima  (610)  si  trova  differenziando,  al  solito  nostro,  T equa- 
zione 
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zione  cos.B  = tang.  AB  cot.BC , clic  è data,  nel  caso  di  A = 90“, 
dalla  forinola  (VII.  3i’). 

Quando  BC  = 90°,  dalla  forinola  (VII.  i3*)  si  cava  tang. A X 
cos.AB  = — tang.B.  Differenziando,  c rammentando  il  già  detto 
(690)  circa  il  cangiamento  del  segno  , si  ottiene  la  prima  analo- 
gia (612).  . 

Permutando  in  essa  B in  C,  si  ha  la  prima  (61 3). 

709.  Sia  ora  il  triangolo  ABC  convertito  in  ABD  di  maniera  Fig.66 
che  sia  AD  = AC  : i due  lati  AB,  AC  saranno  costanti,  e si  avrà 
sen.AB  I sen.AC  1 1 scn.C  I sen.B  I sen.D  ! sen.ABD.  L'ultima 
analogia  f^veder  che  siccome,  posti  acuti  tutti  gli  angoli  al  solito 
(459),  il  seno  maggiore  corrisponde  all’angolo  maggiore,  il  mi- 
nore al  minore , così  se  ABD  > B come  nella  figura  , deve  essere 

D > C.  Faremo  dunque  , per  adoprare  le  nostre  espressioni  con-, 
sucte,  C.BD=8lB,  ABD==Bh-^B,  D = C -t-  &»C,  CAD  = 

— B>A,  (chiamando  sempre  A l’angolo  BAC  del  triangolo  primi- 
tivo ABC),  e BD  = BC  — 9,BC,  giacché  è facile  conchiudere 
dall’equazione  (VII. 26’)  che,  se  A diminuisce,  anche  la  variazion 
di  BC  deve  essere  in  meno. 

7 10.  L’ultima  analogia  precedente  dà  (IL  12*),  tang.  j (ABD  -t-  B) 

; tang.; (ABD  — B)t  ; tang.  ; (D  -4-  C)  ; tang.;(D — C).  Sosti- 
tuendo le  espressioni  or  fissate,  quest’  analogia  si  converte  nella 
prima  (614). 

Nelle  analogie  (61 5 a 618)  gli  stessi  archi  finiti,  che  si  trovano 
in  una,  non  si  trovano  mai  tutti  in  un’altra.  Così  ebbi  attenzione  di 
fare  in  tuttala  tavola,  altrimenti  avrei  creduto  inutile  ed  anzi  no- 
cevole  il  moltiplicare  le  analogie.  E pure  quelle  date  da  La  Caille 
nel  caso  presente  sono,  ^B  ; 3,C  ] ; tang.B  ; tang.C  * ; sen.AC 
cos.C  i sen.AB  cos.B  1 1 sen.B  cos.C  ! sen.C  cos.B.  Non  saprei 
intendere  a quale  oggetto  abbia  dato  le  ultime  due  ragioni,  cias- 
cuna delle  quali  suppone  noti  gli  angoli  B e C , nel  qual  caso  chi 
sarà  il  Calcolatore  che  non  preferisca  servirsi  della  ragione  tang.B 
tang.C?  Più  volte  s’incontra  questa  inavvertenza  nelle  analogie 

Tt 
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Tì£.66  di  La  Calile,  nè  posso  dissimularla  , vedendole  adottate  da  molti. 

L’essere  alcuno  de’  lati  costanti  eguale  a 90°  non  produce  altre 
analogie  oltre  quelle  date  (614  a 618). 

711.  Nel  triangolo  BCD , si  ha  (IX.  2’),  scn.;(HC  -t-  BD)  m. 
sen.j(BC  — BD)  **  cot.jCBD  [ tang.j(BDC  — BCD).  Ma 
BDC  — BCD  = D -t-  ADC  — ( ACD  — C)  = D C , a causa 
che  il  triangolo  CAD  è isoscele.  Sostituendo  questo  valore  , e le 
espressioni  (709),  nell’  analogia  esposta  or  ora,  si  avrà  la  prima 
(619). 

712.  Poiché  (VII.  9'),  sen.BC  sen.AB  cos.B  = cos.AC  — * 
cos.BC  cos.AB , invocando  le  cosecanti  si  avrà  sen.AB  cos.B  = 
cos.AC  cosec.BC  — cot.BC  cos.AB.  11  differenziale  finito  della 
cosecante  si  deduce  dalla  formola  (II.  22*)  , operando  in  quel 
modo,  che  mi  ha  servito  a trovare  (7o3)  il  differenziale  della  se- 
cante ; ed  è , denotando  per  B un  arco  qualunque, 


— SjCOsec.B 


ascn.T^B  cos.(B  -f-  t^P) 
sen.B  sen.(B  -+-  ^Q) 


Ora  differenziando  la  penultima  equazione,  dopo  averne  cangiati 
i segni  onde  avere  ^B  positivo,  e adottando  il  segno  negativo  per 
S^BC,  tutto  ciò  per  conservar  l’unifonnità  con  l’analogia  (619)  , 
si  ha  2 sen.AB  scn.(B  -+-  j^B)  sen.AB  = — cos.AC  X 

— asen.T^BC  cos.(RC  — tc^BC)  sm.^BC  cos.AB  .j 

I^TTÌC  — t^lìCj  sen.BC  scn.(BQ  — &,BC)  * P0nSa  11  Va* 

loie  (VII.  28*)  di  cos.AC,  asen.j^BC  cos.ì8,BC  in  cambio  di 
sen.^BQe  cos.BC  cos.(BC  — iS>BC)-+-sen.BCsen.(BC — ìc\BC) 
in  vece  di  cos.j&BC,  (II.  4*):  ridticcndo,  e dividendo  l’ equa- 
zione per  2 sen.AB,  si  ricaverà  la  prima  analogia  (620). 

Permutando  B in  C,  e C in  B , nelle  analogie  (619  a 622),  si 
hanno  le  analogie  (623  a 62Ò). 

7i3.  Quando  AC  = 90°,  si  ha  (VII.  9*),  cos.B  = — cot.BC 
cot.AB.  Cangiando  i segni,  e differenziando  al  solito  (690) , si  avrà 
la  prima  analogia  (627). 

Quando  AC  = 90°,  si  ha  pure  (VII.  3oa) , cos.AB  = cos.C 
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scn.BC  , o vero  scn.  BC  = ~:t~  • Sostituendo  questo  valore 
nell’  infinitesimale  (619) , si  ha  la  (628). 

714-  Se  poi  fosse  in  vece  BC  = 90%  si  avrebbe  (VII.  n*), 
cos.C  = e (619),  — 8>BC  : 9>B  ; ; 1 ; cot.C.  Conos- 

cendo i due  lati  costanti , si  può  dunque  trovare  con  l’ equazione 
l’angolo  C,  che  serve  poi  a risolver  l’analogia.  Questo  è il  calcolo 
più  spedito,  al  qual  si  riduce  anche  la  formola  complicata.  B,B  ; 
3|BC  ; ; cos.AB  ; y/( sen.'AC  — cos.*  AB),  data  nell’  Almanacca 
astronomico  di  Berlino  per  l’ anno  1 76 o.  Vedremo  per  altro  (764), 
quanto  sia  difettosa  quest’  analogia  nell’uso  a cui  viene  impiegata. 

715.  La  prima  analogia  (629)  si  ha,  differenziando  l’equazione 
(VII.  26*).  La  seconda  ragione  contiene  quattro  parti  del  trian- 
golo , il  clic  si  scosta  dal  sistema  generale  della  tavola  ; ma  non  è 
possibile  simplificare  maggiormente  questa  analogia , che  è anzi 
una  delle  più  utili  della  tavola  stessa  , come  vedremo  (Cap.  XXI). 

Quando  uno  de’  lati  costanti  è di  90°,  la  formola  (VII.  26*)  si 
riduce,  cos.BC  = cos.A  sen.AB,o  vero  cos.BC  = cos.A  sen.AC. 
Differenziando  1’  una  o l’altra  di  queste  equazioni , si  ha  la  prima 
analogia  (632). 

716.  Quando  fosse  in  vece  BC  = 90%  si  avrebbe  (VII.  1 1*) , 

cos.C  = Dati  i due  lati  costanti  , può  dunque  trovarsi  con 

questa  equazione  l’angolo  C , che  s'impiega  poi  a risolvere  l’ana- 
logia (63 1) , senza  bisogno  d’ introdurre  un  radicale  (760)  sul  far 
di  quello  riportato  (714)- 

717.  Dalla  formola  (VII.  161)  si  ha  cot.B  ==  sen.AB  cot.AC  X 
cosec.A  — cos.AB  cot.  A.  Cangiando  i segni , differenziando  con 
prendere  (712)  il  differenziale  della  cosecante , adottando  il  segno 
negativo  per  S,A,  ponendo  2scn.j  ^A  cos.l^A  in  vece  di  sen.^A, 
sostituendo  il  valore  (VI  1.34*)  di  cot.AC,  e cos.A  cos.(A  — ij^A) 
-4-  sen.A  sen.(A  — ìfyA)  in  cambio  di  cos.j^A,  (II.  4‘)  ; si 
dedurrà  la  prima  analogia  (633). 

Ttij 
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rig.6<S  Mettendo  in  questa  il  valore  (VII.  29*)  di  cos.AB , riducendo 
l’ultimo  termine  dell’analogia  ad  uno  stesso  denominatore,  e osser- 
vando che  sen.A  cos.(A  — s9\A)  — cos.A  sen.(A  — i8*A)  = 
sen.l^A,  (II.  2'),  si  otterrà  la  prima  analogia  (634). 

La  prima  (635)  si  conseguisce  , dividendo  1’  una  per  1’  altra  le 
analogie  difFerenziali  finite  (619,  629),  e sostituendo  il  valore 
(VII.  241)  di  sen.AB.  Benché  questa  analogia  contenga  quattro 
parti  del  triangolo  nella  seconda  ragione , pure  ho  stimato  di  non 
ometterla , come  corrispondente  ad  una  infinitesimale  che  ne  ha 
solo  tre. 

Le  analogie  (638  a 642)  si  ottengono,  permutando  B in  C,  e 
C in  B,  nelle  precedenti  (633  a 637). 

718.  Quando  AB  = 90°,  si  ha  (VII.  i6J),  tang.B  = sen.A 
tang.AC,  e (VII.  17'),  cot.C  = — cos.AC  cot.A.  Differenziando 
(683)  ciascuna  di  queste  due  equazioni,  si  avranno  le  prime  ana- 
logie (643,  644). 

Il  caso  di  AB  = 90°  dà  pure  (VII.  12’),  cos.C  = — cos.A 
cos.B.  Questo  valore,  sostituito  nella  prima  analogia  (644)  » rende 
negativo  sen.^A,  per  il  che  essa  diviene  — sen.^A  ; sen.S^C  \ * 
sen.(A  — ^A)  ; sen.(C  -+-  ^C)  cos.B.  Ma  nel  triangolo  ABD 
si  hasen.BAD  = sen.BD  sen.D,  (448),  ovvero sen. (A — ^A) 
= sen.(BC  — <^BC)  sen.(C  H-  8\C).  Sostituendo  questo  valore 
nell’  analogia  precedente,  se  ne  cava  la  prima  (645). 

Nel  caso  stesso  di  AB  = 90°,  il  triangolo  ABD  dà  (VII.  28’), 
cos.AD  = cos.  ABD  sen.BD,  ovvero  sen.  (BC  — c^BC)  = 
— . Ponendo  questo  valore  nella  prima  analogia  ( 6\S  ) , si 
ha  la  prima  (646). 

719.  Tutte  le  analogie  (647-8  679)  si  ottengono,  prendendo 
le  parti  del  triangolo  opposte  a quelle  contenute  nelle  analogie 
(614  a 646),  e facendo  uso  del  triangolo  su pplemen tarlo  , previe* 
il  cangiamento  de’ segni,  nel  modo  che  si  è veduto  (70 5).  Tutta- 
via, per  minore  imbarazzo  rispetto  ai  segni,  ho  citato  la  tavola  VII 
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per  fondamento  d’ogni  infinitesimale  , la  qual  può  trovarsi  per 
mezzo  di  sostituzioni. 

Nella  prima  analogia  (65 2)  si  osserverà  che  il  segno  negativo,' 
che  avrebbe  il  terzo  termine  , è trasportato  a rendere  positivo  il 
primo  termine.  Lo  stesso  ha  luogo  in  appresso  in  molte  altre  ana- 
logie. Nell’  analogia  (661)  il  quarto  termine  è quello  che  sarebbe 
negativo , se  non  si  facesse  positivo  il  primo. 

Per  avere  la  prima  (66 2)  non  fa  mestieri  cangiare  i segni  nella 
prima  (629). 

La  prima  ragione  dell’analogia  finita  (665)  risulterebbe  coi 
segni  negativi.  Gli  ho  cangiati  in  positivi,  per  conservar  l’unifor- 
mità con  le  analogie  precedenti. 

Del  resto  quando  si  avesse  qualche  difficoltà  sull’  intelligenza 
de’  segni  nelle  analogie  (647  a 679),  si  potrà  cercare  fa  loro  dimos- 
trazione diretta  coi  metodi  che  ho  impiegati  per  dimostrare  le  loro 
corrispondenti  (614  a 646). 

720.  Finisco  avvertendo  che,  siccome  l'ultima  analogia  (679), 
che  si  vedrà  impiegata  utilmente  (775),  non  ha  bisogno  che  di  due 
dati , AC  e B , per  far  conoscere  la  ragione  fra  i due  differenziali, 
cosi  è preferibile  a quella  data  da  La  Caille , che  esige  di  più  la 
cognizione  di  BC , e che  viene  ad  essere  ( cangiando  le  lettere 
nell’analogia  di  questo  Autore  , giacché  egli  fa  A,  e B costanti, 
e A = 90°) , ^BC  ; 8^AB  * \ sen.B  sen.BC  \ isen.2AC. 

Avvenimenti  per  l’uso  delle  analogie  ( 54 1 a 679). 

721.  Non  sarà  forse  compresa,  a prima  vista,  Futilità  delle 
analogie  differenziali  finite,  a motivo  della  loro  uovità,  e del  loro 
aspetto  sovente  complicato.  Devo  però  avvertire: 

i°.  Che  queste  contengono  la  soluzione  immediata,  e d’ordi- 
nario la  più  semplice  possibile  , de’ problemi  relativi  a due  triangoli 
obliquangoli  che  hanno  due  parti  comuni  o eguali , e ne’  quali 
problemi  entri  la  considerazione  di  alcune  differenze  delle  parti  di 
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un  triangolo  da  quelle  dell’  altro  : se  ne  vedranno  diversi  esempj 
(Cap.  XXI). 

20.  Le  analogie  differenziali  finile  faranno  vedere  al  Calcolatore 
ciò  che  è negletto  nelle  infinitesimali  corrispondenti;  sicché  nel 
servirsi  di  queste  saprà  presso  poco  a qual  errore  si  esponga , e 
potrà  mitigarlo  , od  evitarlo  col  soccorso  delle  altre  ; avvantaggio 
prezioso,  e sopra  tutto  quando  i differenziali  sono  divisi,  o molti- 
plicati , per  quantità  prossime  a zero , o all’  infinito , ne’  quali  casi 
le  analogie  infinitesimali  vanno  soggette  ad  errori  enormi  e perfino 
infinitamente  grandi. 

3°.  L’accennato  soccorso  si  estende  anche  a quelle  analogie  infi- 
nitesimali, ove  mancano  le  corrispondenti  finite,  giacché  si  può 
ottener  queste  , se  non  rigorose , almeno  con  grande  approssima- 
zione , anche  quando  le  differenze  fossero  di  alcuni  gradi , proce- 
dendo come  segue. 

722.  Vogliasi,  per  esempio,  ottenere  la  più  grande  esattezza 
possibile  nel  caso  di  avere  a fare  uso  dell’  analogia  infinitesimale 
(636).  Come  questa  è ricavata  dalla  precedente,  così  comincio 
dal  simplificare  per  approssimazione  la  seconda  ragione  dell’ana- 
logia differenziale  finita  (635).  A ciò  fare  pongo  per  principio  , 
che  tutte  le  parti  variabili  di  un  triangolo  qualunque  ABC  arrivino 
alla  metà  della  loro  respettiva  variazione  contemporaneamente,  o 
sia  che  quando  A,  per  esempio,  è divenuto  (A  — i8*A),  allora 
anche  BC  si  trovi  essere  (BC  — i^BC),  e così  delle  altre.  Tale 
ipotesi  non  è certo  rigorosa  ; ma  in  generale  è sommamente  pros- 
sima al  vero , quando  le  variazioni  non  siano  di  molti  gradi  ; e si 
troverà  esattissima  ne’  casi  ordinar) , ove  le  differenze  rare  volte 
arrivano  ad  un  grado.  Ciò  posto , e notando  che  AB  , AC  sono  le 
parti  costanti  nelle  analogie  che  abbiamo  alle  mani,  si  "avrà , per 
la  regola  (448),  sen.(BC  — i^BC)  : sen.(A  — ;8>A)  iisen.AB; 
sen.(C  -+-  i9)C).  Ponendo  la  seconda  di  queste  ragioni,  in  vece 
della  prima,  nell’analogia  finita  (635),  e ponendo  sen.AB  ; sen.C 
in  cambio  di  scn.BC  ; sen.A,  la  detta  analogia  diviene  — sen.i8,A  ; 
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tang.J^B  scn.(BC  — Ì^BC)  ; sen.AC  cos.(C -f- Questa 
intanto  , sotto  tal  forma  men  complicata,  potrebbe  più  facilmente 
servire  di  norma  nel  fare  uso  dell’ infinitesimale  (635). 

Or  si  sostituisca  il  valore  di  cos.(C  -t-  j ?\C)  che,  preso  (VII.  1 1*) 

i .'.*1  co».  AB  — co».ACco5.(  BC  — 

ed  espresso  secondo  Ja  nostra  ipotesi,  e — - 

si  avrà 


— sen.j^A  ; tang.l^B  : : ì 


sen.AC  sen.(liC  — 
cos.AB  — coi. AC  ros.(RC  — -r  ^>RC) 


scn.*(BC  — 


Questa  è l’analogia  che  sarebbe  da  usarsi  in  cambio  della  (636), 
quando  si  volesse  una  grande  approssimazione. 

723.  Per  quel  che  spetta  all’ impiegare  — 8, A ; ^B,  in  vece  di 
— sen.j^A  ! tang.j^B,  si  potrà  aver  riguardo  a’  limiti  che  ho 
assegnati  (25p)  ; ma  con  la  pratica  si  vedrà  che  si  possono  spesso 
oltrepassare  senza  ribrezzo  nelle  analogie  differenziali  de’  triangoli 
sferici , a motivo  che  i due  primi  termini  sono  della  stessa  natura  ; 
onde , impiegando  gli  archi  in  vece  delle  loro  linee  trigonometri- 
che , i due  errori  si  ricompensano , o il  loro  divario  risulta  ordina- 
riamente insensibile. 

724.  Propongo  ora,  per  secondo  esempio,  di  mettere  simil- 
mente sotto  una  forma  molto  prossima  al  giusto  1’  analogia  (637). 
Questa  operazione  è meno  facile  della  precedente  , atteso  che 
quest’analogia  è tirata  da  un’  altra  infinitesimale  (636),  a cui  manca 
la  corrispondente  differenziale  finita,  sicché  fa  d'uopo  rimontare 
alla  prima  (635).  Profittando  delle  riduzioni  già  fatte,  si  sostituisca 
nell’  analogia  (722)  il  valore  (VII.  28’)  di  cos.AC,  preso  goni  e 
segue  : cos.AC  = cos.(B  -t-1  8,B)  sen.(BC  — j^BC)  sen.AB  -+- 
cos.(BC  — ì9)BC)  cos.AB.  In  vece  di  cos.J  (BC  — j^BC)  si 
ponga  i — sen.a(BC  — j^BC),  si  riduca,  e si  avrà 


— sen.j^A  : tang.j^B  ;;  1 ; cos.AB 


sen.AB  cos.(B 
tang.(BC  — * 


72 5.  L’  uso  di  considerar  per  ignoto  uno  dei  differenziali  conte- 
nuti nella  prima  ragione  delle  analogie  infinitesimali , potrebbe 
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forse  esser  causa  che  alcuno  si  adombrasse  veggendo  , che  spesso 
le  mie  analogie  finite  involvono  nella  seconda  ragione  i differenziali 
contenuti  nella  prima.  Ho  già  dato  (281 , 282)  due  metodi  per  cal- 
colare il  valore  di  un  differenziale  , quantunque  implicato  nella  se- 
conda ragione  : ma  è d’uopo  notare  più  generalmente,  che  le  ana- 
logie finite  sono  rigorose,  e però  atte  a dare  il  valore  esatto  di  una 
qualunque  delle  quantità  in  esse  contenute,  e non  di  uno  dei  diffe- 
renziali solamente. 

Ho  però  segnato  colf  asterisco  * quelle  analogie , in  vece  delle 
quali  può  aver  luogo , e in  qualche  caso  anche  meritare  la  prefe- 
renza , il  seguente  metodo  rigoroso , il  qual  viene  somministrato 
dalla  tavola  VII.  Esso  è utile  specialmente  in  otto  casi  (673,  674  , 
682,  &c. ),  dove  le  analogie,  segnate  come  dissi,  sono  infinitesi- 
mali , e prive  delle  corrispondenti  finite. 

Sia,  per  esempio,  la  quantità  ignota  nell’analogia  (646). 
Poiché  AB  , e A sono  le  parti  costanti  relativamente  a questa  ana- 
logia, nella  quale  per  altro  AB  non  si  trova,  cerco  nella  tavola  VII 
un  valore  di  AB  espresso  per  mezzo  di  AC , A,  e C,  che  sono  le 
parti  contenute  nella  medesima  analogia.  La  forinola  35’  mi  dà, 

Fig.64  per  il  triangolo  ABC,  tang.AB  = >e„,A  co, .ac  » e Pcr  il 

triangolo  ABD,  tang^AB  = — r — Al)— 77-..  Ponendo  in 

equazione  questi  due  valori  di  tang.AB,  e sostituendo  nel  secondo 
le  espressioni  (680)  , si  ha  (sen. A cot. C — ^C  -4-  cos.A 

cos. AC  -+-  8,  AC)  sen  AC  = (sen. A cot.C  -+-  cos.A  cos.AC) 
sen. AC  -4-  8,AC.  Per  siinplificarc , si  divida  pcr  cos.A , e si  avrà 

cot. C  — 8)C  sen. AC  tang. A = (tang.A  cot.C  -4-  cos.AC) 
sen. AC  -4-  <^AC  — sen.  AC  cos.AC  -4-  8,  AC  ; equazione  che 
dà  immediatamente  il  valore  di  cot.(C  — 8*C),  e per  conse- 
guenza anche  quello  di  8*C. 

Se  dall’  ultima  equazione  si  volesse  ricavare  il  valore  di  AC  , 

ovvero 
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ovvero  quello  di  (AC  -4-  ^AC),  si  ricorrerebbe  al  metodo  (36p); 
il  che  basti  accennato  una  volta  per  tutti  i casi  consimili. 

72 6.  Si  può  avere  inteso  dalle  dimostrazioni  che  ho  dato  delle 

analogie  della  tavola,  quale  sia  l’  uso  che  deve  farsi  de’  segni  che 
precedono  i differenziali.  Ma  per  ischivare  ogni  equivoco  avverto; 
i°.  che  nella  seconda  ragione  delle  analogie  finite  , fa  d’ uopo  sem- 
pre impiegare  i differenziali  con  quel  segno  che  conviene  al  caso , 
clic  si  ha  tra  le  mani  : onde , per  esempio,  nell'  adoprare  l’ana- 
logia (545)  si  deve  impiegare  tang.  (BC  -4-  quando  il  Iato 

BC  variando  cresce,  e tang.(BC  — ì^BC)  se  il  detto  lato  va- 
riando cala.  2°.  I segni  che  ho  applicati  ai  differenziali , o alle  loro 
linee  trigonometriche , nella  prima  ragione  delle  analogie  infinite- 
simali , o finite  , servono  solamente  per  indicare  , che  le  variazioni 
si  fanno  ambe  in  crescere,  o ambe  in  calare , se  i differenziali  hanno 
il  medesimo  segno  ; c che  si  fanno  una  in  crescere,  e l’ altra  in  ca- 
lare , se  i differenziali  hanno  il  segno  diverso.  Questa  regola  sup- 
pone che  il  risultato  della  seconda  ragione  sia  positivo  , e però  la 
regola  deve  invertirsi , quando  il  risultato  è negativo.  Quindi 
nell’uso  dell’ accennata  analogia  (545)  si  saprà,  per  esempio,  che 
AC  e C variano  in  senso  contrario,  quando  (BC  -4-  j^BC)  < 90°; 
e che  variano  nel  medesimo  senso  , quando  (BC  -4-  ì^BC)  > 
90°,  poiché  allora  tang.(BC -4- j^BC)  essendo  negativa,  i due 
segni  negativi  de’  termini  medj  danno  un  prodotto  positivo.  Questo 
è il  frutto  che  deve  cavarsi  dai  segni  dei  differenziali  ; essi  sono 
altresì  di  utilità  reale  (730)  nell’  uso  de’metodi  (284,285). 

727.  Nella  mia  tavola  vi  sono  più  di  70  analogie , nelle  quali 
entrano  i coseni  di  qualche  lato  , o della  variazione  di  qualche 
lato,  e che  pur  si  traducono  ai  triangoli  rettilinei,  col  mezzo  delle 
regole  che  ho  dato  (425).  In  questo  specialmente  mi  sembra  non 
dispregevole  l’utilità  delle  medesime  regole,  poiché  in  tal  modo 
una  tavola  sola  contiene  una  collezione  copiosa,  e completa  nel 
suo  genere , delle  analogie  differenziali  de’  triangoli  sferici  e ret- 
tilinei. Questi  ultimi  forniscono  quattro  sole  analogie  finite 

Vv 
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'(279 , 10*  a i3*)  più  semplici  di  quelle  che  si  ricaverebbero  dalle 
(Corrispondenti  de’  triangoli  sferici  (635, 640 , 629). 

È poi  cosa  chiara  i°.  che  le  analogie , per  il  caso  ove  un  lato 
sia  di  90%  non  sono  di  lor  natura  capaci  d’esser  tradotte  ai  trian- 
goli rettilinei;  mentre  per  tal  traduzione  è necessario  che  l’ana- 
logia sia  applicabile  ad  un  triangolo  infinitamente  piccolo  (425)  : 
2®.  che,  nel  caso  ove  un  angolo  sia  costante  ,le  analogie  contenenti 
nella  prima  ragione  le  variazioni  degli  altri  due  angoli  non  possono 
essere  d’ alcuna  utilità  per  li  triangoli  rettilinei , dove  queste  due 
variazioni  sono  uguali  fra  esse  : 3°.  che , nel  caso  ove  due  angoli 
sono  costanti,^  le  analogie  contenenti  la  variazione  del  terzo  nella 
prima  ragione  ripugnano  ancora  alla  natura  de’  triangoli  rettili- 
nei. Eccettuate  queste  tre  classi  d’analogie  , si  potranno  tradurre 
utilmente  ad  uso  de’  triangoli  rettilinei  tutte  le  altre  analogie  della 
mia  tavola,  salvo  una  sola  (5y3),  la  qual  con  le  regole  (425)  si 
riduce  a zero. 

Si  osservi  inoltre  che  il  primo  termine  del  conseguente  della 
seconda  ragione  dell’  analogia  finita  ( 666  ) deve  negligersi  secondo 
ìe  regole  (425),  poiché  il  prodotto  sen.(AC  -4-  8*AC)  sen.AC 
Sen.(BC  -1-  ì^BC)  rappresenta  un  infinitesimo  di  terzo  ordine.  Lo 
stesso  accade  nella  prima  analogia  (671). 

Per  un  esempio  delle  traduzioni  di  cui  trattiamo,  se  nella  prima 
analogia  (546)  si  fa  sen.i^AC  = j^AC  , sen.AC  = AC,  e 

cos. l^AC  = r,  cos.(AC  -4-  l^AC)  = 1 , a motivo  che  ambi 
questi  coseni  sono  moltiplicati  per  diverse  linee  trigonometriche  , 
l’analogia  diviene  AC  * — sen.AC”  AC  ; sen.Csen.(C — ^C) 

cot. A  -4-  sen.(C  — 8>C)  cos.C.  Tale  in  fatti  si  trova,  per  la 
Trigonometria  rettilinea  , sostituendo  il  valore  di  BC  (III.  21®) 
nell’  analogia  (279,  1*). 

728.  Le  analogie  che  ho  date  per  il  caso  ove  alcuna  delle  parti 
costanti  sia  di  90®,  non  voglion  dir  che  esse  siano  le  sole  che  pos- 
sano usarsi  in  tal  caso.  Per  esempio , le  analogie  ( 627 , 628) , date 
per  il  caso  di  AC  = 90°,  non  escludono  l'uso  delle  precedenti 
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(619  a 626)  , alcune  delle  quali  vengono  anzi  simplificate  nel 
caso  stesso  , per  essere  scn.AC  = i , cos.AC  = o , e cot.  AC  = 
o,  (42).  Le  analogie  (627 , 628)  sono  dunque  aggiunte  di  più  , 
come  quelle  che  non  si  dedurrebbero  immediatamente  dalla  sim- 
plificazione  delle  precedenti.  Così  s’intenda  delle  altre  consimili , 
eccetto  che  delle  analogie  ( 548 , 564  » 568  ) , le  quali  se  non  sono 
state  da  me  pretermesse , il  motivo  si  è , perchè  servono  di  com- 
parazione con  le  (549, 563,  569). 

Si  avverta  che  quando  la  seconda  ragione  di  qualche  analogia 
contenga  la  tang.  dèli’  arco  di  90%  conviene  eliminare  questa  tan- 
gente moltiplicando  la  stessa  ragione  per  la  cotang.  del  detto  arco, 
altrimenti  l’ analogia  non  potrà  simplificarsi , nè  essere  di  uso  ve- 
runo , perchè  conterrebbe  espressioni  di  valore  infinito. 

729.  La  Caille  ed  altri  Autori  hanno  dato  qualche  analogia  infi- 
nitesimale per  il  caso , che  alcuna  delle  parti  variabili  sia  di  90®. 
Io  mi  sono  appigliato  a considerar  di  90°  solamente  le  parti  cos- 
tanti , affinchè  la  mia  tavola  somministri  le  analogie  differenziali 
finite , anche  pei  triangoli  costantemente  rettangoli  o rettilateri. 
Sebbene  queste  sono  sovente  meno  comode  per  il  calcolo  nume- 
rico, di  quel  che  siano  le  proporzioni  ( 44 1 a 4^7),  ad  ogni  modo 
ho  stimato  di  non  ometterle,  onde  servano,  se  non  altro,  d’ avver- 
timento al  Calcolatore  nell’uso  delle  infinitesimali  corrispondenti, 
come  ho  detto  ( 721  , 20.  ) 

La  mia  tavola  sarebbe  divenuta  soverchiamente  lunga,  senza 
certezza  di  utilità , se  avessi  voluto  considerar  di  90°  anche  ognuna 
delle  parti  variabili , e dar  le  analogie  relative  a ciascuna  di  queste 
supposizioni.  Mi  contenterò  dunque  di  dare  un  esempio  , come  si 
possa  pervenire  in  casi  simili  ad  espressioni  molto  semplici.  Sia  da 
adoprarsi  la  prima  analogia (55 1), e sia BC  = 90°;  sarà  cos.BC  = o, 
esen.  (BC  -+- ì^BC)  = cos.i^BC;  con  che  l’analogia  diviene 
sen.ì^AC  * sen.ì3,BC  ] ; cos.j^BC  sen.AC  l cos.ì^AC  cos.AB. 
Convertendo  questa  analogia  in  equazione , e riducendo  , col  favor 
della  fornrola  (I.  6*),  se  ne  ricava,  per  prima  simplificazione  , 

V vij 
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sen.^AC  ; sen.  ^BC  ; * sen.AC  ; cos.AB.  Ma  quando  BC  = 90% 
cos.C  = , (VII.  ii*).  Dunque  si  ha  pure,  per  altra  mag- 

gior simplificazione  , sen.  ^ AC  [ sen.^BC  ;;  1 ; cos.C  ; analogia 
preferibile  alla  prima  (55o),  nel  caso  di  BC  — 90°. 

730.  Quando  il  triangolo  variabile  avrà  una  sola  parte  costante, 
o nessuna,  le  analogie  (54 1 a 6 79)  serviranno  egualmente  , dentro 
le  condizioni , e seguendo  le  regole  stesse  che  abbiamo  insegnate 
(283,  284,  285)  pei  triangoli  rettilinei. 

Mi  resta  per  ultimo  da  avvertire  che  nelle  analogie  infinitesi- 
mali della  Trigonometria  sferica  non  fa  mai  d’uopo  impiegare  R'r, 

( 272) , atteso  che  le  variazioni  contenute  nella  prima  ragione  sono 
sempre  della  medesima  natura,  e tanto  l’una  quanto  l’ altra  si  pren- 
dono egualmente  in  secondi. 

Esempj  del  calcolo  delle  analogìe  differenziali  de’  triangoli  sferici. 

731.  Supponendo  che  nell’esempio  III,(5oo),  possa  esservi 
errore  di  i°  nel  lato  BD , cioè  che  i mezzi  impiegati  per  misurare 
quel  viaggio  del  bastimento  lascino  l’incertezza  di  i°,  si  dimanda 
quale  sarebbe  in  tal  caso  l’errore  nella  longitudine  calcolata,  o sia 
nell’  angolo  al  polo.  Nel  triangolo  ABD  si  hanno  allora  due  lati 
costanti  AB,  AD,  e si  cerca  la  variazione  di  A,  dipendente  da 
quella  del  Iato  opposto  BD,  il  che  forma  il  caso  delle  analogie  (629), 
nelle  quali  deve  solamente  mutarsi  C in  D. 

Si  osservi  in  prima , che  se  non  è noto  in  qual  senso  sia  stato 
commesso  l’errore  8*BD , non  si  può  fare  uso  dell’  analogia  diffe- 
renziale finita,  nella  quale  conviene  impiegare  (BD  rdri^BD). 
Faccio  dunque  il  calcolo  dell’  infinitesimale , come  segue. 

log.(^BD  = 36oo  " ) = 3, 5563o3 
log.sen.(BD  = 37®  25')  =3=  9,783623 

(5oo)  , compì,  log.  (sen. AB  sen.  AD)  = 0,204796 
compì,  log.  sen.  (A  = 27°  8')  = 0,340975 
. . log.  9,  A = 3,886697 
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E però  i°di  errore  nel  lato  BD  ne  produce  uno  di  circa  20  8', nel 
medesimo  senso  (726) , nell’  angolo  A. 

732.  Prima  che  si  conoscessero  le  analogie  infinitesimali,  avrem- 
mo dovuto,  pf  r giungere  a questo  risultato  , far  du<^  volte  il  calcolo 
dell’esempio  III , (5oo)-,  cioè  una  volta,  facendo  BD  = 36°  2 5' , 
e un’altra,  facendo  BD  = 38°  25';  indi  prenderla  metà  della  dif- 
ferenza dei  valori  di  A , dati  dai  due  calcoli.  Preziose  sono  dunque 
le  analogie  infinitesimali , allor  quando  si  ignora , se  la  variazione 
data  sia  positiva , o negativa.  Ma  all’  incontro  se  ciò  è noto , come 
succede  nella  massima  parte  degli  usi , in  cui  furono  fino  ad  ora 
impiegate  , questo  stesso  esempio  ci  farà  conoscere  la  loro  imper- 
fezione , e per  conseguenza  l’ utilità  delle  analogie  finite  che  ven- 
gono da  me  proposte. 

733.  Pongasi  che  l’ errore  ^BD  sia  in  più.  Impiegando  nel  calcolo 
(731  ), sen.( BD  -t-j^BD)  = sen.37°55',  in  vece  dj.sen.BD, e 
sen.(A  -4-  l^A)  = sen.28°  i2f»in  vece  di  sen.A,  come  prescrive 
1 ’ analogia  finita , si  trova  8, A = 2°  5' 2 ".  L’uso  dell’  analogia  infi- 

tesimale  in  tal  caso  porterebbe  dunque  3'  circa  d’ errore  nel  valore 
di  8>A. 

Se  questo  valore  si  volesse  con  ogni  esattezza,  s’impieghe- 
rebbe poi  ora  nel  calcolo  precedente  sen.  28°  10'ìin  vece  di 
sen.280  12',  e si  troverebbe  ^A  = 2°  5'  8". 

. Quanto  all’ impiegare  gli  archi  in  vece  de’ seni  nella  prima  ra- 
gione dell’analogia , si  può  veder  con  la  prova , che  la  differenza  è 
insensibile  , come  ho  avanzato  (723). 

734.  Cogli  stessi  dati  nel  triangolo  ABD  , suppongo  al  pre- 
sente che  i valori  di  AB  e di  BD  si  tengano  per  buoni , ma  che 
vi  sia  l’ incertezza  di  i°  sul  lato  AD , cioè  nel  prender  la  latitudine 
in  cui  si  trova  il  naviglio  ; per  il  che  dimando  l’errore  che  ne  nas- 
cerà nella  longitudine,  o sia  nel  valore  di  A.  Si  hanno  dunque  due 
lati  costanti  AB , BD  , e si  cerca  la  variazione  dell’angolo  opposto 
a BD,  dipendente  da  quella  del  terzo  lato.  Permutando  B in  A, 
A in  B , e D in  C , affine  di  poter  comparare  il  triangolo  BAD 
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della  fig.  al  triangolo  ABC  della  tavola  , osservo  che  questo  è il 
caso  delle  analogie  (619  a 622).  Ma  perchè  i nostri  dati  sono  B = 
27°8',  AB  = 710  3o',  AC  = 37°  25',  BC  = 41°  9',  e ^BC  = 
1“,  si  riconoscerà  che  con  questi  conviene  ricorrere  alle  analogie 
(620).  Prendo  T infinitesimale  , e faccio  il  calcolo  , come  segue. 


log.(^BC  = 36oo")  = 3,5563o3  3,5563o3 

compì.  log.sen.B  = 0,340975  log.cot.B  = 0,290840 
log.cot.AB  = 9,524820  log. — cot.BC=  o,o5854i 
3,421798  — 3,908184 


Questi  due  log.  corrispondono  a 44* 1 ” > 2 ed  a — 2°i3'58",7; 
e però  si  ha  8,B  = — i°  29'  5y"  3.  In  questo  caso  le  variazioni 
^BC  e 8,B  si  fanno  nel  medesimo  senso , poiché  hanno  il  segno 
diverso  nell’  analogia,  mentre  il  risultato  della  seconda  ragione  è 
negativo,  (726). 

Ho  dato  il  segno  negativo  al  logaritmo,  3 , 905 1 84 , non  perchè 
questo  sia  realmente  un  logaritmo  negativo  (164),  ma  per  indicare 
che  esso  corrisponde  ad  una  quantità  negativa.  Così  farò  quindi 
innanzi  più  volte. 

735.  Or  si  cerchi  qual  sia  P errore  della  forinola  infinitesimale, 
di  cui  ci  siamo  serviti  ; supponendo  noto  che  la  variazione  di  BC 
sia  in  meno  , e facendo  uso  della  seconda  ragione  dell’  analogia 
finita  (620).  Farò  il  calcolo  supponendo  affatto  ignoto  il  valor  di 
S)B , per  dare  un  esemplo  del  metodo  additato  (281  ). 

log.^BC  = 36oo " ) = 3,5563o3  .......  3,5563o3 

log.cot.AB  = 9,524520  log. — cos.B=  9,949364 
log.sen.(BC  — j^BC)  = 9,813872  . . log.cos.  9,880072. 


compì,  log.  sen.(BC — ^BC)=o, 190881 0,190581 

log.costante  3,088276  log.cost. — 3,576320 

compl.log.  sen.  B = 0,340975 0,340975 

3,426251  — 3,917295 
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Da  questi  logaritmi  si  ha,  per  valor  prossimo,  = 44’  28"  — 
2°  17'  4 6"  — — i°33'  18".  Questo  risultato  essendo  negativo, 
la  variazione  di  B è nel  medesimo  senso  che  quella  di  BC  , per  le 
ragioni  già  dette.  Ai  logaritmi  costanti  , trovati  qui  sopra, "deve 
dunque  aggiungersi  compì. log. scn.(B  — ì^B  26° 21'),  e si 
trova,  per  valore  più  prossimo,  9\B  = 45'  42"  — 2°2i  ' 33"  = 
— i°35'5i  ".  Laonde  impiegando  infine  sen.(B — j9(B=26°2o'), 
si  ha,  per  valore  esatto,  $,B  = — i°  35'  55". 

Con  che  si  vede  che  l’analogia  infinitesimale  sarebbe  in  errore 
di  6'  in  questo  esempio.  Più  gravi  errori  delle  analogie  infinitesi- 
mali , le  sole  usate  finora  , si  scorgeranno  (760,  764  ). 

y36.  Se  il  valor  di  $,B,  qualunque  sia  la  sua  grandezza , si  vo- 
lesse cavare  direttamente  con  un  calcolo  solo,  si  svilupperebbe 
sen.(B  -4-  ;$\B),  come  dissi  (282), ovvero  si  porrebbe  ^cos.B  — 
icos.(B  -4-  ^B)  in  vece  di  sen.(B  -4-  i^B)  sen.j^B,  (II.  16*). 
Allora,  chiamando  p il  prodotto  del  primo  e del  quarto  terniine 
dell’  analogia',  si  avrebbe  cos.(B  -4-  ^B)  = cos.B  — 7.p.  Se  nel 
calcolo  precedente  si  pone  sen.(jS,BC  = 3o')  in  vece  di  ^BG  , 
si  trova  p = — o,  0061882  , facendo  astrazione  dal  segno  nega- 
tivo di  sen.  ; ^BC  , il  qual  segno  non  deve  servire  che  per  avver- 
timento, come  dissi  (726).  Ma  facendo  uso  de’ seni  naturali, 
cos.B  = o,  8899476  : dunque  cos.(  B -4-  ^B)  = p,  8899476 
0,0123764  = 0,9023240  = cos. 25°  32 ' 5".  OraB=  270  8'; 
dunque  ^B  = — i°  35'  55". 

Se  si  volesse  direttamente  il  valore  finito  di  $,BC , l’operazione 
sarebbe  più  complicata  : si  capiterebbe  ad  una  equazione , la  qual 
conterrebbe  sen.^BC  e cos.$|BC;  e il  modo  più  pronto  per  risol- 
verla sarebbe  quello  che  ho  suggerito  (3 69).  Ma  il  caso  presente 
è un  di  quelli , ne’ quali  giova  meglio , per  avere  il  valore  di  8|BC  , 
ricorrere  al  metodo  (725). 
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Sommario  per  l’applicazione  della  Trigonometria 
alla  moluzion  de  problemi. 

737-  Dato  un  problema , il  qual  non  esiga  che  triangoli  per  esser 
risolto,  se  ne  cercherà  la  soluzione  in  questo  Trattato  nella  maniera 
seguente.  i°.  Se  i dati  ed  il  quesito  appartengono  ad  un  triangolo 
solo,  la  soluzione  si  troverà  in  un  de’ Capitoli  Vili,  IX,  XV, 
XVI, XVIII.  20.  Se  i dati  e il  quesito  son  distribuiti  in  due  triangoli, 
se  ne  avrà  la  soluzione  nei  Capitoli  X , o XIX , o pure  imitando  i me- 
todi (322 , 323 , 342  ) , o vero  ricorrendo  alle  forinole  ( 44 1 a 4 $7  ) » 
secondo  i casi.  3°.  Se  i dati  ed  il  quesito  sono  sparsi  in  più  di  due 
triangoli , si  considereranno  due  triangoli  alla  volta  , cercando  le 
soluzioni  ove  dissi  or  ora,  e legandole  insieme,  coinè  il  caso  per-» 
metterà,  a fine  di  avere  la  soluzione  finale  cercata. 

738.  Questi  avvertimenti  sembreranno,  a primo  aspetto,  per  lo 
meno  inutili  : e pur  si  vedrà  nel  Capitolo  seguente,  quanto  sem- 
plici, esatte,  e facili  mi  siano  riuscite  le  soluzioni  della  maggior 
parte  de’ problemi  dell’ Astronomia , sì  per  averne  considerate  le 
condizioni  nel  modo  facile  indicato  or  ora,  sì  per  avere  avuto  alla 
mano  una  gran  quantità  di  forinole,  non  ancora  comparse  ne’ Trat- 
tati di  Trigonometria  per  mancanza  di  espressioni  comode  delle 
differenze  finite  delle  linee  trigonometriche.  Questo  esperimento 
sull’ Astronomia  mi  fa  credere  , che  non  debbano  esser  frequenti 
i problemi  anche  in  altre  Scienze  od  Arti , sottoposte  al  calcolo  , 
dei  quali  non  trovisi  pronta  la  soluzione  in  questo  Trattato,  purché 
possano  esser  risolti  per  mezzo  di  triangoli  puramente. 


CAPITOLO 
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CAPITOLO  XXI. 


Applicazioni  della  Trigonometrìa  all’  Astronomia. 

739.  Sebbene  questo  Capitolo  suppongali  Lettore  iniziato  nell'As- 
tronomia, non  appartenendo  al  presente  Trattato  l’insegnarne  gli 
elementi , ad  ogni  modo  potrà  esser  letto  da  ognuno,  il  qual  voglia 
fare  astrazione  dalle  teorie  c dalle  denominazioni,  e limitarsi  ad 
osservare  le  operazioni  analitiche , delle  quali  si  può  aver  bisogno 
in  ogni  altra  parte  delle  Matematiche.  Seguirò , per  quanto  ini  sarà 
possibile , l’ordine  de’ problemi  contenuti  nell’insigne  Astronomia 
del  Sig.de  la  Lande,  e citerò  sovente  quest’ Opera,  già  tanto  nota  ed 
applaudita,  che  non  ardisco  limitarne  il  merito  con  le  inie  lodi. 
Ometterò  i problemi  di  minore  importanza  : riserbo  ad  un’  altra 
occasione  quelli  che  riguardano  la  determinazione  degli  elementi 
dell’orbita  di  un  pianeta,  o di  una  cometa  : nè  ripeterò  le  solu- 
zioni di  quelli  del  più  corto  crepuscolo,  e del  massimo  lume  di 
Venere  , che  ho  date  nell’  Enciclopedia  Melodica  che  si  stampa 
attualmente  in  Parigi. 

740.  Conoscendo  l' ascensione  retta  e la  declinazione  di  un  astro, 
c V obliquità  dell’ eclittica , trovare  la  longitudine  e la  latitudine 
dell’  astro  medesimo.  . 

Sia  P il  polo  boreale  dell’  equatore  LQ  , E il  polo  boreale  Fig.67 
dell’  eclittica  LT , L il  primo  punto  d’Ariete , S l’astro , che  suppongo 
situato  in  latitudine  boreale,  e nel  primo  quarto  dell’  equatore  e 
dell’eclittica;  in  queste  circostanze  dovendo  indagarsi  la  soluzione 
generale  de’  problemi , giacché  il  cangiamento  conveniente  de’scgni 
alle  linee  trigonometriche  sodisfa  poi  ad  ogni  altra  posizione.  Si 
ha  quindi  PL  = 90°  = EL,  (38a),  e LPE  = 90°  = LEP, 

( 390).  Ora  LM,  o LPM  (386) , è l’ascensione  retta  data  ; dunque 
SPE  = 90°  H-  asc.  r.  La  declinazione  data  è SM , e però  PS  = 

* Xx 
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rig.67  90°  — deci.  L’obliquità  dell’ eclittica  è TLQ  = PE , (391).  Si 
conoscono  dunque  tre  parti  del  triangolo  PES , cioè  PS  , PE  e 
SPE.  Si  cercano  i°.  la  longitudine  LN  o LEN  , che  può  sapersi 
per  mezzo  dell’angolo  PES=  90°  — long.’,  2°.  la  latitudine  SN , 
che  si  troverà  per  mezzo  di  ES  = 90°  — hit.  Per  conseguenza  il 
problema  non  esige,  se  non  se  la  risoluzione  del  solo  triangolo 
PES. 


Dati  due  lati  PS , PE,  e l’angolo  compreso  SPE , per  trovar  l’an- 
golo PES,  si  hanno  quattro  maniere  (47oesegg.  ).  La  seconda  è 
la  più  breve  : la  quarta  è poco  più  laboriosa',  ma  ha  il  vantaggio  di 
far  conoscere  ad  un  tempo  anche  l’ angolo  di  posizione  PSE.  Se 
non  si  cura  quest’angolo,  io  preferisco  quella  che  in  apparenza  è 
la  più  lunga,  cioè  la  prima;  poiché  non  esige  altra  attenzione  che 
ai  segni  (42 , 744);  laddove  le  altre  tre  possono  indurre  in  errore, 
in  molti  casi , qualora  non  si  abbia  sott’ occhio  una  figura  alquanto 
esatta.  Applicando  la  prima  soluzione  al  triangolo  PES , si  ha  dun- 
que tang.PES  = — jr — ■ ’nn  rnr  , ovvero  cot.PES  = 

~"iLf  s‘i‘E~  — cos.PE  cot.SPE.  Sostituendo  in  questa  equazione  le 
denominazioni , o sia  i valori  di  PES , PE , &c.  dati  qui  sopra , e 
notando  che  cot.SPE  = — cot.(9o’H-  asc.r.),  (36),  si  ha 

scn.  ohi.  fanp.  t/rrl. 


tang.  long.  = 


cos. obi.  tang.  asc.r. 


ovvero , per  più  comodo  del  calcolo , 

ta ng.long.  = cos. obi.  tang. asc. r.  Q™*' ircì'  -f-  i). 


Osservando  le  regole  de’ segni  (42,  744)1  si  avrà  sempre  la 
longitudine  in  quel  quarto  dell’  eclittica , a cui  l’ astro  corrisponde  ; 
notando  solo  che, se  l’ascensione  retta  è nel  primo  o nell’ ultimo 
quarto , la  longitudine  non  può  mai  essere  nel  secondo  o nel  terzo , 
e che,  se  l’ascensione  retta  è nel  secondo  o nel  terzo  quarto, la 
longitudine  non  può  mai  essere  nel  primo  o nell’ ultimo. 

74 1.  Se  nella  formola  precedente  non  piace  l’aver  da  cercare  i 
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logaritmi  in  due  tavole  , si  potrà  fare  uso  delle  sole  trigonometri- 
che, dividendo  il  calcolo  in  due  equazioni , come  segue,  formale 
coi  metodi  (198,  ao3, 202)  : 


tang.B  = v/t,n*  "A/-  '*"»**; 

o y ic  u.  ttsc.  r.  1 


tang.  long.  = 


c*m.  r V.  Mr  7 «ir  r, 

COi.'ii 


Quando  la  quantità  sotto  il  vincolo  radicale  sia  negativa  , invece 
di  queste  forinole  si  ricorrerà  alle  seguenti  : 

Se  — < x , si  ha 

sen.  tue.  r.  ^ 7 


COS 


.B  = »/  — 

V sci 


tane.  rtbì.  tane.  devi. 


it  ti.  tua.  r. 


tang. long.  = cos .obi.  tang.  asc. r.  sen.'B. 


Se  — > 1 si  ha 

tcu.iuc.  r.  ^ 1 

\ 1 ___  / tang.  obi.  tang.  tleel. 

co*.  U 1 y *en.  asc.  r.  * 

tang.  long.  = — co s.obl.  tang.  asc.  r.  tang.’B* 

Si  avverta  che , per  passare  da  una  linea  trigonometrica  all’  altra 
dell’  angolo  ausiliario  B , non.y’è  bisogno  di  calcolarlo  in  gradi , 
minuti , &c.  come  ho  fatto  vedere  (200). 

742.  Per  trovare  la  latitudine , che  è la  seconda  parte  del  pro- 
blema (740)  , preferendo  pure  la  prima  soluzione  (476')  > tanto 
più  che  i logaritmi , salvo  uno  solo  , sono  comuni  al  calcolo  della 
longitudine,  si  ha  cos.SE  = cos.PEcos.PS  -4-  sen.PEsen.PS  X 
cos.SPE,  e sostituendo  le  denominazioni  (740), 

sen.  lai.  = cos.  obi.  seti  .deci.  — sen.  obi.  cos.  deci,  scn.asc.r. 
ovvero , per  più  comodo  del  calcolo  , 

sen  .lai.  = cos. obi.,  sen.cfec/.(i  — tang  .obi.  cot  .deci.  sen. asc. r.). 

’ X x ij 
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rig.^7  743.  Quindi,  ad  imitazione  di  quel  che  feci  (741)» 

Se  tang .obi.  cot .deci.  sen. asc.r.  < 1 , si  ha 

cos.C  = y/tang  .obi.  cot.  deci,  sen  .asc.r. 
sen  .lai.  — cos.  obi.  sen.  deci.  sen.’C. 

Se  tang.  obi.  cot.  deci,  sen  .asc.r.  > 1,  siila 

— '-r.  = i/tan a.  obi.  col. deci.  sen.  asc.r. 
sen./<7£.  = — cos  .obi.  sen.  deci.  tang.’C. 

Quando  la  quantità  sotto  il  vincolo  radicale  sia  negativa , in 
vece  delle  forinole  precedenti  si  avrà 

tang.C  =' y/ — tang  .obi.  cot.  deci,  sen  .asc.r. 

7 cos.  ohi,  sen. ricci. 

SCn.  Hit . = Tn • 

cos.JC 

Le  soluzioni,  che  ho  date,  del  problema  (740)  obbligano  a 
cercare  dodici  logaritmi , cioè  uno  solo  di  più,  in  confronto  delle 
soluzioni  (472, 477  ) : ma  due  o tre  dei  detti  logaritmi  non  va- 
riano, quando  si  hanno  da  far  più  calcoli  per  una  stessa  epoca. 
Dodici  logaritmi  esigono  parimente  le  soluzioni  date  dal  Sig.  de  la 
Lande  ( Astr . 900). 

744.  Nelle  forinole  precedenti,  e in  tutte  quelle  del  presente 
Capitolo , si  osserverà  che , per  la  declinazione  australe , sen.  deci. 
è negatilo,  giacché  seti. deci,  sta  in  vece  di  cos. PS,  e allora  PS 
> 90°.  La  stessa  regola  ha  luogo  per  tang.  deci,  e cot. deci.  Ma 
cos.  deci,  è sempre  positivo  , giacché  sta  in  luogo  di  sen. PS,  nè  può 
mai  essere  PS  >■  180°. 

Si  osserveranno  le  stesse  regole  per  le  lince  trigonometriche 
della  latitudine. 

745.  Conoscendo  la  longitudine  c la  latitudine  di  un  astro  , con 
l’obliquità  dell’ eclittica , trovar  l'ascensione  retta , e la  declina- 
zione. 

Facendo  (VII.  io’,  28Q,  A = P,  B = E,  C = S,  si  ha* 
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nel  triangolo  PES  , cot.P  = scn  FF  f'>t'FS>c~ErnvFF  C05 e cos.PS  = 
cos.E  sen.ES  sen.PE  h-  cos.ES  cos.PE.  Sostituendo  le  denomi- 
nazioni ( 740  ) , e cangiando  i segni  nella  prima  di  queste  formole , 
si  ha 

tang.  asc.  r.  = tang.  long.  cos.  obi.  — Unfic^:/u*^~ M . 
sen .deci.  = sen. long,  cos .lat.  sen .obi.  H-  sen .lat.  cos. obi. 

Essendo  molto  più  raro  l’uso  di  questo  problema,  che  dell’in- 
verso (740) , lascio  a chi  ne  abbia  bisogno  il  comporle  trasforma- 
zioni analoghe  a quelle  (741 , 743). 

746.  Date  le  differenze  di  ascensione  retta  e di  declinazione  fra 
due  astri , la  cui  distanza  reciproca  sia  un  arco  sensibilmente  retti- 
lineo , trovare  le.  differenze  di  longitudine  c di  latitudine. 

I metodi , che  ho  veduto  finora,  per  la  soluzione  di  questo  pro- 
blema , l’ uso  del  quale  è continuo  ed  importante  , sono  tutti 
soggetti  ad  errore  di  alcuni  secondi,  più  o meno,  a tenor  de’ casi. 

Siano  L,  S,  i centri  di  due  astri,  la  cui  distanza  LS  sia  un  pic- 
colo arco  sensibilmente  rettilineo  ( per  esempio  , la  differenza 
dall’  arco  di  i°  20'  alla  corda  non  è ( i5i)  che  o",  1);  e sia  LQ 
un  parallelo  all’  equatore,  e P il  suo  polo , LT  un  parallelo  all’  eclit- 
tica , ed  E il  suo  polo.  La  differenza  data  di  ascensione  retta  è 
LPS,  SM  quella  di  declinazióne  ; le  differenze  cercate  di  longitu- 
dine e di  latitudine  sono  LES,  e SN. 

Siccome,  moltiplicando  LPS  per  sen.PL,  siila  l’arco  di  paral- 
lelo LM , (3p4  ) » così , trovato  che  fosse  il  valor  di  LN  , dividendolo 
per  sen.EL,  si  avrebbe  quello  di  LES.  Il  problema  può  dunque 
risolversi  col  mezzo  de’  triangoletti  SML,  SNL , i quali  contengono 
LM,  LN,  SM,  SN.  Questo  ò in  fatti  il  metodo  più usitato, con- 
siderando i detti  triangoli  come  rettilinei  rettangoli , e supponendo 
noto  l'angolo  di  posizione  PSE  = NSII,  e di  più  NSH  = 90°  — 
NIIS  = MLN.  Da  questa  ultima  supposizione,  c da  quella  degli 
angoli  retti , nasce  l’ errore  clic  ho  dimostrato  (534  a 53p). 
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F'o  67  Osservando  che  i triangoli  LMS , LNS  hanno  due  parti  comuni, 
o eguali,  cioè  l’ ipotenusa  c l’angolo  retto  , posto  M = 90°  = N , 
si  trovano  pronte  (270,  271)  le  soluzioni  del  problema.  Facendo 
ivi  C = L , B = S , D = N , A = M , si  ha , per  tutti  i casi , 
LN  = LM  X cos.MLN  ±SM  X sen.MLN , e SN  = SM  X 
cos.MLN  z*z  LM  X sen.MLN;  ovvero 

fylong.  =j377^-(c \asc.r.  cos .deci,  cos .ang.posiz.  zt  fydccl.  scn.  ang.posiz.) , 
fylat.  — fydccl.  cos  .ang.posiz.  zjz  fyasc.r.  cos.  deci,  sen.a/ig.posiz. 

Esaminando  i diversi  casi , trovo  che  i segni  inferiori  hanno  luo- 
go in  due  circostanze , purché  non  siano  per  altro  congiunte  in- 
sieme : i°.  ne’  segni  discendenti , cioè  quando  gli  astri  corrispon- 
dono al  secondo  o al  terzo  quarto  dell’ eclittica;  2°.  quando  l’astro 
il  più  avanzato  in  ascensione  retta  è anche  il  più  lontano  dal  polo 
boreale  dell’  equatore.  Negli  altri  casi,  o se  queste  due  circostanze 
si  trovano  insieme , avranno  luogo  i segni  superiori. 

Quando  poi  la  prima  formola  desse  negativo  il  valor  di  fyhng. , 
sarà  seguo  che  in  tal  caso  l’astro  più  avanzato  in  ascensione  retta 
è il  meno  avanzato  in  longitudine.  E quando  l’altra  formola  desse 
negativo  il  valore  di  fylcit.  , sarà  segno  che  in  tal  caso  l’astro  più 
vicino  al  polo  boreale  dell’  equatore  è il  più  lontano  dal  polo  bo- 
reale dell’  eclittica. 

747.  Per  verificare  le  formolo  precedenti , sia  L il  centro  della 
Luna , S il  centro  del  Sole  , onde  ES  = 90°;  c sia  LS  = 32', 
MS  = 16'  = fydccLO(C  , PE  = 23°  28',  PS  = 67°,  e per 
conseguenza  PM  = 67°  16'  = PL. 

Nel  triangolo  rettilatero  PES,  dati  i lati  PE,  PS,  si  trovano  (440) 
- l'ang.  di  posiz.  del  Sole,  PSE.  = 4°47f  i8-w,  7;  l’angolo  SPE 
= 167°  53'  57"  ,3  , ondcajc.r.0  = 77°  53'  5y" , 3;  e l’angolo 
PES  = 1.1° 7' 33"  ,5, che  dà  long.Q  = 78°52'26"  ,5.  Risolvendo 
il  triangolo  PLS , nel  qual  sono  dati  i tre  lati , si  trova  PSL  = 
1 19°  54'  8",  6,  e SPL  = 3o'  4",  6 = ^ajc.r.QC-  Finalmente 
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nel  triangolo  rettilatero  LES,  conoscendo  LS,  ed  ESL  = PSL  — 
PSE  = 1 i5°6'49" , 8, si  trova  SEL  = a8'58",5  = 8 \Iong.  OC* 
ed  EL  = 90°  1 3 ' 34 ",  9 , che  dà  8^/aC. © C * ovvero  lat.auslr.  C 
= i3'  34",  9.  Questi  elementi,  tutti  determinati  con  calcolo 
scrupoloso  , serviranno  di  comparazione. 

748.  Impiegando  deci.  C nelle  formole  (746),  come  indica  la 
fìg. , e potendosi  far  senza  errore  cos.  lat.  © = 1 , si  ha  8,  long.  © © 
= 3o'  4",  6 cos. 220  44'  cos.40  47'  -4-  16'  sen.40  47 ' 20"  =2 
27'  38" , 6 -+-  1 ' 20" , 1 =28'  58" , 7 :1’  errore  di  questo  risultato 
potrebbe  ben  perdonarsi.  Gli  stessi  logaritmi  impiegati  nel  calcolo 
della  prima  formola  servono  a calcolar  la  seconda  , e si  trova 
8^/aC.©©  = 1 3 ' 37 * 7 ; cioè  2",  8 di  più  del  giusto. 

749.  Questo  errore  proviene  dalla  causa  esposta  (53p).  In  fatti 
ogni  errore  sparisce , se  si  ricorre  alle  correzioni  che  ho  quivi  sug- 
gerite. La  tavola  (536)  fa  conoscere  che  l’errore  sull’  angolo  retto 
N è afFatto  insensibile,  per  essere  NE  poco  differente  dà  90°;  e 
per  conseguenza  si  deve  impiegare  ne’ calcoli  (748)  l’angolo  di 
posizione  NSfI  aumentato  della  quantità  dell’  errore  dell’  an- 
golo retto  M. 

Questo  errore,  alla  distanza  MP,  o 67°  16',  dal  polo  , è , giusto 
la  detta  tavola,  o',  209  X ML  = o',209  X 3o  cos.  22°  44 r = 
5 ' , 78  =5'  4 7" . Devesi  pure , a tenor  della  formola  ( 537 ) , im- 
piegare ML  diminuito  della  quantità  o",  01745  X SM  X 5, 78  : 
ma , essendo  più  comodo  l’ applicar  questa  correzione  all’  angolo 
al  polo  MPL,  convien  dividere  la  detta  quantità  per  cos.22°44f>  o 
pure  in  vece  di  5' , 78 , .impiegare,  nel  calcolarla,  of,  209  X MPL 
= o,  209  X 3o,  con  che  si  ha  o",  01746  X 16  X 6,  27  = 

i",75.  ' 

Si  ponga  pertanto  nel  calcolo  (748),  S^jc.r.  = 3o'  2" , 85, 
c ang.posiz.  =4°53f  6",  e si  troverà  8/o/ig.©©  =28' 58", .5, 
c lat.austr.(£  =i3'  34",  9;  in  perfetta  conformità  ai  risultati  del 
calcolo  rigoroso  (747)* 

■j5o.  Se  i punti  S , L denotano  l’ uno  il  centro  di  un  astro  , e 
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Fig.67  l’altro  una  macchia  sul  disco  del  medesimo,  è chiaro  che  le  stesse 
forinole  (746) , calcolate  con  le  correzioni  (749)  qualorle  distanze 
dall’  astro  ai  due  poli  siano  sensibilmente  diverse , daranno  la  solu- 
zione esatta  del  problema. 

751.  Per  trovare  le  differenze  di  longitudine  e di  latitudine  fra 

il  Sole  e la  Luna , sono  state  date  da  Mayer  le  due  forinole  se- 
guenti, che  prendo  dal  Sig.  Trembley  (£«*»’  de  Trigon.  sphérique, 
Chap. IX):  fylong.  = cos .obi.  -t-  fydccl.  scn.où/.  X 

cos. asc.r.Q)  , e fylat.  = ^cZ'^Tq'  — 8|<wc.r.  sen .ohi.  X 
cos.  long.  ©.  Calcolando  queste  forinole  cogli  elementi  ( 747  ) , 
risulta  b\io/ig.  ==  28'  55",  5,  e fylat.  — i3'  38".  L’errore  è di 3" 
tanto  nell’  uno  quanto  nell’ altro  di  questi  valori.  Dette  forinole 
sono  dunque  inferiori  alla  esattezza , cui  aspirano  oggidì  gli  Astro- 
nomi. 

I f . 

75 2.  Date  le  differenze  di  altezza  e di  azzimutto  fra  due  astri , 
trovare  le  differenze  di  ascensione  retta  e di  declinazione. 

Se  nella  soluzione  (746)  si  considera  che  P sia  il  zenit,  E il  polo 
dell’equatore,  quelle  formole  danno  (753) 

9^-rc.r.  = (frazzi ni.  cos. alt.  cos. ang.  variaz.  ir \alt.  sen. ang.  variaz.  ) 

fydecl.  = ^ altezza  cos.  ang.  variaz.  zp  azzini,  cos.  alt.  sen  .ang.  variaz. 

I segni  inferiori  hanno  luogo  , quando  l’astro  più  basso  ha  mi- 
nore azzimutto  orientale  , o maggiore  azzimutto  occidentale.  Già 
s’intende  per  azzimutto  il  supplemento  dell’  angolo  SPE. 

753.  Per  distinguere  l’uno  dall’altro  i due  angoli,  a ciascuno 
de’  quali  ho  veduto  accordare  il  nome  di  angolo  parallattico , chia- 
merò sempre  con  questo  nome  1’  angolo  del  verticale  col  circolo 
di  latitudine  ; e chiamo  angolo  di  variazione  quello  del  verticale 
col  circolo  di  declinazione, per  contrapposto  a\\'  angolo  di  posizione 
che  gli  è contiguo  ; giacche  quello  cangia  ad  ogni  momento,  nel  men- 
tre che  questo  rimane  sensibilmente  costante  per  tutte  le  stelle, 

754. 
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754.  Le  forinole  (746)  si  riducono  pur  facilmente  a risolvere  il 
seguente  problema  e l’inverso.  Date  le  differenze  di  altezza  e di 
azzimutto , trovare  le  differenze  di  longitudine  e di  latitudine.  Omet  to 
queste  riduzioni,  perchè  le  regole  de’scgni  divengono  più  compli- 
cate, perchè  la  formazione  dell’angolo  parallattico  ne  esige  molte 
altre  , e perchè  questi  problemi  sono  stati  risolti , con  altro  metodo 
e con  le  più  minute  spiegazioni,  dal  Sig.  de  la  Lande  ( Astr . 2125 
a 2129;  e i$83  e segg.).  Avverto  solo  che,  tanto  in  questi  pro- 
blemi, come  nell’altro  (752),  le  mie  correzioni  (539)  divengono 
più  importanti,  quanto  è maggiore  l’altezza  degli  astri  sull’ oriz- 
zonte. Esse  per  altro  non  sono  necessarie  nel  bel  metodo  del 
Sig.  de  la  Lande  per  il  calcolo  degli  ecclissi , attesoché  in  quello  i 
presenti  problemi  si  risolvono  successivamente  , l’uno  rispetto  al 
luogo  vero  degli  astri,  l'altro  rispetto  al  luogo  apparente,  e gli 
errori  delle  due  operazioni  si  ricompensano , come  ne  ho  fatto  più 
volte  esperienza. 

755.  Trovare  un  metodo  spedito  per  calcolare  una  tavola  degli 
azzitnutti,  delle  distanze  al  zenit,  e degli  angoli  di  variazione  ( "53), 
per  una  data  latitudine  terrestre , presi  per  argomenti  la  declina- 
zione e r angolo  orario. 

Una  tavola  simile  è di  grande  utilità , per  puntare  , di  giorno  % 
il  cannocchiale  d’ un  quadrante  sopra  un  astro  c;he  non  si  vede 
coll’  occhio  nudo,  e di  notte , sopra.gli  astri  di  poca  luce;  per  cal- 
colare l’effetto  della  refrazione  in  ascensione  retta  ed  in  declina^ 
zione;  e per  altre  continue  occasioni.  Ogni  paese  , dove  sia  un, 
Osservatorio  attivo  , dovrebbe  averne  una  calcolata  in  minuti , a 
similitudine  di  quella  che  per  Parigi  si  trova  nella  Conoscenza 
de’ Tempi  del  1782.  II  Sig.  Prevosti  che  è uno  de’  benemeriti  autori 
di  questa  tavola  , mi  ha  detto  d’aver  computato  gli  azzimutti  è le 
distanze  al  zenit  con  diligenza , per  via  delle  formolo  (Vili.  7%  83).1 
Col  metodo  che  sono  per  indicare,  egli  avrebbe  ottenuto,  senza 
maggior  fatica  , anche  gli  angoli  di  variazione , che  furono  calcolati 
dopo  dal  laboriosissimo  Sig.  Leveque. 

Y 7 
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I)g.63  Sia  P il  polo  dell’equatore,  Z il  zenit,  S un  astro  situato  in 
qualunque  parte  del  cielo  visibile.  Dati  i latiPZ,  PS,  e l'angolo 
compreso  P,  si  trovano  ad  un  tratto  con  la  bella  soluzione  di  Neper 
(IX.  aa  ) V azziniano , e Vangalo  di  variazione.  Tenendo  ferma  la 
declinazione,  non  si  ha  da  cangiare  che  il  solo  log.  cot.j  ang.  orario, 
per  trovar  successivamente  i delti  angoli,  corrispondenti  ad  ogni 
angolo  orario  della  tavola.  Lo  slesso  si  farà  per  ogni  differente  decli- 
nazione. Quindi , avendosi  sen.S  \ sen.PZ  ! \ sen.P  i sen.ZS, sic- 
come in  questa  analogia  PZ  è sempre  costante,  così  tenendo  fermò 
un  angolo  orario,  non  si  avran  da  cercare  clic  due  logaritmi, per 
conoscer  la  distanza  al  zenit,  corrispondente  ad  ogni  declinazione. 
Lo  stesso  si  farà  per  ogni  differente  angolo  orario.  E pero  in  gene- 
rale, con  questo  metodo,  per  determinare  tre  quantità , non  si 
hanno  da  cercare  che  quattro  logaritmi. 

7 56.  Data  V altezza  del  polo , e osservate  in  un  medesimo  verti- 
cale due  stelle,  di  cui  si  conoscono  le  declinazioni  c le  ascensioni 
rette,  e per  conseguenza  i momenti  de’  toro  passaggi  al  meridiano, 
trovar  che  ora  fosse  quando  fu  fatta  l’osservazione. 

Tìg-fy  Sia  P il  polo  dell’equatore,  Z il  zenit,  T , S le  due  stellò.  Le 
cose  note  sono  PZ , PT,  PS,  c TPS  differenza  delle  ascensioni  rette. 
Si  cerca  l’angolo  TPZ.  « 

Osservo  che  i triangoli  PTZ  , PTS  hanno  comuni  Iò  linee  tri- 
gonometriche dell'  angolo  T ; per  il  che , se  si  trova  con  la  tavola 
VII  che  una  di  queste  linee  possa  essere  espressa,  in  ciascuno  dei 
due  triangoli , con  le  linee  trigonometriche  delle  parti  note  e della 
cercata , il  problema  sarà  risolto.  In  fatti  ponendo  A ==  T , B = 

scn.TPZ 


P,  C = Z , si  ha  ( VI I.  1 3’),  tang.  PTZ=  -~Fr  oh.cz  _ c«».rr  co„  n>/.  » 
e facendo  C = S , — tang.PTS  = 

Posti  in  equazione  questi  due  valori  di  tartg.T , tolte  le  frazioni , e 
divisa  l’equazione  per  cos.PT  , risulla  sen.TPS  cos.TPZ  •v- 
(cos.TPS  — tang.PT  cot-PS)  sen.TPZ  = tang.PT  cot.PZ  sen.TPS. 
E però  (36p)  * . . 
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D ..  Tue  / iang.Hr  col.PS'S  _ 

tang.B  = cot.TPS  ( i ) » e 

cos.(TPZ  C/O  B)  = tang.PT  cot.PZ  cos.B. 

Per  comodo  del  Calcolatore  aggiungo  : 

TPS  = differenza  d’ ascensione  retta  fra  le  due  stelle , presa  dalla 
parte  ove  sia  minore  di  i8o°. 

PT  = distanza  al  polo,  della  stella  più  alta. 

PS  = distanza  al  polo , della  stella  più  bassa.’ 

PZ  = distanza  dal  polo  al  zenit. 

TPZ  = angolo  orario  cercato  della  stella  più  alta. 

Quando  fosse  TPZ  > 90%  si  farà  negativo  il  secondo  membro 
di  ognuna  delle  due  formale , e si  avrà  il  supplemento  del  valore 
cercato  di  TPZ. 

757.  Determinare  di  quanto  tempo  la  ref razione  Accelera  il 
levare  , o ritarda  il  tramontare  degli  astri. 

Sia  P il  polo  dell’equatore,  Z il  zenit,  OR  l’orizzonte,  T un  Fig.75 
astro  , che  innalzato  dalla  refrazione  , della  quantità  TL  determi- 
nata dagli  Astronomi  di  33f 3 circa,  apparisce  levarsi  al  punto  L. 

Senza  questo  innalzamento  apparente  , non  si  vedrebbe  l’astro 
levarsi , se  non  quando  giunge  al  punto  S,  posto  PS  = PT.  Il  suo 
nascere  è dunque  accelerato  ( e per  la  stessa  ragione  il  suo  tra- 
montare ritardato  ) della  quantità  di  tempo  misurata  dall’  ango- 
letto  TPS. 

Osservo  che  i triangoli  PZS,  PTZ  hanno  due  lati  comunico 
eguali, cioè  PZ,  e PS  = PT;  e che , dato  il  valore  di  TL  = ZT  — • 

ZS  3^zs , si  tratta  di  dedurne  il  valore  di  TPS  = fyZPS  che 
nomino  ^P. 

Ricorrendo  alle  analogie  differenziali  corrispondenti  a cj pesto 
cas.0,  trovo  (629)  effe,  facendo  A = P,  B = Z , C =?:  S,  si  ha 
seq.;^ZS  *.  sen.ì  ^P  sen.PZ  sen.PS  sen.(P  -+-  j^P)  I 
5,eq.(ZS  -t-ì^ZS).  JMa,  per  esser  ZS  = 90°,  sen.(ZS^+-  j^ZS)=: 
cos.ì^ZS.Pungue  (I.  61) 

(A)...  sen.3,ZS  ; 2 sen.j^P  *.  * sen.PZsen.PSsen.fP-t-i^P)*  l; 
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ovvero  ( 723  ) , chiamando  anche  t il  tempo  cercato , 


(B)...  Tempo  cercato 


rifrazione  orh.zontale 

l5  cos .lai.  coi. dici,  sen .{ang.or.  -f-  V 0 * 


Come  il  valor  di  t si  conosce  sempre  presso  poco , così  sarà  raro 
il  caso  di  dover  calcolare  questa  forinola  più  d’una  volta  col  me- 
todo (281).  Se  poi  si  vuole  fare  uso  dell’  altro  (282),  si  osserverà 
che  ascn.ìJ^P  sen.(P  -4-  - ^P)  = cos.P — cos.(Ph-^P),  (II.  1 61); 
e l’analogia  (A)  darà 


(C) -  C0S-(P  8»P)  = COS  l>  0 ~^.Pz7e,u"ScoS.p)?OVVer° 

(D) . . . cos. (ang. or.  + . 5 1)  = cos. ang. or. 


758.  Nelle  formolo  precedenti , per  P,  o per  V angolo  orario  , 
s’intende  l’angolo  ZPS,  cioè  l’angolo  orario  dell’astro  considerato 
nel  piano  dell’  orizzonte.  Questo  angolo  si  ha  facilmente  , giacché 
il  triangolo  rettilatero  PZS  dà  (VII.7*),cos.P  = — cot.PZ  cot.PS, 
ovvero 

cos.  ang.  or.  = — tang.  lat.  tang.  cled. 


Questa  equazione  fa  vedere  clic , a declinazione  uguale,  l’angolo 
orario  corrispondente  alla  boreale  è ottuso  , ed  è il  supplemento 
dell’angolo  orario  corrispondente  alla  declinazione  australe.  Ma 
quando  P è ottuso , sen. (P  -+-  j^P)  < sen.P,  e quando  P è acuto, 
sen.(P  -t-ì^P)  > sen.P.  L’analogia  (A)  fa  dunque  conoscere 
che,  a declinazione  uguale  , l’ effetto  della  refrazione  non  può 
esser  lo  stesso  per  la  boreale  e per  l’ australe  , e che  per  conse- 
guenza le  tavole  date  fin’ oggi  sono  in  errore  su  questo  punto. 

Devo  al  Sig.  Abate  Pieracchi,  Internunzio  Pontifizio  in  Parigi , 
e distinto  ainator  dell’ Astronomia  ,la  prima  notizia  di  questo  erro- 
re , eh’  egli  ha  scoperto  , risolvendo  i triangoli  pei  tre  lati  onde 
avere  il  valore  degli  angoli  al  polo  nei  due  casi , prima  che  io  pen- 
sassi ad  applicare  le  mie  analogie  differenziali  finite  al  problema 
(707).  Or  conviene  mostrare  che  l’accennato  errore  è assai  grave 
in  certi  casi.  • 
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709.  Sia  PZ  = 3o°  : facendo  PS  = 61%  si  ha  dalla  for- 
inola (758),  P=  i63°45'  3 1 " ; e facendo  PS  = ii9°,P  = 
16°  14'  29".  Con  questi  elementi , e posto  ^ZS  = 33'  la 
formola  (C)  dà  , per  il  caso  della  declinazione  boreale , P -+-  9^P  = 
169°  i3'  36",  e per  conseguenza  Peffetto  della  refrazionc  ^P  = 
5°  28'  5";  e per  il  caso  della  declinazione  australe,  P H-  8>P  = 
20°  18'  48" , onde  allora  ^P  = 4°4'  19". Il  primo  valor  di  9^P 
ridotto  in  tempo  è 21  ' Si  ",  per  la  declinazione  boreale  ; il  secondo 
valore  è di  16'  17",  per  la  declinazione  australe.  La  differenza  è 
di  5'  3 5"  di  tempo.  Dunque  v’ù  quasi  un  errore  di  6'  di  tempo, 
se  si  impiega  per  la  declinazione  boreale  la  quantità  di  16'  9"  , 
che  viene  assegnata  nella  tavola  della  Connoiss.  des  Tcmps,  1782 , 
pag.  3o2,  per  la  declinazione  di  29°e  la  latitudine  di  60*.  La  tavola, 
che  vien  dopo  , degli  archi  scmidiurni  apparenti  per  la  latitudine 
di  Parigi , sembra  essere  stata  composta  rigorosamente,  con  cal- 
colo separato  per  le  declinazioni  boreali , e per  le  australi. 

760.  Se  il  valor  di  3,P  si  calcolasse  nell’  esempio  (759 ) col 
mezzo  dell’  analogia  adottata  da  molti , ^,P  ; ^ZS  1 
\/  ( sen.’PS  — cos.=  PZ  ) , la  quale  si  risolva  facilmente  col  metodo 
(710J , si  troverebbe  ^P  = 4°33'  64”  'éper  conseguenza  l’errore 
dell’analogia  infinitesimale  sarebbe  di  54 f per  la  declinazione  bo- 
reale, e di  3o'  per  l’australe.  Donde  si  vede  l’utilità  delle  mie 
analogie  differenziali  finite , dalle  quali  è nata  anche  la  forinola  (C), 
che  stimo  più  pronta  della  risoluzióne  del  triangolo  pei  tre  lati, 
massime  perchè  serve  alla  declinazione  boreale  , ed  all’australe, 
col  solo  cangiamento  di  un  segno.  Se  poi  si  conosce  all’ incirca  il 
valor  di  8^P,o  di  1 5 f,coine  succede  nel  calcolo  di  una  tavola,  mi 
lusingo  che  le  soluzioni  (A),  (B)  appariranno  preferibili  ad  ogni 
altro  metodo  usato  fin’ ora. 

'761.  Se  in  vece  della  refrazione  orizzontale  si  pone  il  diametro 
del  Sole  , le  forinole  ( j5y  ) faranno  conoscere  il  tempo  che  il 
disco  del  Sole  impiega  a levarsi  o a tramontare. 

E se  , in  vece  della  reflazione  orizzontale  , si  pone  la  depres- 
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I ig.70  sione  dej  circolo  crepuscolare , che  fu  adottata  di  i8’,  si  avrà  dalla 
forinola,  (f))  la  durata  del  crepuscolo. 

762.  Trovare  il  cangiamento  d’ amplitudine  prodotto  dalla  refra- 
zione sopra  un  astro  che  si  leva  o che  tramonta. 

Ferme  le  denominazioni  (757) , l’arco  SL  dell’ orizzonte , osia 
l’angoletto  LZS , che  al  6 olito  chiameremo  , è quello  di  cui  si 
cerca  il  valore. 

La  prima  analogia  ( 620)  si  riduce  in  questo  caso  , co}  metodo 
(282),  ad  espressione  molto  semplice;  ma  più  speditamente  si 
ottiene  tale  espressione , nel  caso  stesso  , col  metodo  (y25).  Deno- 
tando per  Z l’angolo  PZS  , e osservando  che  PT  PS,  e che 
TZ  = 9 o°  -4-  8^ZS  , il  triangolo  PTZ  dà  (VII.  28*),  cos.PT  = 
cos.(Z  — - 8*Z)  cos.^ZS  seu.PZ  — <-  sen.^ZS  cos.PZ  = co?. PS  , 
e nel  triangolo  rettihitero  PZS  si  ha  cos.PS  ±=p  cos.Z  sen-PZ. 
Uguagliando  i due  valori  di  cos.PS,  si  ricava  cq$.(Z  - — 8*Z)  =r 
tang.  $,ZS  cot-PZ  -4-  Lo  due  ultime  equazioni  ai  riducono 

alle  seguenti , chiamando  amplitudine  vera  il  complemento  dell’an- 
golo PZS,  e ampliti., line  apparente  iì  complemento  di  PZT  : 


Sen.  ampi.  v. 


sVn  'desi* 

4.1 * 


sen.  ampi.  ap.  = 


tcn  mnpt.v. 
co s.  rtjr,  orti. 


( 


1 -rfr 


n n.refr.orii.  tang&i*A 
ten.am'pl.v.  J * 


La  differenza  dall’  amplitudine  vera  all’apparente  è ciò  che  si  cerca. 
Un  esempio  sarà  utile  3 più  hai. 

7$3.  Sia  PZ  = 41°  12'  2c",  PS  = 5i°25'  ao",  e 9,ZS  = 
33'  ==  refr.qrlz.  Col  mezzo  delle  forinole  precedenti  si  troverà 
arnpl.v.  7 1?  11'  21",  e ampl.ap.  = 73°  i5'  17".  E però 
l’ effetto  della  refrazione  sull’  amplitudine  in  questo  cpso  è 2*  4L 

1 » • * *i  • • 

764.  Se,  cogli  stessi  elementi , s’iippiegg,,  in  vece  falle  tuie 
forinole  rigorose  , l’analogia  (714)»  I 8>ZS  I i cos-PZ  : 
i/Csen.’PSr-rrcos.’PZ)  ,$i  troverà  ■==  1°  5y'f  y nqirore  di  7', 
su  tal  quantità , fa  vedere  con  qyaittQ  ritegno  si  debba  (gre  uso 
delle  analogie  iy fruitesi oia/i. 
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*65.  Se  lidi’ esempio  (763)  si  fa  ^ZS  — 32 r,  le  mie  forinole 
danno  ==  2<>or.  Dunque  la  variazione  di  ir  nella  refrazione 
orizzontale  produce  in  questo  caso  un-  cangiamento  di  nell’ am- 
plitudine apparente , e per  conseguenza  di  8 ' se  si  prende  la  somma 
de’ cangiamenti  trà  l’amplitudine  Ortiva  el’occasa.  Conviene  dun- 
que attribuire  a qualche  svista  di  calcolo  ciò  che  fu  detto , che  ì r 
di  variazione  nella  refrazionc  orizzontale , alla  latitudine  data  (7^3), 
produce  un  cangiamento  di  29'  sull’ amplitudine  ortiva  cd  occasa 
della  Lira. 


766.  Trovare  V elongazione  di  un  pianeta , al  tempo  della  sua 
stazione  apparente. 


Considereremo  il  pianeta  nel  piano  dell’  eclittica  ,’e  le  orbite  del 
pianetac  della  Terrà  circolari.  L’error  della  prima  ipolesi  è tenue; 
daremo  un  modo  facile  per  riparare  all’  errore  della  seconda. 

Sia  p l’angolo  al  pianeta  , o la  parallasse  annua ; c l’angolo 
alla  Terra , o l’ elongazione.  Nella  supposizione  delle  orbite  circola- 
ri, i lati  opposti  a questi  angoli  sono  costanti , il  che  dà  (614),  f^p  ; 

’ l tang.^7  * tang.e.  Se  si  chiama  0 la  longitudine  del  Sole,# 
la  longitudine  geocentrica  dèi  pianéta,  li  l’eliocentrica,  si  ha  {Astr. 
de  M.  de  la  Lande  , 1142  r 1 1-41)»  g=  © — ■ et  p =z  h g. 
Ora  un  pianeta  si  dice  stazionario , quando  la  sua  longitudine  geo- 
centrica non  varia.  Le  ullime  equazioni  «tenne  dunque  in  tal  caso- 


=8|e,e  d\P  = <V*5  laonde  fyh  : : *.  tang.#  ; tang.e. 

Ma  i moti  simultanei,  fyh,  8>0  , del  pianeta  e della  Terra,  sono 
in  ragione  inversa  delle  loro-  rivoluzioni  periodiche  , giacché  il 
moto  aingolare  tanto  è maggiore,  quanto  è più  breve  il  tempo  della 
rivoluzione.  Chiamando  fì  la  rivoluziono  periodica  della  Terra, 
r quella  del  pianeta,  si  ha  dunque  <^/i  * 8j0  \ \ R \ r,  e per 
conseguenza  R ; r \\  tang.#  I fàng.e.  Ma,  secondo  la  legge  di 
Keplero  , R1  * t*  ] * \ <15,  nominando  D la  distanza  media 

del  Sole  alla  Terra,  d quella  del  Sole  al  pianeta.  Dunque  D v * «/*  ; 7 


m 


tang. > ; ttóg. 2 è , ovvéro  (q’i,  -7- 


u 


Ma 
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numeratori  contengono  la  proporzione  notissima  fra  i lati  e i seni 
degli  angoli  opposti:  Dunque  anche  i denominatori  sono  in  propor- 
zione (1 3).  L’analogia  ile’  numeratori  dà  sen.1  p — n ; quella 


dei  denominatori  cos.’/j  = 


d cos.V 
D ' 


Ma  sen. 1 p -+-  cos. 1 p — 


sciite  -t-cos.’c,  (28).  Dunque  n-  ’J."  ' 


ti  co%.*e 

Tì 


= sen. 


cos.' e;  dalla  quale  equazione  si  cava 
lanfre  =7(7 T‘ 


£ £ v ■■ 

+ _ rx  v/(i + J) 


E facendo  D = 1 , come  è solito  , 


(E). . . tang. clong. 


disi.  mrd.  pianeta 
1 -f-  disi.mcd.  pian.)* 


La  dimostrazione  di  questa  forinola  semplicissima  è tratta  in 
gran  parte  dalle  Istituzioni  Astronoiniclie  del  celebre  Sig.  le 
Monnicr. 

Per  render  più  esatto  e più  comodo  il  calcolo, se  si  fa  tang. x = 
1/ Yj  > si  avrà  (198),  tang.  e = ^ X cos.  a:  = tang. a x cos.  x : 
quindi , ponendo  i raggi  vettori  attuali  in  vece  delle  distanze  me- 
die, il  che  renderà  insensibile  l’errore  dell’ipotesi  delle  orbite 
circolari , 


tang.  ± = y/ 


rag.vet,  pianeta 
rag,  vet.  Terra  * 


tang.  clong.  = sen.  x tang.  x. 

Conosciuto  prossimamente  il  tempo  della  stazione,  impiegando 
in  un  primo  calcolo  le  distanze  medie  , si  potranno  poi  surrogare 
ad  esse  i raggi  vettori  dati  dalle  tavole  per  quel  tempo , e si  per- 
verrà a determinarlo  con  molto  maggior  precisione. 

767.  La  teoria  del  moto  ellittico  de’ pianeti  dà  le  sei  equazioni 
seguenti,  la  dimostrazion  delle  quali  non  appartiene  alla  Trigono- 
metria pura  , poiché  dipendono  dall’  osservazione  , dalla  legge 
delle  aree  proporzionali  ai  tempi,  e dalle  proprietà  dell’  ellissi.  Sia 

a il 
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a il  semiasse  maggiore  dell’  orbita  di  un  pianeta , 
l il  semiasse  minore , u l’anomalia  vera , 

e l’eccentricità,  x l’anomalia  eccentrica , 

r il  raggio  vettore  del  pianeta , z l’ anomalia  media. 

Si  ha,  riportandomi  alle  dimostrazioni,  che  dà  il  Sig.  de  la  Lande 
nella  seconda  Edizione  della  sua  Astronomia , che  è quella  che 
cito  sempre , 

1*  equazione...  z — x -+-  — X sen.x,  ( Astr . 1240» 

2*  r = a -4-  e cos.x,  (Astr.  3270 ); 
hb 


3*  r = 


4 

5* 


a — e co*. a 
sen.x 
scn.M 


, (Astr.  3279); 


r = l>  X * ( Astr ■ 1245); 

tang.  j u = tang.jx  y/  j-^—e  , (Astr.  1240). 

La  ragione  fra  le  quantità  costantia,  4,  e,  si  ha  dall’equazione 
seguente  : 

6*  aa  = bb  -+-  ee , (Astr.  3a 69). 

Per  simplificare  le  operazioni , si  fa  ordinariamente  a = 1. 
Allora  conviene  impiegare  ne’  calcoli  numerici  i valori  di  b,  e,  r, 
proporzionali  al  valore  di  a = 1 . Per  esempio  , le  tavole  di  Mer- 
curio del  Sig.  de  la  Lande  danno  a = 38709,88*,  e ==  7960.  Se 
si  fa  = i , il  valore  di  e sarà  35^-55* 

Dalle  equazioni  precedenti  si  ricavano  le  otto  seguenti  che  sono 
molto  utili , e delle  quali  darò  la  dimostrazione  subito  dopo., 

7*  di*  = - ■ ; 

1 -4-  — X cos.x 

8*  V = — X ; X sen.u; 

9*  = V x ;£r,‘ 

10*  fyn  = ^ x 7r> 

Z z 
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Queste  quattro  equazioni  non  sono  esatte , se  non  quando  i dif- 
ferenziali siano  infinitamente  piccoli.  Per  gli  altri  casi,  propongo  in 
vece  le  seguenti , come  molto  più  prossime  al  giusto. 


li* 

12* 


9\X 

V 


V 

1 -+-  -J  X cos. ( X -t- 
- 8|:  X ijr  X sen.(u 


i3* 


= ^x  X 


spn.(»  +t8i")  . 

+ -i  ’ 


14*  x — Và,— • 

768.  Dimostrazione  delle  equazioni  7* 14*. 

Prendendo  i differenziali  finiti  nell’equazione  1*,  si  ha  9|Z  = 
-4- X 2 sen.j^x  cos.(x  (II.  3o*).  Ponendo 

8,xinvcce  di  2 sen.j^x,  (2 5p),  ne  risulta  l’equazione  11*.  Se 
fyx  è infinitamente  piccolo,  questa  si  trasforma  (140)  nella  7*. 

Operando  similmente  sull’  equazione  2* , si  ha , cangiando  i 
segni,  — ^ X e sen.(x  -t-j^x)  : ^x  deve  esser  diviso 


per  R",  (262),  a motivo  che  rex  non  sono  quantità  della  stessa 
natura  (y3o).  Si  sostituisca  al  numeratore  9,x  il  suo  valore, pre- 

so  dall’  equazione  11*,  e si  avrà  — X X 

l I.C» • 'j  ‘ Supponiamo  per  approssimazione  (722),  che 
r,  x,  e u arrivino  alla  metà  della  loro  variazione  contemporanea- 
mente ; l'ultimo  denominatore  si  ridurrà,  in  virtù  della  2*  equa- 
zione , a (r  — 5 ^r)  ; e la  4"  darà  sen.  (x  -f-  ; ^x)  = 

(r~.:Ar)scl’-f".+  Facendo  queste  sostituzioni  nell’  equazione 

precedente,  si  avrà  la  12*.  Questa  poi  si  riduce  alla  8*,  per  le 
variazioni  infinitesime. 

Differenziando  l’equazione  5*,  si  ha  (i32), * 


T 


COS.7M  COS.(tM  “hT^w)  ' 


COS.T*  C0*.(i*  ■+■ 


-r^—j  1 1 tang.ju  ; tang.jx.  Donde  si  cava  = 
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? fJ 
OOl) 


ft  v y SCO.tM  COS.-W/J  -4-  R'O  1-v  . • • 

9\X  X 6C:„"j.^~s  (x  h-  <luesta  equazione  , se  si  suppone , 

• cos.f(#i  -4-  R«)  C0J.7  k • 1 11  • . 

per  approssunaziQne , tmi^e  -Tl^T)  = COi  i'i  > S1  *ia  1 equazione  9*. 
Ma  perchè  in  vece  si  può  snppor  con  egual  ragione  *™'  " = 


W"-7(«  4-  &») 
«en.-r{x  -+-  8,1)  » 


il  che  darebbe  = 8,x  X 


<V> 


si 


sen.(j  -+-  53)1) 

avrà  dunque  in  generale  un’  espressione  più  esatta  nell’  equazione 
t3*,  che  tiene  il  mezzo  fra  quest’ ultima  e la  9*. 

Abbiamo  assunto  r — in  vece  di  a -4-ecos.  (x  -t-ì^x). 
Per  tal  modo  la  1 1*  diviene,  J^x  = f ^'^r-  Ponendo  questo  va- 
lore nella  i3‘,  come  pur  quello  di  sen.(x -f- i^x)  usato  qui  sopra, 
ne  risulta  la  14*;  che  poi  si  riduce  alla  io\ 

Le  forinole  fondamentali , òhe  per  comodo  degli  Astronomi  ho 
raccolte  insieme  (767),  mi  serviranno  ora  utilmente  alla  risoluzione 
di  diversi  problemi , ne’  quali  suppongo  sempre  note  le  quantità 
a,  b,  e. 

769.  Problema  di  Keplero,  Data  l'anomalia  media , trovar 
l’ anomalia  vera. 


Soluzione  I.  Tutta  la  difficoltà  consiste  nel  trovar  l’ anomalia 
eccentrica,  giacché,  conoscendosi  questa  , l’equazione  5*  risolve 
tosto  il  problema.  Ci  restringeremo  dunque  a cercare  x col  mezzo 
dell’equazione  1*;  per  risolver  la  quale  non  essendovi  metodo  ri- 
goroso,quello  generale  di  approssimazione , che  ho  proposto  (364), 
mi  sembra  il  più  spedito  finora. 

Imponendo  a x un  valore  arbitrario,  l’equazBone  i*darà  un 
errore  sul  valore  di  z.  Con  questo  errore , chiamato  , si  troverà 
poi,  per  mezzo  della  11*,  la  correzione  9>x,  che  deve  farsi  al 
valore  supposto  di  x , per  averlo  giusto.  Qualche  esempio  farà  veder 
l’ esattezza  e celerità  di  questa  operazione. 

Sia  z = 90°,  e si  cerchi  x nell’  orbita  di  Mercurio.  Per  dare 
a x un  valore  molto  prossimo  al  giusto  , osservo  primieramente 
nell’  equazione  1*,  che  quando  x < 180°,  cioè  ne’  primi  sei  segni 

Zz  ij 
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dell’  anomalia  media,  è sempre  z > x,  e che  viceversa  z < x 
negli  ultimi  sei  segni  di  detta  anomalia,  poiché  allora  sen.x  è ne- 
gativo, (42).  Nel  caso  proposto  devo  dunque  supporre  x < z. 
Secondariamente  comincio  il  calcolo  dell’equazione  1*  dal  ridurre 

in  gradi  il  valore  di  . Prendendo  gli  elementi  nelle  tavole  del 
Sig.  de  la  Lande , si  ha 

log. e = 3,  9009 1 3 1 • 
compì. log. a = 5,  4 1 2 1 7 8 1 

IoS-T  = 9»  3 1 3°9  1 2 
(262),  Iog.R0  = 1,7581226 

log.  costante  1,0712138 


E però  X R°=  12°  circa.  Per  terminare  il  calcolo  dell’  equa- 
zione 1* , si  tratta  di  prendere  il  seno  di  un  arco  x , il  qual  seno  , 
moltiplicato  per  120,  dia  un  prodotto  eguale  a z — x , ovvero  a 
90° — x nel  caso  presente.  Passando  solamente  coll’ occhio  sulle 
tavole  de’ seni  naturali,  facilmente  si  scorge  che  sen.  790  sarebbe 
troppo  grande , e sen.  78°  troppo  piccolo.  Faccio  dunque  x = 
78° 3o',  e riducendo  in  secondi  il  valore  di  ^ X R°  col  moltipli- 
carlo per  36oo,  finisco  il  calcolo  come  segue  : 


log.  costante 
log.  36oo 
log. sen.  78°  3of 
Somma 


1, 071  2i38 
3,  5563oa5 

9>  99ll927 
4,61 87090 


Dunque XH"  X sen.  78°  3o'  = 
Ma  z — x — 1 1°  3o'  = 


41 563",  20 
41400",  00 


Dunque  l’ errore  8>z  = x63",  2 


Suppongo  per  approssimazione 


= 8,z,  il  che  dà  ì ^x  ss 
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i ' 22  " circa  ; e osservando  che  il  valore  di  z dato  da  questo  cal- 
colo è maggiore  del  giusto , onde  la  correzione  ^x  deve  essere  ne- 
gativa, faccio  il  calcolo  dell’equazione  11*,  come  segue  : 

log.  -L  preso  qui  sopra  = 9,  3 i 309 
log.cos.(x — j^x  = 78°  28' 40")  = 9,30048 

Somma  8,  6 1 35y 

E però  X cos.(x — l^x)  = 0,041075 

compl.log.  1,041075  = 9,98262 
log. = 1 63",  2)  = 2,21272 

log.  ^x  = 2,  19624 

Per  il  che  ^x  = — 1 56",  76  = — 2'  36",  76  ; e per  con- 
seguenza x = 78°  27'  23",  24.  Questo  valore  non  è fallace  nè 
meno  di  ^ di  secondo , come  si  può  vedere  calcolando  con  esso 
l’equazione  1*. 

770.  Per  un  esempio  più  convincente  della  generale  utilità  del 
mio  metodo,  sia  ora  z = 180°  12'  27",  83, e si  cerchi x nell’ or- 
bita della  cometa  del  1 769  , impiegando  gli  elementi  dati  dal 
Sig.  de  la  Lande  ( Astr . 3097). 

log.(e  = 17,49225)  s=  1,2428457 
compLIog.(a  = 18,07676)  = 8,7429037 

loS-T  = 9»9857  494 
log.R°  = 1,7581226 

log.costante  1,7438720 

Laonde  -j  X R°  = 55°  circa.  Conviene  trovare  il  seno  di  un 
arco  x,  il  qual  seno  moltiplicato  per  55°  dia  un  prodotto  eguale 
a z — x.  Negligendo  in  questa  ricerca  i 180°  nell’  una  e nell’altra 
anomalia , il  prodotto , preso  col  segno  positivo  ,'deve  essere  uguale 
a x — i3\  Con  pochi  esperimenti  sulle  tavole  de’ seni,  trovo  che 
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sen.  5“  i o'  = o,  09  potrebbe  fare  al  caso , giacché  55°  X o,  09  = 

40,  95  = 40  67'  =5°  10'  — i3\  Faccio  dunqnc  x = i85“  10'. 

log.costante  1,7438720 
log.36oo  = 3,5563o25 
- log.  — sen.  185°  10'  = 8,954499! 

Somma  — 4 ,2546736 

E per  conseguenza  X R"  X sen.  1 85“  10'  *==  — 17975",  195 
Ma  z — x = 180°  13'  27" , 83  — i85°  10'  = — 17852  , 170 

Dunque  l’ errore  fyz  — 123"  , 025 


Questo  calcolo  dà  il  valore  di  z troppo  piccolo  : S^x  sarà  dunque 
additivo.  Per  le  comete  non  può  supporsi  S,x  = ^z;  e però  nel 
calcolo  dell’ equazione  1 1*  conviene  impiegare , per  prima  approssi- 
mazione, cos.x  in  vece  di  cos.(x  -+-ì  3>x). 

log.-^j-  preso  qui  sopra  = 9,9857 5 
log. — cos.(x  = i85°io')  = 9,99823 

. Somma  — 9,98398 

E però  ■—  X tós.x  = — 0,9638 

■■  ■ - 

compì. log.  (1  — cos.x  = o,o362)  = 1,44129 
log.(fyz  = 123",  025)  = 2,09000 
, - . , , , log.  ^x  = 3,53129 


Onde,  pef  prima  approssimazione , si  ha  8,x  =56'  39".  Questa 
correzione  essendo  alquanto  granile,  giova  meglio  servirsene  per 
ricominciare  il  calcolo , se  si  vuole  ottenere  un  risultato  somma- 
mente esatto.  Trovo  allora 


"1  u 


X 11"  X sen.  186°  6' 40"  = 
i8o°  12'  27", 83—  i86°6'  40"  = 
Dunque  l'errore  <^z  = 


<x 


— 21249", 478 

— 21202  , 170 

2 " , 693 
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Quindi-^-  cos. (x  = i86°6'  40")  = — 0,96222  impiegando  ora 
i logaritmi  con  sci  decimali  , e 9,x  = * v,6^  = 1 ' 1 1 " , 255. 
Questa  correzione  ^x  è qui  sottrattiva.  Per  averla  più  esatta  , 
si  ponga  ora  cos.(x  — = 1860  6'  4"),  *n  vece  di  cos.x  , 

nell’ ultimo  calcolo,  come  prescrive  l’equazione  11*,  e si  troverà 
8*x  = — 1 ' n ",  29  : correzione  esattissima,  poiché  se  si  calcola 
l’equazione  1*,  facendo  x = 1860  5' 28",  71 , si  trova  appunto 
z = 180°  12'  27',  83. 

Siccome  le  comete  non  sono  visibili  se  non  che  nelle  vicinanze 
del  perielio,  così  da  questo  sogliono  contarsi  le  loro  anomalie. 
Bisogna  però  ridurle,  come  contate  dall’  afelio,  quando  si  voglia 
fare  uso  delle  equazioni  (767),  che  sono  costrutte  su  questa  ipo- 
tesi. Per  ciò  le  anomalie  date  si  aumenteranno  dì  180°  dopo  il 
passaggio  al  perielio,  e si  prenderà  il  loro  supplemento  a i8o°avanti 
il  passaggio. 

771.  Soluzione  II.  Se  si  spingono  fino  alla  nona  potenza 
dell’  eccentricità  le  operazioni  del.  Sig.  de  la  Lande  (3335  ) , nelle  . 
quali  a = 1 , si  trova 

z = 

u -4-  2 e sen.u  -4-  ( ; e’  + j c4  -4-  % e*  H-  ^ e*  ) sen.  2 u 
-+-  (j  -+-  T ' e>  -+-  c’  -+-  & *)  sen , . : 3 . u -+-  (±  e4 -+-  £ < e6 -4-  e8)  sen. 4 “ 

■+■  (i«5  -+-  à e?  ■+■  h e’)  sen.5u  H-  e6  -tr  ± e9)  sen ,6u 
H-  (à  e?  ■+■  «*)  sen^u  -+-  ^ e*  sen.8u  -4-  7^-  e’  sentir. 

. i • ' r 

Questa  serie,  convertita  col  metodo  che  ho  proposto  (371 , 372)  , 
mi  ha  dato  la  seguente , che  risolve  il  problema  : 


u 


z — (26  — ’fe3  + 5 C!  4-  ^ e’  -4-  gfa  e’  ) sen.z  H- 
(K-^-4-£e‘H-j&e*)  semaz—  ($e>  — *&*)  sen.3z 

• ~ & ^ + AS  e9)  sen.4z  — (£?  e»  — g -4-  ^ e’)  sen.5z 


-+-  (3?  - &S  O s™.6z  - (gg  sen. 7 z 

3^  e8  sen.8z  — e9  sen.9 z. 


» 960 
556403 
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Colgo  questa  occasione  per  rendere  omaggio  all’  insigne  Geo- 
metra Sig.  Ab.  Bossut,  il  quale  ha  dato  ( Ménioires  des  Prix,  1766) 
un  metodo  molto  semplice  ed  elegante , e , per  esperienza  fatta , 
non  più  laborioso  del  mio  , per  ottenere  questa  ultima  serie.  Ma 
come  il  mio  metodo  è puramente  trigonometrico , così  ho  creduto 
dover  preferirlo  in  questo  Trattato.  Bensì  avendo  io  trovato,  per 
ambi  i metodi,  gli  stessi  coefficienti  numerici  fino  alla  8* potenza 
dell’eccentricità  inclusivamente  (ho  calcolato  quei  della  9*  per  il 
mio  metodo  solamente),  ho  tuttala  ragione  di  crederli  esenti  da 
ogni  errore. 

Il  Sig.  Jeaurat  ( Mèmoircs  présentés  à l'Acad.  Tom.  IV,  p.  6o5) 
ha  dato  una  serie , spinta  fino  ad  e*,  la  qual  serve  a trovar  simil- 
mente il  raggio  vettore , per  mezzo  dell’  anomalia  media. 

772.  Trovare  un  metodo  spedito  per  calcolare  le  tavole  dell’equa- 
zione del  centro , e del  raggio  vettore  di  un  pianeta. 

Le  formole  (7 67 , 12*,  14*)  possono  servire  a questi  calcoli  con 
somma  brevità , senza  nuocere  all’ esattezza  che  può  desiderarsi.  Se 
ne  dia  un  esempio  sull’orbita  più  ellittica,  cercando  l’equazione 
del  centro  e il  raggio  vettore  di  Mercurio  , per  i°  di  anomalia 
media. 

Partendo  da  z = o,  dove  r = a -4-  e,  sarà  ^z  = 1°.  Cal- 
colando l’equazione  14* cogli  elementi  dell’orbita  , del  Sig.  de  la 
Lande,  e impiegando  nel  primo  calcolo  r in  vece  di(r  — ì^r), 
a cagione  che  ^r  non  è noto  ancora , si  ha 

log.O)Z  = 36oo")  r=  3, .5563025 
log.a  = 4, 5878219 
log.6  = 4,5784400 
log.costante  2,  7225644  ..  J 

compl.log.rr  = o,  6619268 
log.^w  = 3,384491 

E però  tyu  = 40'  23",  77  prossimamente. 

Chiamando  q l’ equazione  del  centro , si  sa  che  z — u = q , il 

che 


Digitized  by  Google 


DELI.’  EQUAZIONE  DEL  CENI  HO  , E DEL  RAGGIO  VETTORE.  ?j6i) 

che  dà  = fyq.  Dunque,  nel  nostro  esempio,  ^<7  = 

60'  — 40'  24"  = 19'  36".  Questa  è la  differenza  dell’ equazione 
del  centro  , da  z = o a j = i*.  Ma  è noto  che  quando  z — o 
anclie  u = o,  e per  conseguenza  q = o.  Dunque,  per  il  caso- 
di  z=  i°,  si  ha  u=  4°f  24",  c q = 19'  36".  Questa  è appunto 
l’equazione  del  centro  di  Mercurio  , a i°  di  anomalia  media,  nelle 
tavole  del  Sig.  de  la  Lande. 

Passando  al  calcolo  del  raggio  vettore , giova  ridur  l’equazione 
12*  a dar  le  differenze  de’  logaritmi , giacché  questi  sono  quelli  che 
pongonsi  nelle  tavole.  Prendendo  il  primo  termine  della  serie  (G), 
( 176) , che  è molto  più  esatto  del  primo  termine  della  serie  (E) , 
si  ha  — fylog.r  = — M X r — .^r  > e sostituendo  il  valore  di 
3,r,  (767,  i2‘), 

Mn"  v Scn-Q  ■+-;  V> 

O|,0S-r  b K"  * r — ifyr  * 


la  quale  equazione  si  calcola  come  segue  : 

( » 77) » I°g. A*  = 9,  6377843 
log^a  — 41^878219 
log.e  = 3,9009131 
log.  ^z  = 3,  5563025 
compl.log.6  = 5,  42i56oo 
(262),  compl.log.il"  = 4,6855749 

log.costantc  1,789957 
log.scn. (u  -+-  ì9^u  = o°  20'  12")  = 7,  769075 
compì. log. (r  = a -+-  c)  = 5,  330963 

l,  ..  . — — — 

log-(—  8|log.r)  = 4,889995 


Questo  logaritmo  dà  ^log.r  = — o,  0000078 
Ma  log.r  = 4,  6690366 

Somma  4, 6690288 

Questo  logaritmo  conviene  con  quello  del  raggio  vettore  di  Met*- 
cuiio , a i1  d,’  anomalia  media , nelle  tavole  del  Sig.  de  la  Lande* 

Aaa 
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II  valore  trovato  di  $,log.r  serve  a correggere  i due  calcoli  fatti', 
dove  bisognava  impiegare  log.(  r — in  vece  di  log.r.  Tal  cor- 
rezione si  riduce , ad  aggiunger  4 all’  ultima  nota  di  log.  ( — 3,  log.r), 
il  che  non  altera  punto  in  questo  caso  il  valore  di  ^log.rje  ad 
aggiunger  8 all’ ultima  nota  dilog.Bp/,.  il  che  dà  più  esattamente- 
3|U  = 40'  23",  81. 

Facendo  z = i°,  si  troveranno  nel  modo  stesso  i valori  di  ir, 
e di  <7,  corrispondenti  az  = 2°;e  così  si  procederà  di  grado  in 
grado.  Per  conoscere  la  celerità  di  queste  operazioni  > si  osservi: 
i°.  che  l’andamento  de’ valori  successivi  di  3^1og. r avverte" il  Cal- 
colatore, qual  sia  il  valore  del  tutto  prossimo  di  log.(r — ì3p),  che 
impiegar  deve  in  ogni  calcolo , onde  cessa  la  molestia  delle  corre- 
zioni susseguenti  ; 2°.  che,  in  grazia  de’ logaritmi  costanti,  i due 
calcoli  insieme , dell’  equazion  del  centro , e del  raggio  vettore , non 
costano  altra  fatica,  che  di  cercare  tre  logaritmi , per  ogni  grado 
di  anomalia  media. 

Dubitar  si  potrebbe  che  , facendo  uso  di  forinole  bensì  prossi- 
mamente giuste,  ma  non  allatto  rigorose  , l’ accumulazion  degli  er- 
rori diventi  alla  lunga  non  dispregevole.  E facile  uscir  d’  ap- 
prensione , facendo  i calcoli  qualche  volta  per  mezzo  delle  equa- 
zioni (767,  i‘,  2%  5’),  e cercando- x per  il  metodo  (769).  Per 
esempio  , suppongo  che  questi  calcoli  più  sicuri  si  facciano  ad  ogni 
3o°  di  anomalia  media.  Quindi  per  fare  con  ogni  cautela,  i calcoli 
intermedj , col  mezzo  delle  mie.  formole  differenziali,  i°.  si, terrà 
conto  delle  centesime  di  secondo  nel  formare  i valori  successivi  di 
u e q\  2°.  si  formeranno  i logaritmi  successivi  del  raggio  vettore 
con  una  decimale  almeno  di  più  di  quelle  che  voglionsi  mettere 
nella  tavola;  3°.  si  partirà  da  o°  d’anomalia  media  per  montar  fina 
a }5°,  e si  partirà  da  3o°  per  discendere  fino  a i5°;  e così  sia  detto 
degli  altri  intervalli. 

Si  osservi  perfine  che  Te  equazioni  12%  14',  ed  anche  in  vece 
di  queste  la  8*  c la  io*,  sono  mirabilmente  adattate  a somminis- 
trare con  gran  precisione  le  parti  proporzionali  nell’  uso  delle  tavole 


j 
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già  fatte,  quando  la  desiderata  esattezza  non  possa  ottenersi,  col 
mezzo  della  consueta  regola  del  tre,  a cagion  delle  variazioni  troppo 
ineguali  dell’  equazione  del  «entro  , e del  logaritmo  del  raggio 
vettore. 


773.  Trovar  la  pili  grande  equazione  del  centro  di  un  pianeta. 

Al  punto  del  valor  massimo  di  <7,  si  ha  ^<7  =0,  (141);  per 
conseguenza  l’equazione  (772),  ^<7  = — ^n,dà,  in  tal 

caso,  8,z  = Dunque  allora  ab  = rr , (767,  io'),  ovvero 
r — \/ ab  — a _ , (767,  31).  Dall’  ultima  equazione  si 


cava 

■ i . 


Questa  forinola  è semplice  e forse  nuova; ma  perchè  la  tenue  diffe- 
renza, che  passa  ordinariamente  fra  i due  termini  del  numeratore, 
può  nuocere  all  esattezza  de’ minuti  secondi  nel  valore  di  u,  tras- 
formo l’equazione,  ed  ho  (1. 42*) , 


Ma  (a  — e)  (a  -+-  e)  ==  bb , (767,  6‘).  Prendendo  in  questa 
equazione  il  valore  di  a — c,  e quello  di  a -4-  e,  sostituendoli 

nella  precedente,  e dividendo  la  frazione  per  b — , ottengo 

un  altra  espressione  che  può  esser  più  comoda  all’uso  de’ logarit- 
mi , cioè 


tangdu 


L una  o 1 altra  delle  due  ultime  forinole  farà  conoscer  con  pre- 
cisione 1 anomalia  vera,  che  corrisponde  alla  più  grande  equazione 
del  centro.  Il  valore  trovato  di  tangdu  sarà  quindi  opportuno  al 

Aaa  i j 
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calcolo  dell’equazione  5*  (767),  che  farà  conoscere  l’anomalìa 
eccentrica,  dalla  qual  poi  si  dedurrà  l’anomalia  media,  col  mezzo 
dell’  equazione  1 *.  Finalmente  il  valomnassimo  cercato  si  avrà  dalla 
seguente  : q — z — u. 

77 4*  Trovare  un  metodo  espeditìvo  per  calcolare  la  tavola  gene- 
rale del  moto  delle  comete  in  un  orbita  parabolica. 

Chiamando  t il  tempo  (contato  in  giorni  e decimali  di  giorno )t 
scorso  dopo  il  passaggio  al  perielio,  della  cometa  di  109  giorni 
(cosi  appellasi  la  cometa,  il  cui  raggio  vettore  nel  perielio  sarebbe 
uguale  alla  distanza  media  del  Sole  alla  Terra , perchè  tal  cometa 
partendo  dal  perielio  trascorrerebbe  90°  d'anomalia  vera  in  1091 
giorni),  si  ha  ( Astr. . la  Lande,  3oo4), 


(F). 


tang.Mu  -+-  3 tang.j  u = 7^^  ;• 


E differenziando  , 3A"-?nfi 

1 2 COS.  * 7 li 


3 8,» 


O 


tan 


S-a  ;«)  = rcuìTTT  » (*•  19‘)-  Pongo,  per  mag- 
giore esattezza  , cos.j  (u  -f-  in  vece  di  cos.jn  , come  ap- 

prendo, per  analogia,  dai  differenziali  finiti  delle  linee  trigono- 
metriche ; ed  ho 


3 8,» 

2 COS.4  7 U 


4 8,/ 


>09,  6164 


(G) = ^§7  x cos."K“  ■+- 

11  fattore  R"  è necessario  per  ottenere  in  secondi. 

È chiaro  che,  la  frazione  essendo  una  quantità  costante 

nel  calcolo  di  una  tavola,  questo  deve  riuscire,  col  mezzo  della 
mia  forinola,  sommamente  rapido.  Sarà  pure  esattissimo,  qualora 
ai  tenga  conto  delle  centesime  di  secondo  nel  formare  i valori  suc- 
cessivi di  u,come  dissi  (772),  e qualora,  per  ovviare  all’accumula- 
zione de’ piccoli  errori, si  risolva  di  tratto  in  tratto  l’equazione (F), 
impiegando  il  valore  di  u trovato  col  mezzo  della  (G),  e cercando 
quello  di  t.  Con  Terrore,  che  si  scoprisse  in  questo,  è fàcile  cor- 
reggere T errore  di  u , col  mezzo  della  stessa  forinola  (G). 

La  tavola  generale  del  moto  delle  comete  è stata  ricalcolata  «d 
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ampliata  con  gran  diligenza  dal  P.  Pingré  nella  sua  bella  Come- 
togralìa.  Ad  ogni  modo  le  formole  (F),  (G)  si  potranno  applicare 
utilmente  alla  verificazione  di  quella,  o di  qualunque  altra  tavola 
simile  , e ad  ottenere  le  parti  proporzionali , o sia  le  quantità 
intermedie , con  somma  precisione. 

77 5.  Trovare  il  moto  orario  di  un  pianeta  in  longitudine. 


Chiamando  8,z  il  moto  orario  medio  in  longitudine,  8\W  il  moto 
orario  vero  sull’ orbita ( giacché  questi  moti  in  un’ora  di  tempo 
sono  sensibilmente  ugualia  quelli  corrispondenti  d’anomalia),la  for- 
inola (767,  14*)  risolve  questo  problema  colla  maggior  precisione, 
quanta  se  ne  può  bramare  in  un  passaggio  di  Mercurio  o di  Venere 
dinanzi  al  disco  del  Sole  : quando  poi  non  si  esiga  l'estremo  scru- 
polo , basterà  la  1 o*. 

Se  vuoisi  il  moto  orario  ridotto  al  piano  dell’ eclittica, si  consi-  Fig.53 
deri  che  questo  moto  sia  AE,e  che  il  moto  corrispondente  sull’  or- 
bita sia  CD.  Poiché  A = 90°  = E,  gli  angoli  A e B sono  costanti , 
per  il  che  permutando  C in  A e A in  C nell’analogia  infinitesimale 
(679)  si.  ha  8*AB  ' 8,BC  ; * cos.R  ; cos.“AC.  Ma  AC  è la  latitu- 
dine eliocentrica  del  pianeta,  B l’ inclinazione  dell’  orbita,  8>BC  = 

CD  = Dunque , facendo  AE  o 8*  AB  = 8\Wr,  c ponendo  nell» 
analogia  il  valore  (767,  io1)  di  8\“  1 si  avrà 


V = 8(Z  X ~ X 


cos.  incf. 
cos.*  lai.  * 


776.  Trovare  il  moto  orario  di  un  pianeta  in  latitudine. 

La  distanza  di  un  pianeta  dal  suo  nodo  ascendente  , contata 
sull’  orbita  andando  sempre  dal  nodo  al  pianeta,  ma  secondo  l'or- 
dine de’  segni , si  chiama  argomento  di  latitudine.  E come  il  moto 
del  nodo  è insensibile  in  un’  ora  di  tempo , si  ha  8 sarg.lat.  =. 
8 \long.  pian.  = 8|W,  ( 77-5 ).  Ciò  posto,  prendo  ['equazione  ( Astr . 
la  Lande,  1129),  sen .lai.  = sen. itici,  sen .arg.lat.  =s en.incl. 
sen .disi.  $ , e differenziando  ho,  8 \/at.  cos .lat.  — fyucos.dist.Q 
scn.iV/c/.  = 8)W  sen  .lat.  cot  .dist.Q,.  Sostituendo  il  valore  di  8>« 
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(767,  io1),  e intendendo  ancora  per  3>z  il  moto  orario  medio  in 

longitudine,  ottengo 

3,/nt.  = 8,2  X 7,  X tang.Zar.  col.dùt.Q,. 

777.  Trovare  il  moto  de’  nodi  delle  orbite  de’ pianeti  , sopra 
V eclittica,  prodotto  dalle  attrazioni  reciproche. 

Sia  AB  l’eclittica , supponendo  che  i segni  procedano  da  B in 
A;  AC  l’orbita  di  un  pianeta  che  nomino  f’jBC  l’orbita  di  un  altro 
pianeta  p.  Considero  in  prima  l’eflclto  dell’  attrazione  del  pianeta  p , 
il  qual  fa  ritrocedere  sull'orbita  propria  BC  il  nodo  C delle  due 
orbite,  sicché  l’orbita  perturbata  AC  vicn  trasportata,  per  esem- 
pio , nella  situazione  ac.  E visibile  che  questa  perturbazione  non 
altera  l’ angolo  B.  L’ alterazione  , che  nasce  nell’  angolo  C dell’  in- 
clinazione scambievole  delle  due  orbite,  è,  per  le  osservazioni, 
talmente  piccola,  che  relativamente  al  moto  de’  nodi  si  può  consi- 
derar come  quantità  d’ordine  secondario,  e negligersi  senza  scru- 
polo supponendo  C = c.  Il  triangolo  ABC  convertendosi  in  aBc 
conserva  dunque  costanti  gli  angoli  B e C;  e però  si  ha  (675), 

(II) 8*BC  ; ^AB  • l 1 ; cos.B  -+-  scn.B  cos.AB  cot.A. 

Ora  a,BC  è il  moto  retrogrado  Cc  dell’orbita  perturbata, sopra 
quella  del  pianeta  perturbatore , e la  quantità  di  questo  moto  è 
determinata  dalla  teoria  dell’attrazione  : ^AB  è il  moto  cercato, 
del  nodo  A dell’orbita  perturbata, sopra  l’eclittica :B,  o CBA  , è 
l’ inclinazione  dell’  orbita  perturbatrice  : A , o BAC , il  supplcmentt» 
dell’inclinazione  dell’orbita  perturbata  : AB  la  distauza  fra  inodi 
de’  due  pianeti  sopra  l’ eclittica.  Le  tre  ultime  quantità  sono  sempre 
note  ; e però  la  mia  analogia  (H)  ha  il  vantaggio  di  risolvere  imme- 
diatamente il  problema , senza  bisogno  di  rintracciare  con  calcolo 
anticipalo  il  valore  d’alcuna  altra  parte  del  triangolo  ABC. 

Or  passiamo  a cercare  il  moto  del  nodo  del  pianeta  p,  prodotto 
rig.yi  dall’attrazione  del  pianeta  P.  Si  chiami  BC  l’orbita  di  questo,  AC 
quella  dell’ altro,  la  quale  viene  trasportata  in  ac  : e l’analogia  (II) 
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servirà  anche  a questo  caso  , osservando  soltanto  che  qui  B è il 
supplemento  dell'inclinazione  dell’orbita  perturbatrice,  e BAC 
l’inclinazione  stessa  dell’  orbita  perturbata. 

Dunque  chiamando  PP  il  pianeta  perturbatore  , pp  il  pianeta 
perturbato,  m il  moto  dell’orbita  perturbata , su  quella  del  pianeta 
perturbatore,  e osseivando  clic  in  vece  dell’angolo  d’inclinazione 
di  quello  de’ due  pianeti,  che  ha  il  nodo,  più  avanzato  in  longitu- 
dine, si  deve  impiegare  il  supplemento  dell’angolo  stesso,  l’ana- 
logia (H}dà  generalmente  , 

( K ) . . . Molo  del  nodo  — m (cos .itici. PP  -f-  sca.incl.PP  cos. disi. nodi  coX.incl.pp). 

778.  La  fig.  71  suppone  retrogrado  il  moto  Aa  del  nodo  A 
sopra  l’eclittica  : la  fig.  72  lo  suppone  diretto.  Sarebbe  tutto  il  con- 
trario, se  ca  tagliasse  CA  fra  i punti  A c C,  come  pur  succede. 
Importa  dunque  cercare  una  regola  generale  che  additi , quando  il 
moto  cercato  sia  diretto, e quando  retrogrado.  I segni , che  ho  avuto 
cura  di  applicare  ai  differenziali  nella  costruzione  delle  mie  analo- 
gie , dispensano  da  ogni  studio  per  tale  ricerca.  Poiché  ^BC  e ^AB 
Iranno  il  medesimo  segno  nell’analogia  (H),ne  segue  (726)  che 
queste  variazioni  si  fanno  nel  medesimo  senso,  quando  il  quarto 
termine  dell’ analogia  sia  positivo;  e in  senso  contrario , quando 
sia  negativo.  Ora , nel  sistema  dell’  attrazione,  il  moto  C c è sempre 
retrogrado ; laonde  BC  diminuisce  , e 8,BC  è negativo.  La  diminu- 
zione di  AB  denota  poi  moto  retrogrado  nel  caso  della  fig.  71,  e 
diretto  nel  caso  della  fig.  72.  Dunque  il  moto  del  nodo  ascendente 

del  pianeta  perturbalo  è j rc^ogrj°j0  j quando  il  nodo  ascendente  del 

pianeta  perturbatore  è | 5 avanzato  in  longitudine , di  quello 

del  pianeta  perturbato.  Questa  regola  suppone  positivo  il  fattore 
binomio  di  rn  nell’equazione  (K)  : quando  sia  negativo,  si  porrà 
nella  regola  stessa  meno  in  vece  di  più , c più  in  vece  di.  meno.  In 
questo  modo  non  si  avrà  mai  bisogno  d’avere  una  figura  soli’ 00 
ehio  por  guidare  il  calcolo.. 
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779.  Applichiamo  la  nostra  soluzione  e le  nostre  regole  ad  un 
esempio , nel  qual  farcino  astrazione  , per  brevità  , dal  valore 
assoluto  di  9,BC  e di  ^AB.  La  longitudine  del  nodo  di  Saturno  è 
attualmente  3‘  22°,  quella  del  nodo  di  Marte  i‘  18°.  Dunque  la 
distanza  de’ nodi  è di  2*4°  = 64°.  L’inclinazione  dell’orbita  di 
Saturno  è 20  3o',  quella  di  Marte  r°5rL  Se  si  cerca  l’efFetto  dell’  at- 
trazione di  Marte  , sul  nodo  di  Saturno  , si  ha  log.cos.incI.PP  = 
log.cos.  i*  5i  ' = 9,9998;  e log.  ( sen.  incL PP  cos .dist.  nodi 
cot. incl. pp)  = log. (sen.  i°5 1 ' cos. 64° cot.  1 770 3o ')  = — 9,5107, 
logaritmo  di  una  quantità  negativa  (734)-  Coinè  poi  questo  loga- 
ritmo è più  piccolo  del  precedente,  ne  segue  che  il  fattore  binomio 
di  m è una  quantità  positiva  ; e poiché  il  nodo  di  Marte , o sia  del 
pianeta  perturbatore , è meno  avanzato  in  longitudine  di  quel  che 
sia  il  nodo  di  Saturno  , sarà  dunque  moto  retrogrado  quello  del 
nodo  di  Saturno  , in  virtù  dell’  attrazione  di  Marte. 

Se  poi  si  cerca  l’efìèlto  dell’  attrazione  di  Saturno  , sul  nodo 
di  Marte  , si  ha  log.cos.  incl.PP  — log.  cos.  1 770  3o'  = — 
9,999 5;  e log.  (sen.  incl.  PP  cos. dist.  nodi  cot. incl. pp)  = 
log. (sen.  177°  3o'  cos.64“  cot.  1*  5i  ' ) ==  9,  7723.  In  tal  caso  il  fat- 
tore di  m risulta  negativo , c però , permutando  il  meno  -col  più 
nella  regola,  sarà  il  più  corrispondente  a retrogrado.  Ma  il  nodo 
di  Saturno,  o sia  del  pianeta  perturbatore,  è il  più  avanzato  in 
longitudine.  Dunque  anche  l’attrazion  di  Saturno  produce  moto 
retrogrado  nel  nodo  di  Marte. 

780.  Trovare  il  maximum  del  moto  del  nodo  di  un  satellite 
sull’  orbita  di  Giove,  dipendentemente  dall’ attrazione  di  un  altro 
satellite. 

K». 71  Sia  BA  l’orbita  di  Giove , BC  quella  del  satellite  perturbatore, 

AC  quella  del  satellite  perturbato. Le  continuate  perturbazioni  fanno 
sì  che  i nodi  A e C,  a forza  di  ritrocedere  in  a e in  c,  e così  suc- 
cessivamente., si  confondono  finalmente  col  nodo  B.  Di  là  l’orbita 
f'2-72  perturbata  AC  passa  c procede  dall’  altra  parte  dei  nodo  B , fin  a 

tanto 
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Janto  che  il  nodo  A arrivi  ad  una  distanza  dal  nodo  B,  che  è la 
massiina  possibile.  Allora  l’orbita  AC  ritroccde  , i nodi  A c C tor- 
nano infine  a confondersi  col  nodo  B ; indi  il  nodo  A si  slontana 
da  B,  fin  a tanto  che  la  distanza  AB  sia  la  massima  possibile.  In  FÌJ..7;» 
questa  guisa  il  nodo  A del  satellite  perturbato  va  e viene  periodi- 
camente danna  parte  e dall’altra  del  nodo  B del  satellite  pertur- 
batore. Quel  che  si  cerca  nel  presente  problema , è il  valor  mas- 
simo di  AB. 

Quando  un  triangolo  ha  due  parti  costanti , le  questioni  de’  mas- 
simi e minimi  delle  parti  variabili  si  risolvono  immediatamente  per 
la  Trigonometria,  senza  bisogno  di  affaticarsi  nelle  operazioni  del 
calcolo  differenziale , dipendenti  dalla  regola  (141).  Se  ne  vedranno 
altri  esempj  (83 1 ,832). 

In  fatti  nel  triangolo  ABC  si  ha  sen.B  ! sen.C  ! \ sen.AC 
sen.AB.  Ma  gli  angoli  B e C sono  costanti,  (777).  È dunque  evi- 
dente , per  le  tavole  de’  seni,  che  sen.AB  sarà  il  più  grande  possi- 
bile quando  AC  = 90°;  e che , se  allora  AB  < 90° , quello  sarà 
pure  il  momento  della  grandezza  massima  di  AB.  Ma  quando 
AC  = 90%  in  primo  luogo  non  può  essere  AB  = 90°,  poiché 
(417)  ne  risulterebbe  B = 90°,  il  che  è troppo  lontano  dalla  ve- 
rità : secondariamente  non  può  essere  AB  > 90°,  poiché  avendosi 
(VII.  1 6* ),  per  motivo  di  AC  = 90°,  cot.B  >== — cos.ABcot.A, 
ovvero  cos.AB  = — tang.  A cot.B , e i due  angoli  A , B del  trian- 
golo ABC  essendo  necessariamente  ed  evidentemente  di  specie 
diversa  , ne  segue  che  cos.AB  è sempre  positivo.  Dunque  la  dis- 
tanza massima  fra  i nodi  di  due  satelliti , per  effetto  dell’  attrazione 
dell’  uno  (astrazion  fatta  dalla  reazione  del  satellite  perturbato), 
ha  luogo  allor  quando  l’intersezione  comune  delle  loro  orbite  è 
distante  90°  dal  nodo  del  satellite  perturbato.  Questo  massimo  va- 
lore di  AB  si  può  dunque  conoscere  facilmente  per  mezzo  dell’  ul- 
tima equazione  , cos.AB  = — tang. A cot.B. 

781 . Il  Sig.  de  la  Lande  è stato  il  primo  a scoprire , che  le  per- 
turbazioni devono  alterare  1 inclinazione  delle  orbite  planetarie  so- 

Bbb 
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pra  i eclittica  : scoperta  molto  importante,  massime  per  la  sua  ap- 
plicazione ai  cangiamenti  d’inclinazione  delle  orbite  de’  satelliti 
sull’  orbita  di  Giove.  Come  non  saprei  che  aggiungere  alla  formola 
ed  alla  regola  date  dal  celebre  Autore  ( Astr . i3 77  a 1 38 a)  per 
determinare  questa  specie  di  cangiamenti , cosi  mi  basta  indicare 
al  lettore  ove  possa  rinvenirle. 

782.  Trovare  il  cangiamento  deli  ascensione  retta,  della  longitu- 
dine, della  latitudine  c deli  angolo  di  posizione  degli  astri,  e quello 
deli  obliquità  deli eclittica , per  causa  deli  attrazion  de’  pianeti. 

Fi". 72  Sia  AC  l’ eclittica , l’ordine  de’segni  di  A in  C , AB  l’equatore, 
A il  primo  punto  d’ariete,  BC  l’orbita  di  un  pianeta,  il  quale,  atti- 
rando la  Terra,  trasporta  l’eclittica  in  ac.  Gli  angoli  B , C essendo 
costanti  ( 777),  e la  quantità  Cc , che  abbiamo  chiamata  m , essendo 
nota  per  la  teoria  dell’attrazione  , si  dimanda  in  prima  il  valore  di 
Aa , variazione  di  AB,  o dell’ ascensione  retta  dogli  astri  che  si  conta 
dal  punto  A,  e il  valor  di  (CAB  — cuB),  variazione  dell’  angolo 
A , o dell’  obliquità  dell’  eclittica.  Ora  ( 678 , 664) , ^BC  ; ^ AB  ' ‘ 
sen.A  ; sen.C  cos.AC,e  8,BC  \ 9,A  III!  sen. AC  sen.C. Dunque, 
nominando  PP  il  pianeta  perturbatore , ££  la  longitudine  del  suo 
nodo  ascendente,  e notando  che  $,BC  è negativo  (778),  il  che 
porta  diminuzione  di  AB  e di  Acquando  cos.  AC  e sen.  AC  siano  res- 
pettivamente  positivi  (42),  si  ha 

(KA...  dimin. asc.  r.  = m cos .D,  X . 

' 9 M*n  .uOiuj. 

(L). ..  dimin. obliq.  — ni  sen.  Q,  sen .iricl.PP. 

La  diminuzione  diventa  aumentazione  in  queste  forinole  quando  il 
secondo  membro  sia  negativo. 

Applicandole  a ciascun  de’ pianeti  uno  dopo  l’altro,  e pren- 
dendo la  somma  de’ risultati  d’ogni  formola,  si  ha  l’ effetto  totale 
delle  perturbazioni  planetarie  sopra  l’ ascensione  retta  degli  astri , 
e sopra  l’obliquità  dclH  eclittica. 

F5£  ?3  Or  sia  P il  polo  del  mondo , E quello  dell’eclittica , S il  luogo  di 
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un  astro,  L la  nuova  situazione  del  polo  dell’ eclittica  perturbata 
dalla  somma  delle  attrazioni  de’ pianeti.  Si  conoscono,  per  le  for- 
niole  precedenti,  l’angolcttoEPL,  che  è la  diminuzione  dell’ascen- 
sione retta,  comune  a tutti  gli  astri,  e (PE  — PL),che  è la  diluì* 
nuzione  dell’  obliquità  : si  dimanda  la  variazione  che , per  motivo 
di  queste  diminuzioni,  succede  nell’angolo  E , o sia  nelle  longitu- 
dini degli  astri , nel  lato  ES , o sia  nelle  loro  latitudini , e nell’  an- 
golo S di  posizione. 

Il  triangolo  PES , convertendosi  in  PLS , conserva  costante  il 
solo  lato  PS  (donde  si  scorga  cosi  di  passaggio  che  le  declinazioni 
degli  astri  non  sono  punto  alleiate  dalle  perturbazioni  planetarie). 
Dunque , procedendo  col  metodo  che  ho  additato  ( 284  ) , suppongo 
in  prima  costante  anche  l’ angolo  EPS  ,e  facendo  P = A , S = B , 
E = C , le  analogie  infinitesimali  ( 545 , 55o,  5.j  i)  mi  danno , can- 
giando i segni  nella  prima  ragione , 

8>E  ; — ^PE  * ’ sen.E  * tang.ES 

— ^es  : — <^pe  cos.e  : 1 

— 8)S  * — ^PE  }*•  sen.E  * sen.ES. 

Or  facendo  costante  PE , insieme  con  PS,  ho  (642 , 63 1, 635)  . 

^E  ; ■»—  ^P  ; cos.PE  — . sen.PE  cos.E  cot.ES  ; 1 
— 9*ES  ; — 8»P  I ! sen.PE  scn.E  ; 1 
^S  ; — 8,P  I sen.PE  cos.E  ; sen.ES. 

Prendendo  le  somme  dei  due  valori  parziali  di  ^E , di  ^ES , e di 
^S,  dati  da  queste  sei  analogie  , trovo 

^E= — 9^PE  sen.E  cot.ES — ^P(cos.PE — sen.PE  cos.E  cot.ES), 
— ^ES  = — &,PE  cos.E  — ^P  sen.PE  sen.E  , 

r,  o &PE  sen.E  — D,P  sen.PE  cos.E 

8|C>  — ’ • 

La  diminuzione  della  longitudine , corrispondente  alla  quantità 

Bbb  ij 
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F3g.73  — 9,P  cos.PE  , è comune  a tutti  gli  astri  ; onde  qui  può  negligersi, 
lasciandola  confusa  con  la  precession  degli  equinozj  (784)  ; giacche 
l’oggetto  delle  formole  precedenti  si  è di  conoscere  la  variazione 
speciale  e distinta  che  nasce  sulla  posizione  di  un  astro  dato , per 
motivo  delle  perturbazioni.  Ciò  posto,  consideriamo  (740)  che 
E = 90°  — long. , ES  = 90°  — lat. , P = 90°  -4-  asc.  r. , PE  = 
obi.  ; donde  si  ha  8,E  = — d, long.  — — var./ong.,^ES  = 
— = — var.  lat.y  B,P  = fyasc.r.  = — dim. asc.r.^ 

e ^PE=  fyobl.  = ■ — dim.oW.  .(Do  il  segno  negativo  a dim.arc.r., 
ed  a dim.oZ*/.,  perchè  i loro  valori  si  avrebbero  negativi  dalle 
equazioni  (K) , (L) , se  si  facesse  In  quelle  m negativo  , quale  è 
in  realtà).  Si  sostituiscano  queste  denominazioni  , o valori,  nelle 
tre  equazioni  precedenti , e si  avrà 

var .Iong+= — tang./ar, (dim.oi/.  cos. long.  — dim.ajc.r.  sen .obi.  sen  Jong.) 

var.  lat.  = dim.oW.  sen  .long,  -f-  diin.  asc.r.  sen.  obi.  cos.  long. 

\Ax.ang.pQSÌz.  = — - (dim. obi.  cos.  long.  — dim.nrc.r.  sen. obi.  sen. long.) 

Quando  si  hanno  in  numeri  i coefficienti  di  sen. long,  e di 
cos.  long. , il  secondo  membro  di  ognuna  di  queste  equazioni  si 
riduce  ad  un  solo  termine,  col  metodo  (369). 

Se  la  latitudine  è australe , si  farà  negativo  il  secondo  membro 
della  penultima  equazione  ; poiché  allora  -+-  J^ES  = -4-  var.  lat. 

Se  l’astro  è nel  secondo  o nel  terzo  quarto  dell’ eclittica, si  muti 
il  segno  al  secondo  membro  dell’  ultima  equazione  ; giacché  l’an- 
golo di  posizione  passa  per  zero  a 90°  della  longitudine , e diventa 
poi  negativo  ( 16) , onde  anche  la  sua  variazione  deve  cangiare  di 
• segno. 

783.  Trovare  la  correzione  dell’ ascensione  retta  e della  declina- 
zione d’egni  punto  dell’  eclittica , relativamente  alla  diminuzione 
dell’  obliquità. 

Dg.55  Sia  gQ  un  arco  dell’eclittica  , al  qual  corrisponde  l'arco  AB 
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dell’equatore  quando  l’obliquità  è ABC,  e l’arco  BD  dell’equa- 
tore se  l’obliquità  divien  CBD.  Il  lato  BC  e l’angolo  retto  opposto 
essendo  costanti,  si  ha  (610,  593),  AB  ' — ^B  **  sen.aAB; 
acoLB,  e — 8* AC  ; — 8>B  ' l tang.AC  ; tang.B.  Dunque 

incremento  asc.r.  = j dim. 06/.  col. obi.  sen.  2 asc.r. 
dim  .deci.  = dim  .obi.  col.  obi.  tang.  deci. 

La  prima  di  queste  forinole  è più  comoda  di  quella  che  trovasi 
nella  Conti,  des  Tcmps  per  l’anno  1766,  pag.  188  , sopra  tutto 
per  calcolare  una  tavola  simile  alla  XIX.  del  Sig.  de  la  Lande 
( Astr . Tom.  I). 

784.  Trovare  i cangiamenti  dell’ ascensione  retta,  della  declina- 
zione, e dell’angolo  di  posizione  degli  astri,  percausa  della  preces- 
sione degli  equinozj > 0 s‘a  Per  causa  delle  attrazioni  del  Sole  e della 
Luna  sulla  sferoide  terrestre. 

Sia  S un  astro  , E il  polo  dell’  eclittica,  P il  polo  dell’equatore,  Fig.74 
il  qual,  per  cagione  delle  attrazioni  solari  e lunari,  cangia  di  sito , 
e passa  in  L , e così  successivamente , compiendo  una  rivoluzione 
intorno  al  polo  E,  nel  giro  d’anni  aSqSo  circa.  È visibile  che  il 
Iato  ES , e per  conseguenza  la  latitudine  dell’astro , non  soffre  alte- 
razione. Ma  in  questo  problema  si  guarda  come  costante  anche  il 
lato  PE , o come  uguale  a LE , poiché  l’alterazione , che  soffre  l’oblio 
quità  PE  dell’eclittica,  dipende  unicamente  dalle  ineguaglianze 
periodiche  dell’  attrazione  lunare , e si  considera  separatamente  nel 
problema  ( 785  ).  Però  nel  triangolo  PES , il  qual  si  converte  in  ELS, 
e serba  costanti  i lati  EL , ES , conoscendosi  PEL , o sia  la  preces- 
sione in  longitudine  , si  dimanda  la  variazione  corrispondente  degli 
angoli  P, S,  e del  lato  PS.  Facendo  E = A,  S = B,  P = C,  si 
ha  (642,  63i,  635 ) 

8>P  ; — 8>E  * * cos.PE  — sen.PE  cos.P  cot.PS  ; 1 , 

— 8,PS  ; — 8,E  : : sen.PE  sen.P  ; r, 

: I — i I sen.PE  cos.P  m.  sen. PS. 

* 
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Fig.  74  Ma  (74°),  E = 90°  — long.,  P = 90°  -4-  asc.  r. , PS  == 
90°  — deci.  ; e per  conseguenza  — 8,E  = -4-  ò\long.  = -4- 
preces .long.,  ^P  = -4-  preces. asc. r. , cos.P  = — sen. asc.r., 
e — <^PS  = -+-  precesse/.  Di.  più,  procedendo  eoi  metodo 
(722)  , si  trova  che , per  aver  le  precessioni  con  grande  esattezza , 
conviene  impiegare,  nella  seconda  ragione  delle  analogie  prece- 
denti, P -4-3  B,P  in  vece  di  P,  e PS  — ì^PS  ih  vece  di  PS-,  il 
che  importa  specialmente  quando  si  cerca  il  moto  di  precessione 
per  nn  intervallo  di  molti  anni.  Però  chiamando  asc.r.  intermedia, 
deci. intermedia , ^ascensione  retta,  e la  declinazione  dell’astro, 
nell’  anno  che  tiene  il  mezzo  fra  gli  auui  estremi  abbracciati  dal 
calcolo , si  ha 

prec. asc.r.=  prec.  long,  (cos.obl.  sen.  obi.  sen .asc.r.int.  tang.r/ec/.  ifrt.) 

1 

prec  .deci.  = prec.  long,  sen  .obi.  cos.  asc.r.  interni. 
prec  .ang.postz.  = — prec  .long,  sea.obl.  X 

Se  la  declinazione  ò australe,  si  farà  negativo  il  secondo  membro 
della  penultima  equazione  ; giacché  allora  — ^PS  = — prec. deci. 

Se  l’astro  è ne’ segni  discendenti,  si  farà  positivo  il  secondo 
membro  dell’  ultima  equazione  ; giacché  allora  — = — 

pr  ec.Iong. 

785.  Trovare  i cangiamenti  dell’ ascensione  retta  c della  decli- 
nazione di  un  astro,  prodotti  dalla  nutazione  dell’asse  terrestre. 

Nel  problema  precedente  abbiamo  supposto  costante  l’obli- 
quità dell’eclittica,  il  che  non  è esattamente  vero,  poiché  le  osser- 
vazioni hanno  palesato  al  sagace  Bradleyo,  che  i notabili  cangia- 
menti d’inclinazione  dell’orbita  della  Luna  sull’equatore , a cagione 
del  rapido  moto  del  suo  nodo  sopra  l’eclittica , rendono  periodi- 
camente ineguali  gli  effetti  della  sua  attrazione,  come  appunto  lo 
esigeva  la  teoria  Ncutoniana.  L’ineguaglianza  consiste  in  questo. 
Il  polo  P,  in  vece. di  restar  sempre  ad  egual  distanza  dal  polo  E, 
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descrive  nel  corso  d’anni  1 8 circa  un’  ellissi , il  cui  asse  maggiore 
è di  1 8",  il  minore  di  i3r/ , 4.  La  direzione  dell’  asse  maggiore  è 
verso  il  polo  dell’eclittica  , e però  la  màssima  variazione  dell’obli- 
quità, per  causa  di  questo  moto  del  polo  P,  il  qual  moto  si  chiama 
nutazione  a a 9"  in  più  e 9"  in  meno.  Le  variazioni  intermedie 
sono  proporzionali  al  coseno  della  longitudine  del  nodo  della  Luna, 
come  dimostra  il  Sig.  de  la  Lande  (Astr.  286 1 ) -,  e in  generale  la 
correzione  dell’  obliquità  media , o uniformemente  decrescente 
(782),  per  aver  l’obliquità  apparente  in  un  dato  tempo,  si  ha  dalla 
formola  seguente  : 

O 

* nut .obi.  = 9"  cos.  £1 

Si  supponga  che  la  nutazione  porti  il  polo  da  L in  P , e che 
sia  PES  > LES  e PE  > EL,  come  succede  nel  primo  quarto  della 
longitudine  del  nodo.  Il  triangolo  ELS,  cangiandosi  in  PES,  con- 
serva costante  il  solo  lato  ES.  La  variazione  del  Lato  PE  si  ha  dalla 
formola  precedente  : quella  dell’  angolo  E dalla  seguente , ( Astr . 
la  Lande , 2863 , 2874  ) 

nut. long.  ==  — X sen.&  ==  — i6",8sen.£. 

Ora,  date  due  variazioni,  divien  facile  trovar  le  altre  col  me- 
todo (284).  Suppongo  in  prima  costante,  oltre  il  lato  ES,  anche 
l’angolo  E , ed  ho  (646, 55o) , facendo  A = E,  B = S,C=L, 

— ^L  : 3,EL  \ l scn.L  * tang.SL  ; 

8>sl  : 8>el  ::  cos.l  : i. 

Poi , facendo  costante  , oltre  il  lato  ES , anche  il  lato  EL , ho 
( 642, 63 1) , cangiando  i segni  nella  prima  ragione , a fine  di  avere 
J^E  positivo  conformemente  alla  figura, 

— S(L  ; ^E  ;;  cos.EL  — seh.EL  cos.L  cot.SL  ; j, 

8,SL  I fyE  ; \ sen.EL  sen.L  ; 1. 
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Fì-t  ,/f  Quindi,  sommando  insieme  i due  valori  di  ^L,  e di  8*SL, 

— = 8,  EL  sen.  L cot.  SL  -+-  8*E  (cos.  EL — sen.  EL  cos.L  col.  SL);  ' 

8)SL  = fyEL  cos.L  -t-  ^E  scn.EL  sen.L. 

Ma  — 8,L  = — 8,  asc.  r.  = — nut.  asc.  r. , ^SL  = — 
nut.  deci. , ^EL  = nut.  obi.  = 9 " cos.  ££  , e ^E  = — 
nutdong.  = 'Jùt  X sen.  ££.  Ponendo  questi  valori  nelle  equa- 
zioni precedenti,  osservando  che  <^E  cos.EL  = 6" , 7 cot.23°  28' 
sen.  So=  i5  " , 4 sen.  e rammentando  che  cos.L  = — sen. asc. r, 
la  prima  delle  due  equazioni  dà  nut.njc.r.  ==  — tang .deci. 

(9"  cos.££  cos. asc. r.  -f-  6", 7 sen.££  sen. asc.r.)  — i5",  4 
scn.££.  Ma  (11.17*,  9 cos.££  cos .asc.r.  -t-  6",  7 sen.££ 

sen.afc.r.  = 4",  5 cos.(££  -+-  asc.r.)  -+-  4",  5 cos.(££  00 asc.r.) 

— 3",  35  cos.(££  -+-  asc.r.)  -+-  3",  35  cos.(&  00  asc.r.). 
Dunque 

nut.  asc.  r.  = — 1 5",  4 sen.  Q,  — tang.  declinazione  X • 

( 7", 85  cos. asc. r.<S)  Q,  -4-  1",  i5  cos. asc.r.  -h  ££). 
Trattando  nel  modo  stesso  la  seconda  equazione,  si  ha 
nut.dcc/.  =7" , 85  sen. (asc.r. — ££)  -+-  1 ",  i5  sen  .(asc.r.  -+-  ££). 

Se  la  declinazione  è australe  , si  farà  negativo  il  secondo  mem- 
bro di  questa  foi  mola;  poiché  allora  -t-  ^SL  = h-  nut  .deci. 

Le  tavole  comodissime  di  Lambert, per  la  nutazione  in  ascen- 
sione retta  e in  declinazione, appariscono  costrutte  sulle  due  ulti- 
me formole.  Tanto  queste,  come  quella  della  nutazione  in  lon- 
gitudine , servono  a convertire  in  apparente  la  posizione  media 
dell’astro. 

78 6.  Trovare  l’ effetto  dell  aberrazione  della  luce  sull’ ascensione 
retta , e sulla  declinazione  delle  stelle  fisse. 

Se  si  chiama  # la  longitudine  di  una  stella , © la  longitudine 

del 


Digitized  by  Google 


r 


Cai*.  XXI.  Dell’  aberrazione  delle  stelle.  38 5 


del  Sole , dimostra  con  facilità  e chiarezza  il  Sig.  do  la  Lande 
(Astr.  2818,  2823)  che 


1 7 *0"  ros.(^  — ©) 

aber.  long.  — ZJUiù.  ~ ’ 

aber.lat.  — 2o"sen.(#  — O)  scn .lat. 


Quest’ ultima  forinola  esige  che  sen .lat.  si  faccia  positivo  in 
tutti  i casi. 

Conoscendo , col  mezzo  di  queste  equazioni  , i cangiamenti 
della  longitudine  e della  latitudine  di  una  stella, prodotti  dall’aber- 
razione,si  troveranno  facilmente, col  metodo (284),  quelli  dell’ as- 
censione retta,  e della  declinazione. 

Sia  P il  polo  del  mondo , E quello  dell’  eclittica  i S un  astro , 
il  qual  si  vede  in  T per  effetto  dell’  aberrazione  della  luce,  sco- 
perta dall’ immortale  Bradlejo.  Le  forinole  precedenti  danno  la 
variazione  dell’angolo  E,  e quella  del  lato  ES  : si  cerca  la  varia- 
zione dell’angolo  P,  e qitclla  del  lato  PS.  Il  triangolo  PES  , 
convertendosi  in  PTE,  conserva  costante  il  solo  lato  PE.  Dunque, 
se  si  suppone  costante  anche  il  lato  ES , si  ha  ( 635 , 63 1 ) , facendo 
A = E,  B = P,  C = S,  e cangiando  i segni  nella  prima 
ragione , come  indica  la  figura,  che  è relativa  a ciò  che  succede  nel 
primo  quarto  dell’  argomento  ( # — O ) delle  formole  prece- 
denti, 

— 3,P  ; B,E  **  sen.ES  cos.S  ' sen. PS, 

3,PS  \ &,E  ;;  sen.ES  sen.S  ; 1. 


]'ig.75 


E supponendo  costante  l’angolo  E,  insieme  col  lato  PE  , si  ha 
(54i,  55o) 

— 9,P  ; — 8,ES  ; \ sen.S  * sen. PS, 

— ^PS  ; — ^ES  v*  cos.S  \ 1. 


Quindi,  sommando  insieme  i due  valori  di  ^P,  e di  8»PS, 

q -q  sen.ES  cos.S  — B\ES  sen.S 

— ^TPs  1 

— 8>PS  = — 8)E  sen.ES  sen.S  — $,ES  cos.S. 


.cc 
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Fj'g.75  Ma  — 8)P  = — fyasc.r.  = — aber.rwc.r.  , — ^PS  = 
aber  .deci.,  8,  E = — aber  .long.  = 30  " J » e — ^ES 

= abcr./<7l.  = 2o"sen.(  # — 0)sen./ur.  Ponendo  questi  valori 
nelle  equazioni  precedenti,  e chiamando  pi’ angolo  di  posizione  r 
d la  declinazione , e / la  latitudine  dell’  astro,  si  ha^ 

(M) ...  aber.  OJC.r.  = — :»>"«*.(*  — Q)  roy>  — 3o"«n  ■ sm.p  seni 

' * * COS.f/ 

(N) . . . aber.  r/ec/.=  — 20"  cos.  (# — ©)sen.p-t-2o"sen.(# — ©)cos.p  scn./ 

Quando  la  declinazione  sarà  australe  , si  cangieranno  i segni  ai 
due  termini  del  secondo  membro  dell’equazione  (N),  giacché 
allora  — 8)PS  = — abet.decl.  Del  resto  , nel  calcolar  le  due 
formole(M),  (N),  si  osserveranno  le  regole  de’ segni  (42 , 744): 
ma  si  noterà  di  più  che  scn’.p  è negativo  ( 1 54)  nel  secondo  e nel 
terzo  quarto  dell’ascensione  retta,  a cagione  che  allora  l’angolo  di 
posizione  è negativo  (782). 

787.  Le  forinole  (M),  (N) , che  servono  a convertire  in  appa- 
rente la  posizione  inedia  di  una  stella,  si  rendono  molto  comode  al 
calcolo,  introducendovi  P aberrazione  massima  respctliva  , la  qual 
facilmente  si  trova  col  mezzo  della  regola  (141).  Differenziando, 
in  primo  luogo , f equazione  (M),  in  cui  ©,osia  la  longitudine  del 
Sòie , è la  sola  quantità  variabile  , indi  moltiplicando  1*  equazione 
differenziale  per  cos.  d,.  si  ha  o = — 2o"sen.(#  — O)  cos.p 
8)0  -4-  20  cos.(#  — O)  sen.p  scn./  8)0-  Dividendo  per 
2o”  cos.(#  — O)  cos  .p  8)0»  si  ricava 

(P)...  tang.(#  — ©')  = sen .lai.  tting.  ang.posiz. 

Chiamo  ©'  la  longitudine  del  Sole  al  tempo  dell’  aberrazione 
massima  in  ascensione  retta;  e come  (#  — ©)  è f elongazione 
della  stella  in  ua  tempo  qualunque , così  questa  formola  dà  l’ elon- 
gazione della  stella,  e per  conseguenza  la  longitudine  del  Sole,  nel 
tempo  dell’  aberrazione  massima  sottrattiva  in  ascensione  retta. 
Dico  sottrattiva  , perchè  tale  è in  fatti  nel  tempo  dell’  elongazione 
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data  dalla  forinola  (P) , come  si  vedrà  dal  segno  negativo  della  se- 
guente (Q). 

È necessario  avvertire,  nell’uso  della  formola  (P),  i°.  che 
tang .ang.posiz.  è negativa. nel  secondo  e nel  terzo  quarto  della 
longitudine,  come  abbiamo  veduto  (786)  per  il  seno;  20.  che 
quando  tang.(# — ©')  risulterà  negativa,  bisognerà  convertirla 
sempre  in  positiva,  scrivendo  in  vece  tang.(©'  — a^),(i54); 
3°.  che  ferma  la  regola  di  mutare  il  segno  di  tang.  ang.posiz.  quando 
questo  angolo  sarà  ottuso,  converrà,  in  questo  caso,  per  avere  il 
luogo  cercato  del  Sole  , aggiungere  180°  al  luogo  trovato  con  la 
formola. 


Se  si  pone  ©'  in  vece  di  0 nell’  equazione  (M) , essa  darà  il 
valore  dell’  aberrazione  massima  in  ascensione  retta.  Ma  detta  equa- 
zione può  siinplificarsi  molto  in  tal  caso , col  mezzo  della  (P).  Questa 
dà  sen./?  sen./ = ® Ponendo  nell’equazione  (M) 

questo  valore  di  sen./?  sen./,  riducendo  i due  termini  del  secondo 
membro  allo  stesso  denominatore  cos ,d  cos.  (#  — ©'),  ed  osser- 
vando che  cos.  ’(#  — O')  H-  sen.  ’(#  — O')  = 1»  (28),  si 
troverà 


(Q)...  aber.  mass,  asc.r. 


20"  cos./» 

cos.i  cos.(*  — ©')  ■ 


Or  chiamando  a il  valore  in  secondi  dell’  aberrazione  massima 
in  ascensione  retta , preso  col  segno  positivo , quésta  forinola  dà 
__  «cosc*^-_0_)  pQnen(j0  questo  valore  di  nella  formola 

(M),si  ha,  per  l’aberrazione  ad  un  tempo  qualunque  , aber.arc.r. 
= — - a cos.(#  — ©)  cos.(#  — ©')  — a sen.(#  — ©) 
tang./?  sen./  cos.(#  — ©').  Ma,  perla  (P),  tang./?  sen./  = 
tang.(#  — ©').  Dunque  aber.  asc.  r.  = — a cos.(#  — ©) 
cos.  (#  — ©')  — asen.(#  — Q)  sen.(#  — ©').  E però 

(II.  4’) 


(R)... aber. asc. r.  = — aber.  mass.  asc. r.  cos. (©'  00  ©). 

C c c ij 
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Determinata  l’aberrazione  massima,  e la  longitudine  corrispon- 
dente del  Sole,  per  via  delle  forinole  (Q),  (P),  è dunque  facile  il 
trovare,  con  l’ultima  (R),  l’aberrazione  per  un  dato  momento. 
La  differenza  (©'  c/)  ©) , fra  la  longitudine  del  Sole  in  un  datd 
tempo  e quella  corrispondente  alla  massima  aberrazione,  si  chiama 
V argomento  annuo  di  aberrazione. 

La  tavola  XIX  data  da  La  Caillè  nell’  immortale  Opera  intitolata 
Astronomiae  fundamenta  è costrutta  sopra  la  formola  speditissima 

(R),  ed  è singolarmente  utile  per  comporre  le  tavole  particolari 
di  aberrazione. 

788.  Il  calcolo  della  formola  (P)  facilmente  si  risparmia.  Di 
Plg.d7  fatti  sia  LQ  l’equatore, eP  il  suo  polo,  TL  l’eclittica,  ed  E il  suo 

polo , S la  stella  , H il  Sole.  Nel  triangolo  SNH , rettangolo  in  N , 
si  ha  (VI.  1 1*),  tang.NH  = sen.NS  tang.NSH.  Ma  NH  è l’elon- 
gazione , NS  la  latitudine , NSII  l’angolo  di  posizione  della  stella  : 
e però  l’ultima  equazione  è la  stessa  che  la  (P).  Dunque  al  mo- 
mento dell’ aberrazione  massima  in  ascensione  retta , la  stella  ed  il 
Sole  hanno  la  medesima  ascensione  retta  : per  il  che  la  longitudine 
del  Sole  in  quel  tempo  si  ha  da  ogni  Efemeride , o vero  da  una  ta- 
vola di  riduzione  dell’equatore  all’ eclittica,  qual  è la  XV  di  La 
Caille , che  fu  copiata  da  molti , e che  non  costerebbe  due  ore  di 
tempo  per  essere  calcolata  senza  errori  di  4'.  Del  resto  può  servire 
allo  stesso  uso  una  tavola  di  riduzione  dell’  eclittica  all’  equatore , 
qual  ò laXVIII  del  Sig.  de  la  Lande  (Astr.TA) , purché  sì  prenda 
per  argomento  l’ ascensione  retta  della  stella , accresciutaci!  90°. 

789.  Trattando  la  forinola  (N)  come  facemmo  della  (M),  si 
tro  vera,  chiamando  ©"  la  longitudine  del  Solcai  tempo  dell’aber- 
razione massima  sourauiva  in  declinazione , 

(S) ...  tang.(©"  — #)  — sen .lat.  cot.  angposiz. 

(T) ...  aber.  mass.  deci.  = — . 

(U) ...  aber. dee/.  = — aber. mass. deci.  cos.(0"c/0  O). 
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‘ La  differenziazione  della  forinola  (N)  dà  negativo  il  valore  di 
*ang.(#  — ©").  Ma  — tang.(#— ©")  = -+-  tang.(0"— #), 
(i54).  Fatto  questo  cangiamento,  se  si  vuol  pervenire  alle  for- 
cole (T)  , (U)  , convien  per  la  stessa  ragione  ( 1 54  ) mettere 
•*—  sen.(0"  — 4|*)  T in  vece  di  sen.(#  — ©"),  nella  for- 
mola  (N). 

Si  noti  che  la  cotangente  ed  il  seno  dell’  angolo  di  posizione 
sono  negativi  nel  secondo  e nel  terzo  quarto  della  longitudine, 
(786,787). 

Se  l’ angolo  di  posizione  è ottuso , sempre  si  deve  mutare  il  segno 
della  cotangente.  Di  più,  in  questo  caso,  ed  in  quello  clic  la  stella 
sia  posta  fra  l’ equatore  e l’eclittica,  conviene  aumentare  di  180° 
l’arco(©  — 4*1)  dato  dalla  formola  (S ).  Finalmente  qualunque 
volta  tang.(Q"  — #)  risulti  negativa , sarà  l’arco  (©"  — k*)  > 
90°,  conforme  al  solito. 

Se  la  declinazione  è australe , si  cangierà  il  segno  al  secondo 
membro  dell’equazione  (T) , come  abbiam  detto  {786)  per 
la  (N). 

790.  Il  Sig.  Ab.  de  Lambre  , abilissimo  e zelantissimo  cultore 
dell’  Astronomia  , ha  composto  tre  Tavole  generali , che  compa- 
riscono or  ora  ad  uso  publico  ( Conn . des  Temps,  1788,  pag.  226), 
con  le  quali  basta  conoscere  il  luogo  del  Sole,  e l’ascensione  retta 
e la  declinazione  di  una  stella,  per  tirarne  l’aberrazione  in  ascen- 
sione retta  e in  declinazione  della  medesima  stella.  Egli  è in  fatti 
molto  conveniente  e comodo,  quando  si  cercano  correzioni,  il  po- 
terle ottenere  senz’  altri  dati  che  quelli  di  cui  si  cercano  le  corre- 
zioni. Nelle  forinole  date  da  La  Caille  e usitate  generalmente , 
questo  vantaggio  è quasi  perduto , a cagione  della  complicazione 
e moltiplicità  delle  regole  e delle  operazioni.  Le  forinole  prece- 
denti (P) , (Q) , &c.  sono  veramente  speditissime  per  calcolare  le 
tavole  particolari  di  aberrazione  ; ma  perchè  esigono  che  si  conosca 
la  longitudine,  la  latitudine, e l’angolo. di  posizione,  i quali  elementi 
non  sempre  si  trovano  ne’ Cataloghi  delle  stelle,  stimo  ben  fatto 
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l’ investigare  , come  si  possa  trasmutar  facilmente  le  dette  forinole 
in  quelle  che  hanno  servito  alla  costruzion  delle  nuove  Tavole  del 
Sig.  Ab.  de  Lambre. 

Iig.67  Abbiamo  veduto  (788)  che  H è il  luogo  del  Sole  al  tempo 
dell’  aberrazione  massima  in  ascensione  retta  della  stella  S.  Ora 
il  triangolo  LMH  rettangolo  in  M dà  (VI.  io*),  cot.LH  ss 
cos.MLH  cot.ML,  overo 

(A)...  cot.©'=  cos  .obi.  cot  .asc.r.  della  stella. 


Questa  forinola  dà  la  longitudine  del  Sole,  al  tempo  dell’aber- 
razione massima  sottrattiva  in  ascensione  retta. 

Il  triangolo  LMH  dà  ancora  (VI.  6*),  sen.H  = ^ , e dal 


cos.NSH 


triangolo  SNH  rettangolo  in  N si  ha  (VI.  9*),  sen.H  = cos  NH  . 
Ma  NSII  è l’angolo  di  posizione  della  stella,  e NH  è l’elongazione. 
Dunque  — c<”/'rv  = ir!-’  = Sostituendo  questo 

valore  nella  forinola  (Q  ) , si  ha 

z rj  x 1 ao  " sen. asc.r. 

(B) ...  aber.  mass,  asc.r.  = 

Questo  valore,  preso  col  segno  positivo,  come  facemmo (787), 
e posto  nella  forinola  (R),  dà  aber. iwc.r.  = — ZVJ,~i  X 

— • Ma — %r.Q'  U — cot.  Q cos.Q  -t-sen.Q, 

(II.  4*).  Si  prenda  il  valore  di  cot.©'  dalla  formola  (A), e si  avrà 
aber.  asc.r.  = — cu> 'drJ  X (20"  cos. obi.  cos. asc.r.  cos.©  -+- 
20"  sen  .asc.r.  sen.©).  Ma  20"  cos  .obi.  = 18",  346:  Dunque  , 
procedendo  come  abbiam  fatto  (78 5)  per  arrivare  alla  formola 
della  nutazione  in  ascensione  retta  , c chiamando  A l’ascensione 
retta  della  stella,  si  avrà 

(C) ...  aber. asc.r.  = — ‘9"' 17  f0i fA  ^ Q>  ~ -0.V3  + Q>. 

x 7 cos. are/. 

791.  Passiamo  ora  a cercare  le  fomiole  corrispondenti, per  l’aber- 
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razione  in  declinazione.  S’innalzi  dal  punto  S un  arco  STQ  per- 
pendicolare sopra  PM  ; il  che  dà  QS  = 90°  = QM , e Q = SM , 
(3po,386)  : onde  Q è la  declinazione  della  stella  S,  e QL  = 
90°-t-ML  = 90°  -f-  asc.r.  Or  si  osservi  che  il  triangolo  TNS  , 
rettangolo  in  N,  dà  (VI.  n*),tang.TN  = sen.SN  tang.TSN. 
Ma  SN  è la  latitudine  della  stella , e TSN  = 90°  — NSH  è il 
complemento  dell’angolo  di  posizione.  Dunque  tang.TN  = 
tang.(0" — %),  secondo  la  forinola  (S);  e però  T è il  luogo  del 
Sole  al  tempo  dell’aberrazione  massima  sottrattiva  in  declinazione. 
Per  conoscere  la  longitudine  del  Sole  in  quel  tempo  , convien 
dunque  trovare  l’arco  LT.  Ora  il  triangolo  TLQ  dà  (VII.  3i“), 

cot.TL  = E però  cot.Q"  = 

so n.o/d.  col. deci.  — co i.oèl  sen .asc.r.  • \ ili  r 

c s r , ovvero , per  piu  comodo  dei  cal- 

colo  , 

(D)...  cot.Q"  = cos .obi.  tang.ojc.r.  ^ t 


la  qual  forinola  può  calcolarsi  con  le  sole  tavole  trigonometriche  in 
logaritmi , nella  maniera  da  me  usata  ( 74 1 )- 

Osservando  le  regole  de’ segni  ; se  cot.Q  " risulta  positiva , il 
Sole  sarà  nel  primo  o nel  terzo  quarto  dell’eclittica  ; nel  secondo  o 
nel  quarto,  se  cot.Q"  risulta  negativa.  Quello  dei  due  quarti  che 
d eve  scegliersi  è determinato  dalla  regola  seguente.  La  longitudine 
del  Sole  è nel  primo  o nel  secondo  quarto  , se.  l’ ascensione  retta 
della  stella  è nel  primo  o nell'  ultimo  : la  longitudine  del  Sole  è 
nel  terzo  o nell’ultimo  quarto , se  V ascensione  retta  della  stella  è 
nel  secondo  o nel  terzo.  La  ragione  di  questa  regola  s’intenderà 
dalla  forinola  (E), che  è destinata  a dare  il  valore  dell’aberrazione 
massima  sottrattiva , onde  questo  valore  deve  sempre  essere  nega- 
tivo, e però  in  detta  forinola  il  coseno  dell’ascensione  retta  della 
stella  e il  seno  della  longitudine  del  Sole  devono  avere  il  medesimo 
segno.  Questa  regola  unica  , e l’unica  forinola  (D)  , ini  sembrano 
preferibili  alle  moltiplici  regole  e formolo  usate  finora. 
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Fig.67  Avverto  die  II  Sig.  de  la  Laude  ha  dato  nel  settimo  Volume 
delle  Efemeridi  di  Parigi  una  Tavola  molto  ampia  per  trovare  il 
luogo  del  Sole  al  tempo  dell’  aberrazione  massima  in  declinazione. 
La  XVII  di  La  Caille  era  troppo  ristretta  , e spesse  volte  le  parti 
proporzionali  vanno  soggette  ad  errori  sensibili. 

triangolo  TLQ  dà  sen.T  = = ISTq* • 

Il  triangolo  TNS,  rettangolo  in  N,  dà  (VI.  91),  sen.T  =; 

Ma  TSN  è il  complemento  dell’  angolo  di  posizione  , e TN  è 

11  1 • f-x  sp*ij»  co s.asc.r.  tea.  deci, 

elongazione.  Dunque  — r^„  --  - = ^ 

O ^ cos.(QM  ìS>  ir)  >en.0 

tuendo  questo  valore  nella  forinola  (T),  (789),  si  ha 


Sosti- 


(E). 


aber.  mass.  deci.  — — 


20"  fos  .asr.r.  seti,  de  ri. 

sen-O'.' 


Quando  la  declinazione  è australe , si  dovrebbe  cangiare  il  segno 
al  secondo  membro  di  questa  equazione  , per  la  stessa  ragione  già 
resa  per  la  (N)  : ina  come  in  tal  caso  sen. deci.  sarebbe  negativo, 
così  tanto  vale , ed  è più  breve , lasciar  il  segno  negativo  al  secondo 
membro,  e far  positivo  sen. deci,  in  tutti  i casi. 

Or  si  ponga  il  valore  (E)  dell’aberrazione  massima  in  declina- 
zione , preso  col  segno  positivo  al  solito,  nella  formola  (U);  si 
sviluppi  cos.(©  " c/>  ©) , (II.  41)  ì indi  si  sostituisca  il  valore  di 
cot.  0"  preso  dalla  formola  (D)  ; si  troverà  aber.decl.  = — 20" 
sen. obi.  cos.0  cos.decl.  -f-  sen.decl.&o"  cos. obi.  sen.A  cos.Q 
— 20"  cos. A sen.Q)  = — 7",  96  cos.Q  cos. deci.  -4- sen. deci. 
(18",  3 46  sen.A  cos.Q  — 20 "cos. A sen.Q).  Questo  valore,  col 
mezzo  dello  formole  (II.  17*,  14*,  i5J),si  riduce  come  segue, 
chiamando  D la  declinazione  della  stella  ; 

aber .Jccl.  = sen..D(i9'',i7sen.A  •—  Q — o ” , 83 sen.  A4- (5  ) — 3 ",98  (cos.Q 4-0  -4-  cos.Q  00 b). 

Quando  la  declinazione  è australe,  convien  far  positivo  il  fatto- 
re 3",  98,  per  il  motivo  più  volte  addotto;  il  qual  motivo  non  in- 
fluisce 
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fluisce  sul  fattore  binomio  di  sen.D,  purché  si  faccia  scn.D  sempre 
positivo. 

Su  questa  formola  e sopra  la  (C)  sono  costrutte  le  Tavole  del 
' Sig.  Ab.  de  Lambre.  Se  non  si  facessero  Tavole,  ma  si  avesse  da 
calcolare  l’aberrazione  per  un  dato  tempo,  in  vece  dell’ ultimo 
termine  — 3 " , 98 , Scc.  sarebbe  più  comodo  impiegare  — 7 " , 96 
cos.  O cos.D. 

Il  valentissimo  Astronomo  , ora  nominato , ha  pur  dato , nel 
Tom.  Vili  delle  Efeineridi  Parigine  del  Sig.  de  la  Lande,  certe 
Tavole  nuove  molto  esatte  dell  'aberrazione  de' pianeti  in  longitu- 
dine. 

792.  Con  que’  modi,  co’  quali  ho  valutato  gli  effetti  della  nuta- 
zione e dell’ aberrazione  sull’ascensione  retta  e sulla  declinazione, 
si  troverebbero  i cangiamenti  d <;]['  angolo  di  posizione  provenienti 
dalle  medesime  cause.  Ho  omesso  questa  ricerca,  non  sapendo 
che  vi  sia  mai  bisogno  di  adoperare  l’angolo  di  posizione  appa- 
rente , o sia  corretto  dalle  piccole  variazioni  periodiche  dipendenti 
dalla  nutazione  e dall’  aberrazione.  Nell’  uso  stesso  delle  forinole 
(786  a 789)  non  v’è  ragione  d’impiegare  l’angolo  di  posizione 
apparente  piuttosto  che  il  vero  (quando  anche  una  tal  distinzione 
non  fosse  affatto  insensibile),  poiché  quelle  forinole  sono  fondate 
sul  calcolo  infinitesimale,  nel  qual  si  confonde  perpetuamente  il 
valor  primitivo  d’ogni  variabile  col  suo  valore  dopo  la  varia- 
zione. 

793.  Determinare  le  dimensioni  della  Tetra , supponendola  di 
figura  ellittica. 

La  ragione  fra  i due  assi  della  Terra  si  determina  con  la  misura 
di  due  gradi.  Chiamando  g un  grado  di  latitudine , / la  latitudine 
del  punto  della  Terra  posto  nel  mezzo  di  esso  grado , G un  altro 
grado  di  latitudine , L la  latitudine  del  suo  punto  di  mezzo  , b il 
semiasse  minore  terrestre,  e facqndo  eguale  all’unità  il  semiasse 
maggiore,  cioè  il  semidiametro  dell’equatore,  si  ha,  per  mezzo 

Ddd 
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delle  Sezioni  coniche,  la  seguente  analogia  d’ approssimazione 

( Astr . la  Lande,  2676)  : 


I Gt  i T 1 — sen.’Z,  ( 1 — bb)  I 1 — sen.1 7 ( 1 
dalla  quale  si  cava 

1 — bb  — 


bb), 


- («>• 


sen.1/, — fjQ^sen.1/ 


Questo  è il  valore  del  quadrato  dell’ eccentricità  , o sia  di  ce, 
(767,  6‘). 

Or  si  chiami  c lo  schiacciamento  della  Terra,  o sia  la  differenza 
dei  due  semiassi;  sarà  b = 1 — c,  bb  — 1 — 2C-4-  cc,  e 
3(1  — bb)  — c — 3 cc  = c (1  — 3 c).  Laonde 


(F)...  c (1  — le)  =ÌX 


-M 


sen.1  L 


-«)• 


> sen.1 7 


Il  secondo  membro  di  questa  equazione  dà  un  valore  di  c assai  più 
prossimo  di  quel  che  possa  sperarsi  dalla  esattezza  e concordia 
delle  misure  de'gradi;  per  il  che  può  negligersi  senza  scrupolo 
in  questa  ricerca  il  fattore  (1  — 3 c). 

794-  Se^  ò un  grado  diviso  per  mezzo  dall’  equatore , sicché  sia 
7 = o,  allora  sen.  7 = o , e per  conseguenza 


(H)...  c (i  — 3 c)  = 


■2  sen.1  L 


In  vece  di  questa  equazione , si  è adottata  la  seguente  che  è più 
comoda,  ma  unpochetto  meno  esatta , come  vedremo  ben  tosto. 

( K ) . . . c = 3 & H„  ./, • 


Ne  fu  dedotto  , che  gli  accrescimenti  de’gradi,  rappresentati  da 
G — g , sono  prossimamente  proporzionali  ai  quadrati  de"  seni 
delle  latitudini. 
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Quando  con  molte  comparazioni  di  gradi  misurati , presi  a due 
a due,  si  è determinato  il  valore  di  c,  col  mezzo  delle  formolo 
fF)  o (H),  poco  costa  il  formare  con  esattezza  una  tavola  de’ gradi 
di  latitudine,  espressi,  per  esempio,  in  tese.  Sia  , per  brevità, 
c(i  — j c)  = m , l’ equazione  (H)  dà  G = g(i  — 2 m sen.’L)— ?= 
g(  1 -+-  3 m sen.1/,  -t-  ~ m’sen.4/,  -4-  &c.).  I termini  ulteriori 
della  serie  si  possono  trascurar  senza  errore  di  mezzo  piede , c 
però 

(M)...  G — g — 3 mg  sen.1/,  ■+•  ^ m'g  sen .*L. 

Se,  nel  secondo  membro,  si  neglige  il  secondo  termine, e si 
pone  c in  vece  di  m , si  ha  l’ equazione  ( K). 

L’error  massimo  dell’equazione  (K.)  è di  6-  tese,  ed  ha  luogo 
per/.  = 90°.  Di  fatti  sia  g = 56700  tese  , come  nelle  Tavole 
Astronomiche  di  Berlino  (Tom.  III.  pag.  168),  e sia,  secondo  la 
teoria  Neutoniana,  c — jjj,  che  è il  valore  adottato  comunemente, 
giacché  le  discrepanze  de’ gradi  misurati,  e l’incertezza  sull’  omo- 
geneità della  Terra  non  permettono  fin’ ad  ora  di  ripudiarlo.  Cal- 
colando l’equazione  (M), si  ha  m = c ( 1 — jc)  = : quindi 

la  quantità  costante  3 mg  = 737,96,  e l’altra  quantità  costante 
‘■ìm1  g=  8,00.  Dunque  il  grado  di  latitudine  sotto  il  polo  è più 
lungo  di  quello  sotto  l’equatore  di  746  tese.  Tale  è nella  tavola  di 
Berlino  la  differenza  fra  i gradi  estremi  ; donde  si  vede  che  il  Sig. 
Schulze  non  si  è contentato  della  formola  (K),  che  dà  in  questo 
caso  G — g = ìcg  z=  739Ì  tese. 

Se' si  fa L = 45°,  si  ha  sen.®45°=  ì, e però  73 7, 96  sen.’45°= 
368,  98,  e 8 sen.4  4^°  = 2.  Quindi  G = g-+-  3]i  — 57071. 
Questa  quantità  corrisponde  a L = 44®  3o'  nella  tavola  di  Ber- 
lino ; ma  come  questa  tavola  non  dà  alcun  valore  del  grado  di  lati- 
tudine per  L = 90° , ne  inferisco  che  il  Sig.  Schulze  abbia  inte- 
so che  il  grado  di  56700  tese,  dal  quale  è partito , non  sia  quello 
tagliato  per  mezzo  dall’equatore,  ma  quello  che  va  da  o®  a i®di 
latitudine,  e così  degli  altri  successivamente  -T  sicché  il  valore  che 

D d d ij 
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dà  la  sua  tavola , per  L = \ 3o' , corrisponda  al  grado  che  da 

44°  3o'  va  a 45°'3o',  in  perfetta  conformità  col  inio  calcolo  : le 
(piali  cose  ho  individuate,  perchè  mi  sembra  che  siano  sfuggite  allà 
penetrazione  del  Sig.  Trembley  {Essai  eie  Trigonom.  sphér.  pag. 
226). 

6 796.  Or  siaNS  l’asse  della  Terra,  C il  centro,  AD  il  diametro 

dell’ equatore,  ANDS  il  meridiano  ellittico  di  un  luogo  qualunque 
B,per  il  quale  la  tangente  BT  è l’orizzonte  sensibile: VBR  per- 
pendicolare a BT  è la  linea  verticale , BC  la  distanza  al  centro  , o 
il  raggio  della  Terra,  BW  = CE  il  raggio  del  parallelo , CBL l’ an- 
golo della  linea  verticale  col  raggio  della  Terra,  BLA  la  latitudine, 
BCA  l’ angolo  al  centro. 

Quando  si  conosce  la  ragione  fra  gli  assi,  la  prima  cosa  che 
importa  determinare  è l’angolo  CBL  , che  si  chiama  Vangalo  della 
verticale.  Ora  CBL  = BLE  — BCE  , e ne’  triangoli  rettangoli 
CEB,  LEB  , che  hanno  comune  il  lato  BE , si  ha  (45o,  4 a5),  CE 
LE  I ! tang.BLE  ! tang.BCE.  Di  più  CE  è l’ascissa  , LE  la  sunor- 
male  , e nelle  Sezioni  coniche  si  dimostra  che  CE  I LE  ! ! a1  ! b\ 
Dunque 

(N)...  tang  .ang. al  centro  = - X tang.  Ialiti 

La  differenza  fra  la  latitudine  e l’angolo  al  centro  è l’angolo  cer- 
cato. 

Per  averlo  più  direttamente;  sia  L la  latitudine,  v l’angolo 
della  verticale , e a = 1 , la  forinola  (N)  dà  1 b’  .’ i tang./, 
tang.(Z.  — 7»),  e per  conseguenza  1 1 — b'  tang.Z,  tang.E 

— tang.(L  — v)  tang .L  \ , (II.  24*).  Ma 

1 — b’=  e \ Dunque  sen.7>  = e1  sen.L  cos.  (Z,  — v),  o ang. 
della  verticale  = 11"  X cccentr.*  sen.  lat.  cos  .{lai.  — ang  della 
venie.).  Con  questa  formola  ho  calcolato  gli  angoli  della  verticale 
della  tavola  (807),  dai  quali  si  può  vedere  clic  Terrore  della  for- 
mola adoperata  comunemente,  v = c II"  sen. 2/.,  va  a 4". 
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Questo  errore  è affatto  tenue,  in  confronto  dell’ incertezza  in  cui 
siamo  ancora  circa  l’omogeneità , e l’esatta  quantità  dello  schiac- 
ciamento della  Terra;  pur  sembra  conveniente  che  i calcoli  siano 
conformi  al  sistema  che  si  adotta. 

797.  Descrivasi  il  scmicircolo  AFD  , e si  nomini  x l’angolo 
FCE,  come  nella  teoria  de’ pianeti  (767); sarà,  per  le  Sezioni  co- 
niche, tang.x  = j X tang .ang.al  centro.  Ponendo  il  valore  (N), 
si  ha 

(O)...  tang.x  .-=  j X tang. Zar. 

La  cognizione  dell’angolo  x giova  per  risolvere  con  grandissima  ce- 
lerità tutte  le  seguenti  equazioni, che  non  hanno  bisogno  di  dimos- 
trazione, e per  mezzo  delle  quali  e delle  precedenti  (M) , (N)^ 
si  hanno  tutte  le  quantità  contenute  nella  tavola  del  benemerito  ■ 
Sig.  Schulze. 


(P) .. 

(Q) ~ 

(R)  . . . raggio  della  Terra  — 


. raggio  del  parallelo  = a cos.x  = CE. 
. grado  di  longitudine  = ,°sx , (262). 


cos. ang.al  t entro 


= BC. 


OS)...  BT 

(T) ...  BR 

(U) ...  BQ 
(Y)...  CQ 


sen  ./ut. 
a cos  .r 
cos.  hit.  * 

BC  X 
BC  X 


cos.  ang.  della  verticale. 
sen.  ang.  della  verticale. 


798.  Il  raggio  BC  della  Terra  si  può  aver  facilmente  in  un  altro 
modo , con  maggior  numero  di  note  esatte  di  quel  che  possano 
dare  le  tavole  ordinarie  de’  logaritmi  per  mezzo  della  forinola  (R). 
Questa  dà  , fatto  a = 1 , BC  = ,I"-X  , = »/L± 

(I.  19").  Sostituendo  i valori  di  tang.(Z.  — v)e  di  tang.x,  dati 
dalle  forinole  (N) , (0) , si  ha  BC  = Ma  b*  == 
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rig-76  i — ea,  e b*  = 1 — 2 e1  -4-  e4.  Surrogando  questi  valori  , 
quindi  moltiplicando  la  frazione  per  cos.a  Z,  , si  troverà  BC  = 

I _ f-sen.1/.  — seri.*/  (\  — Q //  />■  sfn.1!,  \ «. 

i — e 1 scn.1/*  V \ i — e*  % en.*L  J 

ducendo  in  serie  questo  binomio , negligendo  la  sesta  potenza  e le 
ulteriori  dell’ eccentricità , ed  eseguendo  le  divisioni , si  ha 

(Z)...  BC  = ì — je1  b * sen.5L  — |e4  sen.4Z,. 

I due  ultimi  termini  danno  con  breve  calcolo  la  differenza  dal  rag- 
gio dell1  equatore  a quello  d' ogni  latitudine.  Volendola  in  tese , 
basta  moltiplicarla  pel  raggio  dell’ equatore , espresso  in  tese.  Se  si 
vuole  la  differenza  de1  logaritmi,  si  moltiplicherà  la  somma  dei  detti 

due  termini  per  |)C  , come  prescrive  il  primo  termine  della 

serie  (F),  ( 1 y5)  : questa  è la  via  più  sicura  e più  pronta  che  ho 
eletto  per  calcolare  i logaritmi  della  tavola  (807). 

Negligendo,  come  molto  piccolo,  l’ ultimo  termine  del  secondo 
membro  dell’ equazione  (Z),  risulta  che  le  diminuzioni  de’ raggi 
della  Terra  sono  prossimamente  proporzionali  ai  quadrati  de’  seni 
delle  latitudini,  c per  conseguenza  agli  accrescimenti  in  lunghezza 
de’ gradi  di  latitudine  (794). 

799.  Per  dar  qualche  esempio  della  celerità  ed  esattezza  de’  cal- 
coli, usando  le  nostre  forinole  (N),(0),&c.  ,sia  lat.  = 4 6°,  ^ = 
esia  a = 3277123  tese,  come  nelle  tavole  di  Berlino. 

Si  avrà,  per  la  forinola  (O),  tang.x  = g tang.46°;  il  che  dà 
x = 45°  5a'  3o " , 85. 

Fatto  questo  calcolo,  nulla  più  costa  quello  della  forinola  (N) , 
la  qual  si  riduce  alla  seguente  : tang .ang.al  centro  = ~~  tang.x , 
il  che  dà  ang.  al  centro  = \5‘  1 " . 66. 

Quindi  ang.  della  verticale  = {lat.  — ang.  al  centro)  = 
14'  58”,  3.  Le  tavole  di  Berlino  pongono  in  fatti  1 4 f 58”;  dunque 
il  Sig.  Schulze  non  ha  adoperato  la  formola  più  usitata  (796),  v = 
c R. ” sen. 2 L , ovvero  sen.-u  = c sen.2Z,  la  quale  dà  2”  dimeno 
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in  questo  caso.  Per  errore  il  Sig.  Tremblcy  l’ha  creduta  giusta, 
giacché  il  logaritmo  da  lui  trovato  è quello  di  sen.  14’  56”,  3,  e 
non  quello  di  sen.  14'  58" , come  egli  dice.  Ma  il  Sig.  Schulzc  non 
si  è servito  nè  pure  della  forinola  rigorosa  (N),  poiché  ad  altre 
latitudini  ali  amidi  della  sua  tavola  differiscono  lino  di  5"  da 

u U 

quelli  della  mia  (807). 

Or,  calcolando  la  formola  (P),  si  ha  a cos.x  = 3277123 
cos.450  62'  3o",  85  = 2281609.  Tale  è nella  tavola  di  Berlino 
il  valore  del  raggio  del  parallelo  di  4 5°.  Il  Sig.  Trembley  trova  32 
tese  di  meno , perchè  ricava  questo  raggio  dal  grado  di  longitu- 
dine, cioè  la  quantità  grande  dalla  piccola,  onde  nasce  ciò  che  ho 
avvertito  (279).  Il  grado  di  longitudine  impiegato  dal  Sig.  Trem- 
blcy non  ha  altro  errore  che  di  y di  tesa , come  vedremo  or  ora  ; 
e questo  tenuissimo  errore  ne  produce  uno  di  32  tese  sul  raggio 
del  parallelo. 

Noi,  dividendo  per  R°  (262)  la  quantità  trovata  a cos.x,  abbia- 
mo esattamente,  per  la  formola  (Q),  il  grado  di  longitudine  = 
39821,  6.  Il  Sig.  Trembley  ha  impiegato  39821 , nel  calcolare  il 
raggio  del  parallelo. 

Senza  clic  maggiormente  ci  dilunghiamo,  è visibile  quanta  bre- 
vità introduca  nel  calcolo  delle  formole  (797)  la  quantità  costante 
a cos.x.  Passo  a far  vedere  che  i valori  di  BR,  BQ , CQ,  dati 
dalle  ultime  tre,  e destinati  dal  Sig.  Schulzc  alla  correzione  delle 
parallassi  per  causa  dello  schiacciamento  della  Terra , possono 
trascurarsi  utilmente  , giacché  v’è  un  modo  diretto  per  calcolare  il 
luogo  apparente  degli  astri , senza  impiegar  quelle  correzioni , e 
senza  che  quella,  che  basta  sola  a rimpiazzarle  tutte  , costi  alcuna 
fatica. 

800.  Tenendo  ferme  le  spiegazioni  (796)  della  fig.  76,  sia  BM 
il  prolungamento  del  raggio  CB  della  Terra,  (£  un  astro,  la  cui 
posizione  è data  dalle  tavole  astronomiche,  come  se  fosse  veduto 
dal  centro  C della  Terra.  Immaginiamoci  una  linea  retta  C(£  ; 
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Fig.76  questa  linea  indicherà  il  punto  del  Cielo , in  cui  trovasi  l’ astro  , 
secondo  le  tavole. 

L’angolo  B(£C,  che  forma  la  linea  immaginata  C(£  con  la  linea 
B(£,  sulla  direzion  della  quale  l’Osservator  posto  in  B vede  l’as- 
tro, si  chiama  la  parallasse  : quest’angolo  è la  differenza  dalla  posi- 
zione osservata  alla  posizione  calcolata.  Per  comparare  il  calcolo 
con  l’osservazione, fa  d’uopo  correggere  l’uno  o l’altra, della  quan- 
tità della  parallasse.  Si  usa  per  ciò  ridurre  la  distanza  vera  dell’as- 
tro al  polo , o sia  l’ angolo  NC(T , all’ angolo  NR(£  che  farebbe  una 
linea  immaginata  Il(£  con  l’asse  NS  della  Terra.  Avuta  così  la 
posizione  dell’ astro  sulla  linea  R(T  , siila  poi  quella  cercata  sulla 
linea  B(£,  riducendo,  col  mezzo  della  parallasse  di  altezza,  presa 
BR  per  parallasse  orizzontale , l’angolo  VR(£  all’angolo  VB(£  , 
che  è la  distanza  apparente  dell’astro  dal  zenit  dell’Osservatore.  A 
queste  ed  altre  riduzioni  analoghe  giovano  le  quantità  date  dall» 
tre  ultime  forinole  (797)-  Ma  tutto  questo  circuito  si  può  rispar- 
miare , giacché  per  il  calcolo  della  posizione  dell’  astro  sulla  linea 
B(£  è facile  render  del  tutto  indifferente  l’ellitticità  della  Terra. 

801.  In  fatti  s’intenda  descritto  col  raggio  BC  un  cerchio,  il  qual 
tagli  l’asse  NS  prolungato.  Il  supporre  che  questo  sia  un  cerchio 
della  superficie  terrestre  considerata  come  sferica,  non  altera  punto 
la  distanza  vera  NC(T  dall’  astro  al  polo.  Bensì , in  tal  caso , M di- 
viene il  zenit,  CBM  la  linea  verticale,  e BCA  la  latitudine  del  punto 
B della  Terra.  S’ impieghi  questa  latitudine  ne’  calcoli  ; MC(£  sarà 
la  distanza  vera  al  zenit  supposto  M , alla  quale  si  perverrà  col 
mezzo  degli  elementi  dati  dalle  tavole.  Se  dunque,  col  mezzo  or- 
dinario della  parallasse  d’ altezza , preso  il  raggio  BC  per  parallasse 
orizzontale,  si  riduce  l’angolo  MC(£  all’angolo  MB(£,  quest’an- 

• gojo  farà  conoscere  il  punto  del  cielo  a cui  corrisponde  la  posizione 
apparente  dell’astro  sulla  linea  B(£  , con  la  stessa  esattezza  come 
pel  metodo  comune  , ma  con  molto  maggiore  facilità. 

802.  Tutte  pertanto  svaniscono  le  equazioni  delle  parallassi  per 
la  sferoide  schiacciata,  sol  che  s’impieghi  ne’ calcoli  la  latitudine 

diminuita 
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diminuita  dell’ angolo  della  verticale.  Così  ha  fatto  l’insigne  Geo- 
metra Sig.  de  la  Grange  nel  compor  le  sue  forinole  per  trovar  la 
distanza  apparente  di  due  astri  soggetti  alla  parallasse  ( Ephèmérides 
de  Berlin  1782).  Ma  si  crede  forse  questa  una  proprietà  particolare 
del  di  lui  metodo,  egualmente  profondo  che  laborioso  : siccome 
è proprietà  particolare  del  metodo  del  celebre  Sig.  du  Sejour  l’im- 
piegare l’altezza  del  polo  diminuita  della  metà  solamente  dell’an- 
golo della  verticale.  In  fatti  l’uso  delle  equazioni  delle  parallassi 
per  la  sferoide  schiacciata  sembra  comunemente  invalso  fra  gli  As- 
tronomi, senza  clic  alcuno  abbia  preso  cura  di  dimostrare  gene- 
ralmente che  possono  risparmiarsi  per  tutte  le  parallassi,  ed  in 
tutti  i metodi.  Lo  stesso  Sig.  Tremb{ey , che  ha  indagato  ( Essai  da 
Trigonom.  spherique , pag.  164  a 176)  la  dimostrazione  delle  for- 
inole del  Sig.  de  la  Grange,  ed  applicata  la  correzione  dell’altezza 
del  polo  al  calcolo  delle  parallassi  di  longitudine  e di  latitudine , si 
esprime  in  modo  che  non  mi  fu  possibile  intendere  la  ragione  che 
rende  (pag.  i5o)  di  tal  correzione;  giacché  egli  considera  sola- 
mente l’astro  al  zenit,  e confonde  insieme  l’angolo  della  verticale 
con  quello  grandemente  diverso  che  formano  al  centro  dell’astro 
la  linea  verticale  e la  linea  condotta  dal  centro  della  Terra. 

Conchiudo  pertanto,  che  per  calcolare  le  parallassi  basta  conos- 
cere il  raggio  della  Terra  ellittica , il  qual  deve  servire  alla  paral- 
lasse orizzontale  , e l’angolo  della  verticale,  il  qual  deve  sottrarsi 
dalla  latitudine.  A tale  oggetto  ho  calcolato  con  ogni  esattezza  la 
tavola  (807).  Or  conviene  vedere  quanto  spediti  divengano  in 
questo  modo  i calcoli  delle  parallassi , e degli  eclissi. 

8o3.  Trovare  le  parallassi  di  longitudine , di  latitudine,  d’as- 
censione retta , e di  declinazione. 

Tutte  queste  parallassi  dipendono  da  quella  di  altezza,  la  quale 
ha  il  suo  fondamento  nella  parallasse  orizzontale.  Ora  ( Astron. 
de  la  Lande  1 624 , 1 628  ) 

• raggio  della  Terra 

sen .par.onz.  di,,. dell'  astro  al  centro  dclUTern  * 

Eee 
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(A) ...  sen. par.altczza  = sen.par.or.  X cos  .altezza  appar. 
E con  approssimazione  sufficiente  in  lutti  i casi , 

(B) ...  par.  altezza  = par.oriz.  X cos.  altezza  appar. 


Fig.69  Ciò  posto,  sia  Z il  zenit  della  Terra  sferica  (801),  P il  polo 
dell’ eclittica,  T un  pianeta  veduto  dal  centro  della  Terra , il  quale, 
osservato  dalla  superficie,  apparisce  più  basso,  in  S : TS  è la 
parallasse  di  altezza  ; PZ  è la  distanza  dal  zenit  al  polo  dell’  eclit- 
tica, la  qual  distanza  si  chiama  l’altezza  del  nonagesimo , cioè  di 
quel  punto  dell’ eclittica  il  qual  segna  la  longitudine  del  zenit 
dell’Osservatore  ; PZ  è V altezza  del  nonagesimo  ; ZPT  la  distanza 
vera  dell’astro  al  nonagesimo  , o sia  la  differenza  di  longitudine 
fra  1’  astro  e il  nonagesimo  ; ZPS  è la  distanza  apparente  dell'  astro 
al  nonagesimo  ; e TPS  la  parallasse  di  longitudine,  di  cui  prima- 
mente si  cerca  la  quantità. 

I triangoli  ZPT,  ZPS  hanno  comuni  il  lato  PZ  e l’angolo  adja- 
cenleZ,  e però  facendo  (542),  A = Z,  B = P,  C = T,  si  ha 
sen.^ZT  : scn.^ZPT  sen.PT  scn.(PT  -+-  &,PT)  : sen.PZ 
sen.Z.  Ma  PT  -t-  $,PT  = PS,  e sen.  PS  I scn.Z  ! scn.ZS  I 
sen. ZPS.  Dunque  (720),  $,ZT  ] 8,ZPT,  ovvero  TS  ; TPS  ; l 
sen.PT  sen.ZS  i sen.PZ  sen. ZPS.  Ora  sen.ZS  = cos .alt.appar; 
_ par.nh.  -g  secontj0  ja  forinola  (B).  Dunque 

par.oriz.  ' *• 


(C). ..  par. long.  = par.oriz. 


X 


s<*n.  ajt.nonafl.  X acn. din.  appar.  nonag. 

COS  .tal.  Vera 


Per  avere  la  longitudine  apparetitc  dell’  astro,  si  aggiunge  la  pa- 
rallasse alla  longitudine  vera,  quando  l’astro  è all’ oriente  del  no- 
nagesimo  ; si  leva , quand’  è all’  occidente. 

Come  il  secondo  membro  dell’  equazione  (C  ) contiene  la  paral- 
lasse cercata,  giacché  dist.ap.non.  = dist.v.non.  -+-  par. long., 
converrà  fare  il  calcolo  col  metodo  (281);  e ne  daremo  un  esem- 
pio (809). 
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Se , in  vece  delle  parallassi , si  pongono  i loro  seni , la  formola 
(C)  sarà  rigorosa.  Che  se  si  vuole  scacciare  dal  secondo  membro 
la  parallasse  di  longitudine , operando  col  metodo  (282)  si  avrà 
,cn/m  scn.PT  __  scn>(TPZ  TPS  ) = sen.TPZ  cos.TPS  -4- 

sen .par. or.  *eiu  PZ  v ' 

cos.TPZ  sen.TPS.  Si  dividano  per  cos.TPS  il  primo  e l’ultimo  di 
questi  tre  valori  eguali , c si  ricaverà 

T’PQ  — sen. par. prie.  s^n.PZ  sen.TPZ 

anS’  *en.Pi'  — sen  .par. or.  sen.PZ  cos.TPZ  * 

Tale  è la  formola  di  Lexell , di  cui  il  Sig.  Tremblcy  dà  la  dimostra- 
zione ( Essaide  Trigon.  spherique , pag.  141  a 1 44  )- 

804.  La  parallasse  di  latitudine  è ^PT,  o sia  PT  — PS.  Per 
dedurla  dalla  parallasse  orizzontale , senza  impiegare  altre  parti 
del  triangolo  PTZ , se  non  PZ,  PT  e TPZ,  non  si  trova  di  ciò1  ca- 
pace alcuna  delle  analogie  (55o  , 55 1 , 552) , che  sono  quelle  che 
corrispondono  al  caso  presente.  Fu  adoprata  1’infinitcsimale  (55i), 
ponendo  sen. (AC -t-  $,AC)  in  vece  di  sen.  AC,  e il  valore  (VII.  281) 
di  cos.AC  : ma  questa  analogia  va  soggetta  all’ errore  di  alcuni 
secondi.  Quindi  Lexell  ha  dato  un’altra  formola  più  esatta,  ma 
composta  di  tre  termini  nel  secondo  membro  , della  quale  si  può 
veder  la  dimostrazione  nel  Sig.  Treinbley  (pag.  144  a 148).  Come 
non  suol  cercarsi  la  parallasse  di  latitudine,  senza  cercare  anche 
quella  di  longitudine,  cosi  mi  contenterò  di  dedurre  la  prima  dalla 
seconda , giacché  trovo  per  questa  via  una  formola  rigorosa  e co- 
moda. 

Ponendo  nella  1"  analogia  (556) , in  vece  di  sen.  j , 

ed  applicandola  al  triangolo  PTZ, si  ha  sen.  ^PT  ; sen.  :: 

(sen.PT  cot.PZ  — co,  FT)  sen.(PT  -f-^PT)  ;scn.P. 

Questa  è la  formola  rigorosa,  che  potrà  usarsi  volendo  , ma  non  si 
avrà  mai  un  errore  sensibile , ponendo  al  solito  gli  archi  in  luogo 

E e e ij  . 
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de’ seni  nella  prima  ragione,  e facendo  cos.j  = 1 ; con  che 
si  ha 


(D)...  par.  la  t.  = par. longitudine  cos.  lai. vera  cos. lat.appar.  X 

cor .ah.nonag.  — cos  {dìst. vera  rtotiag.  -f-4 par. long.)  tan ^.lat.wra 
sen .distanza  vera  al  nonagesimo 

La  parallasse  di  latitudine  si  aggiunge,  sempre  alla  distanza  vera 
dell’astro  dal  polo  visibile  dell’eclittica,  purché  il  suo  valore  non 
sia  dato  negativo  dalla  formola  (D  ). 

8o5.  Se  P è il  polo  dell’equatore  , convien  mettere  nelle  for- 
inole (C  ) , ( D) ,par.  asc.  reità  iri  vece  di  par.  long.,  compì,  altezza 
del  polo  in  vece  di  alt.nonag. , angolo  orario  in  vece  di  dist.al 
nonag. , dediti,  in  vece  di  lat.  , e si  ha 


/T'\  • v . cos.  ah.  ilei  polo  X seti. angtorarìo  api>ar* 

(E) ...  par. asc. r.  = par.onz.  X ^co,jrj.l± 

(F) . ..  par. deci.  — par. asc. retta  co s.dccl.v.  cos. deci. appar.  X 

fan Z»alt.  del  polo  — Cos.  (ang.  or.  Vero  -f-  -7  par. a se.  r.)  tzn*  deci. vera 
j»cn. angolo  orario  vero 


806.  Trovare  la  distanza  apparente  de'  centri  di  due  astri. 

Tre  sono  i casi  principali  ed  importantissimi,  ne’ quali  si  cerca 
la  distanza  apparente  de’  centri  di  due  astri  ; o pur,  che  è lo  stesso, 
dall’  apparente  s’inferisce  la  vera , cioè  quella  che  sarebbe  osservala 
dal  centro  della  Terra.  i°.  Negli  eclissi  cd  occultazioni.  2°.  Ne’ pas- 
saggi davanti  al  disco  del  Sole.  3°.  Sul  mare  , per  dedurne  la  lon- 
gitudine del  vascello. 

Non  saprei  dare  metodo  miglior  di  quello  del  Sig.  de  la  Lande 
per  il  2°.  caso;  e di  quello  del  Sig.  de  Borda  perii  3°. , quando  non 
si  abbiano  le  grandi  tavole  inglesi , o quelle  che  servono  al  metodo 
del  Sig.  Dunthorn.  Ma  quanto  al  i°.  caso,  il  metodo  più  spedito  è 
certamente  quello  del  nonagesimo  (se  così  vuol  chiainarsi),trattato 
però  come  segue. 

Sia  P il  polo  del  mondo , E quello  deli’  eclittica*  Z il  zenit  della 
Terra  sferica  (801  ) , L il  luogo  vero  di  quello  dei  due  astri  il  qual 
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soffre  maggior  parallasse.  Nel  triangolo PEZ ( ho  preso  l’idea  di  ser- 
viimi di  questo  triangolo  dal  Sig.  Trembley  , Essai  de  Trig.  sphèr. 
pag.  1 5 1 ) si  conoscono  sempre  tre  parti , cioè  PE  che  è P obliquità 
apparente  dell’ eclittica,  PZ  che  è il  complemento  dell’ altezza  del 
polo  diminuita  dell’angolo  della  verticale  (802),  e ZPE  che  è 
l’angolo  orario  del  polo  dell’ eclittica,  o sia  la  differenza  fra  l’as- 
censione retta  del  zenit  e quella  del  polo  dell’eclittica.  L’ascen- 
sione retta  di  questo  polo  è sempre  di  370°;  quella  del  zenit,  che 
si  chiama  l’ascensione  retta  del  mezio  Cielo , è uguale  alla  somma 
dell’ascensione  retta  del  Sole  col  tempo vero(nèl  momento  per  cui 
si  fa  il  calcolo)  ridotto  in  gradi  o sia  in  parti  dell’equatore,  de- 
traendo 36o° quando  la  detta  somma  gli  eccede.  Convien  cercare 
EZ , cioè  [ altezza  del  nonagesimo-,  e PEZ,  che  è la  differenza  fra 
la  longitudine  del  polo  dell’  equatore  e quella  del  zenit  : e coinè 
la  longitudine  di  questo  polo  è sempre  di  90“,  si  ha  poi  la  longi- 
tudine del  zenit,  o sia  la  longitudine  del  nonagesimo  dall’  equazione 
seguente:  long.nonag.  = 90“  ± PEZ.  Nell’emisfero  settentrionale, 
ogni  volta  che  il  complemento  dell’altezza  del  polo  sia  maggiore 
dell’obliquità  dell’  eclittica  (il  che  abbraccia,  quasi  tutti  i casi  , 
essendo  rarissime  le  osservazioni  astronomiche  dentro  i circoli  po- 
lari) il  segno  •-+-  ha  luogo,  quando  l’ascensione  retta  del  mezzo 
Cielo  è maggior  di  90°  e minor  di  270°  : per  ogni  altro  valore  di 
questa  ascensione  retta  , avrà  luogo  il  segno  — ,e  si  osserverà  che, 
se  PEZ  > 90°,  convien  prendere  il  supplemento  a 36o°  dell’  arco 
negativo  (90° — PLZ).  Conosciuta  la  longitudine  del  nonagesimo, 
si  prenderà  la  differenza  fra  questa  longitudine  e quella  dell’astro 
L,  dalla  parte  ove  riesce  minore  di  180%  e si  avrà  l’angolo  ZEL, 
o sia  (8o3)  la  distanza  vera  al  nonagesimo. 

Nel  triangolo  PEZ,  essendo  dati  due  lati  PE,  PZ,  e l'angolo  in- 
tercetto ZPE , si  possono  trovare  il  lato  EZ  e l’ angolo  PEZ  per 
mezzo  delle  formole  (Vili.  7%  81);  ma  si  ha  da  cercare  un  loga- 
ritmo di  meno  adoprando  quelle  di  Neper  (IX.  2%  5‘ ) , alle  quali 
darò  la  preferenza.  Dall'  angolo  PEZ  si  deduce , come  dicemmo  , 
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l’angolo  ZEL;  e,  quando  si  è trovato  il  valore  di  quest1  angolo , e 
quello  del  lato  EZ,  si  ha  quanto  bisogna  per  calcolare  le  parallassi 
di  longitudine  e di  latitudine  dell’  astro  L , col  mezzo  delle  forinole 
(C),  (D) , nelle  quali  s’impiegherà  per  parallasse  orizzontale  la 
differenza  delle  parallassi  orizzontali  dei  due  astri  ; il  che  non  è 
rigoroso,  ma  di  sufficientissima  esattezza  in  tutti  i casi,  e però 
adottato  comunemente. 

Applicato  in  tal  modo  l’effetto  delle  due  parallassi  al  solo  astro 
L,  ed  avute,  in  tale  ipotesi,  la  longitudine  e la  latitudine  appa- 
pi  r ,g  ronti  «li  esso  5 se  si  suppone  che  l’altro  astro  sia  S , e che  zEV  sia  lo 
stesso  triangolo  ZEL  della  fig.  77 , nel  triangolo  ELS  si  conoscerà  il 
lato  LE  distanza  apparente  dell’astro  L al  polo  dell’ eclittica, il  lato 
ES  distanza  vera  dell’astro  S al  detto  polo,  e l’angolo  LES,  che  è 
la  differenza  fra  la  longitudine  vera  dell’ astro  S e la  longitudine  ap- 
parente dell’ astro  L.  Con  questi  dati  si  deve  cercare  il  lato  LS  che 
è la  distanza  apparente  de’  centri  dei  due  astri , scopo  final  del  pro- 
blema. L’ultima  equazione  (Vili.  8')  è impotente  a dar  questo  lato 
con  precisione , a cagion  della  sua  piccolezza , e però  conviene  ri- 
correre alla  soluzione  (478). 

• 807.  Per  facilitare  l’esecuzione  delle  operazioni  precedenti,  le 

ridurrò (808) in  una  specie  di  tavola.  Premetto  la  seguente,  che 
lio  promessa  (796,  798),  e della  quale  si  ha  bisogno  nelle  opera- 
zioni medesime. 

Per  avere,  col  mezzo  di  questa  tavola,  la  parallasse  orizzontale 
.di  un  astro  per  urt  luogo  della  Terra , si  prenderà  nella  stessa  tavola 
il  logaritmo  del  raggio  corrispondente  alla  latitudine  di  questo  luo- 
go , e si  aggiungerà  al  logaritmo  della  parallasse  orizzontale  dell’as- 
tro sotto  l’equatore.  Che  se,  in  vece  di  questa  parallasse , fosse  data 
la  parallasse  per  un  luogo  fuori  dell’ equatore,  come  succede  fa- 
cendo uso  delle  tavole  della  Luna  del  Sig.  de  la  Lande , che  danno 
la  parallasse  per  Parigi  ; allora  si  avrebbe  la  parallasse  orizzontale 
equatorca,  sottraendo  dalla  parallasse  data  il  logaritmo  del  faggio 
spettante  al  luogo,  per  cui  è data. 
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Tavola  degli  angoli  della  verticale , e de  logaritmi  de’  raggi 

• terrestri.'  ‘ . 
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808.  Tipo  del  calcolo  per  trovare  la  distanza  apparente 
de’ centri  di  due  astri  S , L , de’  quali  si  suppongono  note  le  paral- 
lassi orizzontali  equatoree,e  le  longitudini  e latitudini  vere, cioè 
quali  sarebbero  vedute  dal  centro  della  Terra , tenendo  conto  dell’a- 
berrazione e della  nutazione.  Suppongo  altresì  che  la  parallasse 
orizzontale  dell’astro  L sia  maggiore  di  quella  dell’astro  S.  Facil- 
mente si  comprenderà,  essere  inutile  l’indicar  cosa  siano  gli  archi 
A,  B,  &c.  che  sono  qui  ridotti  al  semplice  uffizio  di  sussidiai]'. 

A = ascens.retta.©  -f-  tempo  vero  in  parti  dell’equatore. 

Se  A > 36o%  si  prenderà  A — 36o#,  in  vece  di  A. 


B = A 00  270°;  e se  V altezza  del  pòlo  è australe  ,B  = A 00  90*. 

Se  B > 180*,  ci  prenderà  3 6p*  — Br  in  vece  di  B. 

C = altezza  del  polo  — angolo  della  verticale. 


D = 90°  — C — obliquità  apparente  dell’eclittica. 
E = 90°  — C -4-  obliquità  apparente  dell’eclittica. 
tang.F  = cot.jB  X Sft. 
tang.G  =3=  cot.;B  X ^4?- 
tang.jH  = tang.i  D X ■ 


M = 90°  rh  (F  -+-  G)  = longitudine  del  nonagesimo. 

Il  segno  -+-  ha  luogo  quando  A > 90’  e < 270'  : il  segno  — negli  altri  casi  ; ma  s*  allora 
(F  -f-  G ) > 90",  si  aggiunga  3 60“  al  secondo  membro. 

Se  l’altezza  del  polo  è australe,  M = 270°  zp  (F  -t-  G). 

Il  legno  — /io  luogo  quando  A > 90'  e < 270’  : il  segno  -+-  negli  altri  coti  ; ma  le 
allora  M > 36o",  ti  prenderà  M — 36o',  in  -vece  di  M. 

N = M CO  longitudine  vera  dell’  astro  L. 

Se  N > 180%  si  prenderà  36o*  — N,  in  vece  di  N. 


O = raggio  della  Terra  X (par.or.equat.L  — par.or.equat.S). 

P = 
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p q sen.H  sen,(N  P) 

^ co» .lat.  vera  L 

Longitudine  apparente  dell’astro  L = longitudine  vera  dr  P. 

Il  segno  -f-  ha  luogo  se  il  punto  dell’ eclittica , il  qual  segna  la  longitudine  vera  dell' astro, 
è all’ oriente  del  nonagesimo  ; il  segno  — se  all’ occidente. 

Q = 1 (cot.H — cos. N-4- jP  tang.  lat.v.\S)  cos.lat.ap.b. 

Latitudine  apparente  dell’astro  L = latitudine  vera  dr  Q. 

D segno  -+*  ha  luogo  se  la  latitudine  vera  c australe;  il  segno  — se  è boreale  : tutt’al 
contrario  se  Q è negativo. 

Se  l'altezza  del  polo  è australe , si  cangierà  in  questa  regola  -f-  In  — , e — in 


T = long.  app.  dell’ astro  L CO  long. vera  dell’astro  S. 

U = lat.  app.  dell’ astro  L co  lat.vcra  dell’astro  S. 
tang.Z  = \/cos. lat.appar.L  cos .lat.vcra  S. 

sen.  ; dist.  appar.  de’ centri  = • 

Se  i valori  di  T e di  U sono  minori  ciascuno  di  45',  come  negli  eclissi  ed  occultazioni , in 
vece  delle  due  ultime  equazioni  si  potrà  senza  scrupolo  fare  uso  delle  seguenti  : 


Y = lat. appar. dell’ astro  L lat. vera  dell’astro  S. 


T X C05.ÌY 

u 


tang.Z  = 

Distanza  apparente  de'  centri  = 


u 

cos.  Z’ 


809.  La  speditezza  del  metodo  precedente  dipende  principal- 
mente dalla  pochezza  e semplicità  delle  regole  , dal  non  aver  mai 
bisogno  di  fare  una  figura,  e sopra  tutto  dal  poter  fare  tutti  i cal- 
coli delle  prime  dieci  equazioni , negligendo  i secondi , o al  più 
tenendo  conto  delle  loro  decine  solamente , senza  offender  punto 
l’esattezza  dell’ ultimo  risultato.  Ne  viene  in  conseguenza  che  lo 
stesso  avvantaggio  di  negligere  i secondi  si  gode  pure  nel  prender 
le  linee  trigonometriche  contenute  nelle  equazioni  che  danno  il 
valore  di  P e di  Q. 

Vediamo  un  esempio  di  questo  metodo,  cercando  la  distanza 

Fff 
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apparente  di  Antarès  al  centro  della  luna  nel  momento  dell’ immer- 
sione osservata  in  Parigi  dal  Sig.  de  la  Lande  il  dì  6 Aprile  1 749- 
Prenderò  gli  elementi  nel  calcolo  che  fu  fatto  con  somma  cura  dal 
Sig.  Carouge,  ed  è esposto (yfstr.  la  Lande  , Tom.  IV,  pag.  644  ). 

A = i5*58'  -+-  195°  20'  = 2ii°  18' 

B = 2110  18'  00  270°  = 58°  42'. 

L'  angolo  della  verticale  , dato  dalla  Tavola  (807)  per  la  latitudine 
48°  5o',  è 14'  5l  " 1 ; e però 

C = 48°  5o'  10"  — 14'  5o " = 48°  35'  20". 

L’obliquità  apparente  dell’  eclittica  pel  principio  d’ Aprile  1749» 
secondo  la  Tavola  del  Sig.  de  la  Lande  (Tom.  IV,  pag.  763),  è 
20°  28'  22";  laonde 

D = 90°  — 48°  35'  20"  — 23°  28'  20"  = 170  56'  20" 

E = 90°  — 48°  3 5'  20"  •■+-  23°  2S'  20"  = 64°  53'. 

log.cot.290  21  ' =o,25ooi5 o,25ooi5 

log.sen.  8°  58' 10"  = 9,192868  ....  log.cos.  9,994 656 
comp.log.sen.32°26'3o"  =0,270478.  . comp.log. cos.  0,073689 

log.tang.F  =9,713361  log.  tang.G  = o,3i836o 

Laonde  F =2j°ic)' 55" , G=  64°2o'2o". 

$ log.sen. 8* 58'  10"  = 9,192868 
log.tang.ì  } complem.log. cos.  = o,oo5344 

log.sen. 64°  20' 20"  = 9,954904 
compì. log.sen. 270 19'  55"  = o,338o5o 

. log.  tang.jH  = 9,491166 

Onde  H = 34°  2 6r. 

M = 90°  -4-  270  19'  55"  -t-  64°  20'  20"  = 181°  40’  i5". 
,N  = Moolong.v.  (£  = M c/>  245°  3i’  42"  = 63° 5i'  3o". 
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In  questo  caso , parali,  oriz.  S = o , poiché  Antarès  non  ha  pa- 
rallasse. 

Il  Sig.  Carouge  dà  la  parallasse  orizzontale  polare  della  luna; 
convien  dedurne  la  parallasse  per  Parigi,  e si  ha  (807) 


( log.  (parai. oriz.  al  polo  = 5y'  9",  8)  = 3,535209 

log.O  = < compì,  log.  del  raggio  al  polo.  . . . = 0,001892 

( log.  del  raggio  per  Parigi ±=  9,998934 

log.sen,34<>  26'  = 9,702392 
compì. log. cos. ( lat. v.  (£  = 3°  48')  = 0,000956 
Somma,  o log. costante  3,289443 

log.sen.(N  = 63°5i'3o")  = 9,953i35 
log. (29'  8"  = P presso  poco)  = 3,242078 
E , per  avere  il  valore  esatto  di  P, 

log.sen.(N  -+-  P = 64°  20'  4°”)  = 91954924 
log.  costante  trovato  di  sopra  3,289443 

log.  P = 3,244367 


n , ,.  5 log.cos.3»  48’  = 9^99044 

Prendo  di  sopra  s , , M 'y,Q  ,, 

1 / compì. log. sen.N  = 0,046866 

Secondo  log. costante  3,290276 

log.cot.(H  ==  34°  26')  = 0,163949 

log.(47’26"=  i* parte  del  valor  di  Q presso  poco)  = 3, 454225 
E , per  avere  esattamente  la  r*  parte  del  valore  di  Q, 

log.cos. (lat.appar.  (£  = 3°  48'  H-47^)  = 91998604 
log.  1*  parte  del  valore  di  Q = 3,452829 

Secondo  log.costante  trovato  di  sopra  3, 29028 

log.cos.(N  -f-jP  = 64°  6')  = 9,64028 
log.tang.(/ar.v.  (£  = 3°  48')  = 8,82230 
log.  cos.  lat.appar.  preso  disopra  = 9,99860 

log.  2a  parte  del  valore  di  Q = 1,76146 
Questa  2* parte  diviene  positiva,  perchè  la  latitudine  della  luna 

essendo  australe,  tang. fot.  è negativa  (744)» 

Fffij 
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4ia  Cap.  XXI.  Trovar  la  distanza  apparente 
I calcoli  precedenti  danno  con  ogni  esattezza 
P = 29'  15",. 4;  Q = 47'  16", 8 h-  56",  4 = 48'  i3'\2. 

Si  ha  dunque  i°.  perchè  la  luna  era  all’oriente  del  nonagesimo  , 

long.appar.  <£  = 245°  3i  '42 "-4-  29'  i5" , 4 = 246°  o' 5y",  4- 
2°.lat.appar.  (£  = 3°  47'  58" , ì -f-  48’  13",  2 = 40  36'  11",  3. 

Prendendo  il  mezzo  fra  le  posizioni  di  Antarès  determinate  da 
Bradleyo  , Mayer  e La  Caille,  e ridotte  ai  6 Aprile  1749  ; e appli- 
candovi l’aberrazione  e la  nutazione,  trovo  longiv.  Antarès  = 
246°  1 6'  19",  2,  e lat.v. Antarès  = <j°  32'  16",  5austr.  Dunque 

T = 246°  o'  57",  4 00  246°  16'  19  ",  2 = i5'  21,8 

U = 40  36'  11",  3 oo  40  3a'  16",  5 = 3'  54",  8 

Y = 40  36'  11",  3 -+-  40  32'  16",  5 = 9°  8'  28". 

log.T  = 2,  964637 
lóg.cos.GY  = 40  34')  = 9,  998619 
compì. log.U  = 7,  629302 

log.tang.Z  = 0,692558  r 
compì. log. cos.Z  = o,  600293 
Si  aggiunga  log.U  = 2,370698 

Somma  2,976991 

Questo  logaritmo  dà  la  distanza  apparente  de  ccntri=\5'  48" , 4; 

810.  Nel  calcolo  precedente  non  si  hanno  da  cercare  che  trenta 
logaritmi  in  tutto.  Non  mi  è noto  alcun  altro  metodo,  nel  qual  non 
bisogni  cercarne  maggior  numero , e con  molto  maggior  dispendio 
di  tempo , perla  necessità  di  tener  conto  delle  decime  di  secondo 
in  lutto  il  calcolo,  se  si  vuole  ottener  questa  precisione  nell’  ultimo 
risultato',  quale  la  dà  il  nostro  metodo.  Volendo  compararlo  con 
altri , si  considererà , che  questo  non  richiede  che  si  conosca  l’ as- 
censione retta  e la  declinazione  di  alcuno  de’  due  astri , non  la  loro 
altezza  , nè  l’angolo  parallattico , nè  quello  di  posizione , e permette 
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dì  prendere  presso  poco  l’ascensione  rella  del  Sole  nelle  Efe- 
meridi. 

.Debbo  avvertile  , per  giustificazione  del  mio  calcolo , che  se  il 
Sig.  Carouge  trova  il  valore  di  P,  o sia  la  parallasse  di  longitudine 
maggior  della  mia  di  i ",7;  ho  verificato  che  ciò  proviene  dall’avere 
egli  impiegato  nel  calcolarla , in  vece  del  coseno  della  latitudine 
vera,  il  coseno  della  latitudine  apparente,  secondo  la  formola  di 
La  Caille  ( É lètti . d’Astr.  65 8).  Le  mie  analogie  differenziali  finite 
non  permettono  mai  d’ingannarsi  su  questo  punto , che  in  generale 
fu  trattato  finora  come  arbitrario,  nell’uso  delle  analogie  infinite- 
simali. Che  se  il  valore  di  Q,  o la  parallasse  di  latitudine  del  Sig. 
Carouge  è più  piccola  della  mia  di  o",  6,  questo  è difetto  dell’ana- 
logia infinitesimale  (55 1)  ch’egli  ha  adoperata  nel  modo  che  dissi 
(804).  Avendo  esaminato  dipoi  diligentemente  questa  materia 
delle  parallassi,  si  compiacque  comunicarmi  la  dimostrazione  sin- 
tetica delle  forinole  che  ha  composto.  Quella  della  parallasse  di  lon- 
gitudine è affatto  conforme  alla  mia  (C  ) : quella  della  parallasse  di 
latitudine  è composta  di  tre  termini  nel  secondo  membro  ; e l’ho 
sperimentata  più  volte  molto  esalta. 

811.  Per  comparar  con  l’osservazione  la  distanza  apparente 
de’ centri  data  dal  calcolo  (808),  fa  d’uopo  aumentare  il  diametro 
della  luna' in  ragion  dell’  altezza,  e di  più,  se  si  tratta  d’un  eclissi 
di  Sole,  tener  conto  dell’accorciamento  prodotto  dalla  refrazione 
sulle  fasi  misurate  col  micrometro.  Perla  prima  correzione  sarebbe 
sufficiente  prender  l’altezza  della  luna  da  un  globo  : per  la  seconda 
è necessario  conoscere  l’angolo  formato  dal  circolo  verticale  con  / 
la  linea  de’ centri.  Vediamo  come  si  possa  trovar  con  facilità  un 
valore  bastantemente  prossimo  dell’  una  e dell’ altro,  cogli  elementi 
dati  dal  calcolo  (808). 

Sia  E il  polo  dell’eclittica,  z il  zenit,  V il  luogo  vero  della  luna,  pjg  _g 
L il  luogo  apparente , S il  luogo  vero  dell’  altro  astro  ; SL  è la  dis- 
tanza appaiente  de’ centri  data  dal  calcolo  (808).  Si  prolunghi EL 
in. guisa. che  sia  E m = ES;  si  congiunga  mS  , e si  prolunghi  zL 
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4i4  Cap.  XXI.  Trovar  la  distanza  apparente 
fino  in  n : sarà  Lm  = U,  (808);  e (498  , i8.  ),  mS  = mES  X 
scn.ES  = T X cos.  jY,  prossimamente.  Donde  si  vede  che  mLS  = 
Z,(8o8),  potendosi  considerar  senza  scrupolo  il  piccolo  triangolo 
L/nS,  come  rettilineo  c rettangolo  in  m. 

Ciò  posto , si  osservi  che  il  triangolo  zVE , convertendosi  in  zLE, 
conserva  costanti  il  lato  zE  e l’angolo  z.  Per  il  che  facendo  (555 , 
541),  A = z,  B = E,  C = V,  si  ha  i°.  ^EV  ; ^E  ; ; sen.EV  \ 
tang.zLE , supponendo,  per  approssimazione,  sen.(EV  -+-  J ) ’. 
tang.(V  — j^V)  sen.EV  : tang.(V — ^V);  i\  8,zV  : 
9>E  ; ; sen.EV  \ sen.zLE.  Ma  ^zV  = par.altczza  = par.orlz. 
cos.  ah.  appar. , (8o3),  (B).  Ponendo  questo  valore  nell’ ultima 
analogia,  e 8^EV  X tang.zLE  in  vece  di  ^E  X sen.EV,  come  si 
ha  dalla  prima,  queste  due  analogie  danno 


*1  ..  par. Ione.  co*.  Fai.v.  P v . » 

im^.ang.parallau.  appar.  = £ = y X cos .lat.v. 

par. lai.  Q 

par.  ori z . COS.  ang. parallal. appar.  O X cos .aug.par.app.' 


cos.  altezza  appar.  = 


Negli  eclissi  del  Sole  si  può  sempre  mettere  cos.lat.  C=  1 • L’an- 
golo parallattico  apparente  zLE  = niL/j,  sottratto,  od  aggiunto, 
secondo  i casi,  all’angolo  Z = mLS  , dà  l’angolo  cercato  SL/i 
che  fa  la  linea  de’ centri  col  circolo  verticale. 

812.  Siccome  l’ infaticabile  Calcolatore  Sig.  Levèque  ha  dato  le 
tavole  generali  della  longitudine  e dell’  altezza  del  nonagesimo  per 
tutti  i paesi  della  Terra  (Tomi  2 in-8°,  à Paris,  chez  Laporte ), 
cosi  stimo  bene  di  far  vedere  quanto  sia  facile  l'introdurvi  la  cor- 
rezione dello  schiacciamento. 

Pig.79  SiaP  il  polo  del  mondo,  E quello  dell’eclittica,  Z il  zenit  per 
la  Terra  schiacciata,  M il  zenit  per  la  Terra  sferica.  Le  tavole  del 
Sig.  Levèque  sono  costrutte  sul  triangolo  PZE,  ed  hanno  per  argo- 
menti l’altezza  del  polo,  o sia  il  complemento  di  PZ,  e l’ascen- 
sione retta  del  mezzo  cielo , o sia  del  zenit  Z.  Ho  mostrato  negli 
articoli  precedenti  quanto  sia  più  vantaggioso  il  servirsi  del  trian- 
golo PME.  Or  si  osservi  che  l’aumentazione  ZM,  eguale  all’angolo 
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della  verticale,  non  muta  l’ascensione  retta  del  zenit,  o sia  del 
mezzo  cielo,  onde  questo  argomento  limane  costante.  L’altro  sola- 
mente si  muta,  cioè  PZ;  e però  se  si  fa  uso  di  queste  tavole, 
prendendo  per  argomento  l’altezza  del  polo  diminuita  dell’an- 
golo della  verticale , si  avranno  da  esse  l’altezza  ME  del  nonage- 
siino,  e la  longitudine  del  nonagesiino,  o sia  del  zenit  M,  con 
quei  valori  che  sono  necessarj  per  ottenere  con  ogni  esattezza  dalle 
mie  forinole  (C),  (D)  le  parallassi  di  longitudine  e di  latitudine 
per  la  sferoide  schiacciata. 

8i3.  Trovare  la  longitudine  di  un  luogo  della  Terra. 

Gli  eclissi  del  Sole,  e le  occultazioni  delle  stelle  sotto  la  luna, 
sono  i fenomeni  più  sicuri  per  determinare  con  precisione  le  longi- 
tudini terrestri.  Convien  calcolare  la  distanza  apparente  de’  centri 
(808)  per  il  momento  dell’osservazione,  supponendo  la  longitu- 
dine quale  si  stima,  e prendendo,  con  questa  ipotesi , dalle  tavole 
i luoghi  del  Sole  e della  luna.  Se  la  distanza  calcolata  non  è uguale 
alla  osservata , dico  che  da  questo  errore  del  calcolo  si  può  dedurre 
con  grande  esattezza  e facilità  la  vera  longitudine  cercata  , proce- 
dendo come  segue. 

Sia  E il  polo  dell’eclittica,  L la  luna,  S il  Sole  o la  stella,  LS  fìg-78 
la  distanza  apparente  de’ centri  data  dal  calcolo  (808).  L’errore 
sulla  distanza  de’ centri  si  attribuisce  intieramente  al  luogo  della 
luna  impiegato  nel  calcolo  ; giacché  la  stella  è immobile  , e il  Sole 
si  può  considerar  come  tale,  purché  s’impieghi , quando  lo  prescri- 
verò , il  moto  relativo , cioè  la  differenza  de’ moti  del  Sole  e della 
luna.  Fatto  dunque  costante  il  lato  ES  , si  tratta  di  determinare  nel 
triangolo  LES  gli  errori  dell’angolo  E e del  lato  EL , corrispondenti 
all’errore  del  lato  LS.  Col  metodo  (284)  suppongo  prima  costante 
anche  il  lato  EL , e facendo  (63i)A  = E,B  = S,  C = L,ho 
8,SL  : 8,E  ::  sen.EL  sen.L  | 1.  Indi  facendo  costante  l’angoloE 
insieme  col  lato  ES,  si  ha  (55o),  ^SL  ; B*EL  ; ; cos.L  \ 1.  La 
somma  dei  due  valori  parziali  di  ^SL , presi  da  queste  analogie  , 
dà  ^SL  = ^E  sen.L  sen.EL  4-  ^EL  cos.L. 
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Chiamo  D la  distanza  LS  de’ centri  data  dal  calcolo  (808) , L 
la  longitudine,  / la  latitudine  (apparenti)  della  luna,  impiegate  nel 
calcolo  stesso,  per  il  che  sostituirò,  nella  forinola  ora  trovata, 
a 9)E)  c ^/a  l’angolo  L,  o ELS,  è appunto  l’angolo  Z,  che 

la  penultima  forinola  (808)  dà  sempre  acuto,  e di  cui  conviene 
impiegare  il  supplemento  nell’equazione  (G)  qui  appresso , quando 
la  distanza  della  luna  al  polo  dell’eclittica  sia  minore  della  distanza 
della  stella  o del  Sole  al  medesimo  polo  ; ed  ho 


(G)...  = d\L  sen.Z  cos./  -+-  V cos.Z. 

Se,  in  vece  di  <^D,  si  pone  in  questa  equazione  l’errore  dato 
dal  calcolo  sulla  distanza  de’ centri,  9,Z  e V saranno  gli  errori 
nella  longitudine  e nella  latitudine  apparenti  della  luna , che  si 
sono  impiegate  nel  calcolo,  dai  quali  errori  è nato  l’errore  3,Z>.  Si 
tratta  di  determinare  il  valore  di  $,Z  , e quello  di  V 

814.  i°.  Se  si  suppone  che  il  luogo  della  luna  dato  dalle  tavole 
sia  giusto,  allora  gli  errori  $,Z  e V dipendono  unicamente  dall’  ipo- 
tesi che  si  è fatta  per  la  longitudine  terrestre.  Detti  errori  in  tal 
caso  sono  fra  di  essi  nella  ragione  de’  moti  orarj  veri  della  luna  in 
longitudine  c in  latitudine.  Dico  de’  moti  orarj  veri , poiché  la  dif- 
ferenza da  questi  agli  apparenti  è insensibile  nella  presente  ricerca, 
quando  fyD  non  fosse  di  più  minuti,  nel  qual  caso  si  vedrà  (816) 
ciò  che  far  convenga.  Ciò  posto , se  si  chiama  M il  moto  orario  vero 
relativo  in  longitudine , m quello  in  latitudine , r la  loro  ragione 
^■,sarà  M \ m \ \ 8|Z  \ V = = r^Z.  Si  sostituisca 

questo  valore  di  V nell’equazione  (G),  e se  ne  ricaverà 


( H). . . fyL  — 


^ n 

sen.Z  cos ./  -4-  r cos  Z * 


Trovato  , con  questa  equazione , l’errore  nella  differenza  delle  lon- 
gitudini dei  due  astri , si  avrà  dal  moto  orario  relativo  la  correzione 
in  tempo  che  deve  farsi  all’  ipotesi  della  longitudine  terrestre , e 
«juosta  sarà  conosciuta  e determinata. 

81 5. 
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815.  Per  sapere  in  qual  senso  debba  correggersi  la  longitudine 
della  luna , o l’ ipotesi  della  longitudine  terrestre  , basta  riflettere 
che , se  il  calcolo  ha  dato  la  distanza  de’  centri  troppo  grande , fa 
d’uopo  avvicinare  la  luna  alla  stella  od  al  Sole,  ed  allontanarla  al 
contrario,  quando  il  calcolo  avesse  data  la  distanza  de’ centri  troppo 
piccola. 

816.  Se  Terrore  fyD  fosse  di  più  minuti,  l’equazione  (H)  non 
sarebbe  atta  a dare  il  valore  esatto  di  In  tal  caso  da  questo  va- 
lore si  avrà  una  correzione  solamente  prossima  della  longitudine.- 
Con  questa  longitudine  cosi  corretta  si  farà  novamente  tutto  il  cal- 
colo (808),  e si  avrà  un  altro  errore  8,0 , sommamente  piccolo  , 
con  cui  si  ricaverà  dall’equazione  (H)  una  seconda  correzioni 
esattissima  della  longitudine. 

817.  a0.  Se  si  vuol  tener  conto  e determinare  l’ errore,  che  può 
essere  nel  luogo  della  luna  dato  dalle  tavole , allora  una  sola  osser- 
vazione non  basta,  ma  è necessario  di  averne  tre,  una  delle  quali 
almeno  sia  fatta  in  un  luogo , del  qual  si  conosca  la  longitudine. 
In  un  eclissi  di  Sole  si  può  averne  molte , il  che  dà  un  risultato 
medio'  più  sicuro.  Or  suppongo  che  si  abbiano  tre  osservazioni , 
due  delle  quali  fatte  nel  meridiano  cercato.  Pe:  ognuna  di  dette 
osservazioni  si  avrà  un’  equazione  della  forma  (G).  Chiamo  E fer- 
rar delle  tavole  nella  longitudine  della  lima , e quello  nella  latitu- 
dine , ed  ho  per  le  tre  osservazioni 

(N) ...  8,0  = E sen.Z  cos ./  -+•  c cos.Z. 

(O) ...  8,0'  = 8,Z.  sen.Z'  cos./  H-  8,/  cos.Z'. 

(P) ...  8,0"  = 8 ,L  sen. Z " cos./  -+-  8,/  cqs.Z".i 

L’equazione  (N)  appartiene  visibilmente  al  meridiano  conos- 
ciuto, dove  Terrore  8,0  dipende  unicamente  dagli  errori  delle 
tavole.  Nelle  altre  due  equazioni  ognuna  delle  espressioni  8,L  e 
8,/  contiene  due  errori , che  devono  disbrogliarsi  e discernersi 
T uno  dall’altro  -,  cioè  l’error  delle  tavole,  e quello  dell’ipotesi  per 

GSS 
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la  longitudine  terrestre.  Questi  errori  sono  gli  stessi  in  ambe  le 
equazioni,  perchè  l’error  delle  tavole  non  cangia  nel  breve  inter- 
vallo fra  le  due  osservazioni,  e perchè  entrambi  i calcoli  sono  fatti 
con  la  stessa  ipotesi  per  la  longitudine  terrestre.  La  quantità  cos.i 
suppone  uguale  nelle  tre  osservazioni  la  latitudine  apparente  della 
luna  , il  che  non  è vero,  ma  il  cangiamento  di  essa  non  può  far  va- 
riare sensibilmente  il  suo  coseno  : del  resto  sarà  facile  a chi  voglia 
l’ impiegare  in  ogni  equazione  la  latitudine  corrispondente.  Or  sia 
K l'errore  sulla  longitudine  della  luna  per  cagion  dell’ipotesi; 
quello  sulla  latitudine  sarà  rK , posto  sempre  r = -£  , (814) > 6 
si  avrà 

(Q) ...  8,Z,  = E — t-  K. 

(R) . ..  fy/  = e -t-  rK. 

Donde  si  cava 

(S) ...  — 3 \L  =■  rE  — • e. 

Sostituendo  i valori  (Q) , (R)  nelle  equazioni  (O),  (P),e  risolven- 
dole insieme  con  la  precedente  (N)  pei  metodi  ordinarj , si  tro- 
verà il  valore  di  ognuna  delle  tre  incognite  , E,  e,  K. 

818.  Sarà  più  comodo  distribuire  l’operazione  nel  calcolo  suc- 
cessivo delle  equazioni  seguenti. 


ia  8, L 

8,/ 

3*  E 

V e 


8,0'  co*.z"  — s,»1*  cos.21 
<ys./  sen.(Z'  ± Z " ) 

3,0"  afn.Z’±  at'o>  tMi.Z» 

Z"  ) ■ 

3,0  4-  cos.z  ( r&r.  — 3,/) 

sen.Z  io s.l  -+-  r cos.Z 

r3,D  — sui. 7.  co*. / (r^L  — 3,0 
seu.Z  io -h  r IOS.Z 


5*  K = 8,Z,  — E. 

Le  equazioni  i*e  2’ sono  cavate  dalle  (0)„(P).  S impiegheranno  i 
segni  superiori  quando  le  due  osservazioni  saranno  latte , coma 
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succede  per  lo  più,  l’una  avanti,  e l’altra  dopo  la  congiunzione 
apparente  : giacché  allora  l’errore  9yL,  che  abbiamo  sostituito  (8i3) 
a 9|E,  aumenta  l’angolo  LES  in  un  caso,  e lo  diminuisce  nell’  altro;  Fig.78 
onde  deve  essere  negativo  nell’ una  o nell’altra  delle  equazioni 
(O),  (P).  Nel  caso  di  usare  i segni  inferiori , si  avvertirà  che 
sen.(Z'  — Z")  deve  essere  negativo  (1 54),  quando  siaZ"  >Z'. 

Le  equazioni 3*  e 4*  sono  cavate  dalle  (N),(S);  la5*  dalla  (Q). 

Resta  da  avvertire  relativamente  alle  equazioni  i\  ..4*1  che 
quando  la  distanza  de’ centri  calcolata  sarà  minore  dell’  osservata , 
dovrà  farsi  negativo  l’errore  corrispondente  fyD,  o , &c.  Stimo 
conveniente  altresì  di, qui  ripetere  quel  che  I10  detto  (8i3).che 
quando  la  luna  sarà  più  vicina  al  polo  dell’eclittica, di  quel  che 
fosse  la  stella , od  il  Sole , dovrà  impiegarsi  in  quel  caso  nelle  equa- 
zioni i\ ..  4*  il  supplemento  dell’angolo  Z,  o Z',  &c.  dato  dal 
calcolo  (808).  Con  queste  regole  si  otterranno  i giusti  valori  di 
E,  e,  K : egli  è inutile  poi  di  moltiplicarle  affìn  d’indicare  in  qual 
senso  dovran  correggersi  gli  errori  E,  e,  K,  ne’  diversi  casi,  mentre 
ciò  si  distingue  con  la  sola  ispezione  delle  ultime  due  equazioni 
(808) , le  quali,  dopo  fatte  le  correzioni,  devono  dare  la  distanza 
apparente  de’  centri  affatto  eguale  alla  distanza  osservata. 

819.  Per  dare  un  saggio  delle  mie  forinole  sopra  un  esempio, 
prendo  gli  elementi  di  quello  del  Sig.  de  la  Lande  (Astr.Tom.  IL, 
pag.  565,  566,  e Tom.  IV,  pag.  644)*  e col  mezzo  delle  due  ulti- 
me equazioni  (808)  trovo 

t 1 

per  l’immersione  d’Antarès  osservata  in  Parigi , D = i5'48%  41; 
per  l’ immersione  osservata  in  Berlino , D'  — i5f  48 " , 86  ; 
per  l’ emersione  osservata  in  Berlino , D"  = i5'  43" , i3. 

Queste  tre  distanze  sono  tutte  maggiori  del  giusto , e per  conse- 
guenza gli  errori  9|Z3' , fyD"  tengono  fermi  i loro  respettivi 
segni  nelle  equazioni  (818).  In  fatti  dette  distanze,  comparate  coi 
respettivi  semidiametri  apparenti  della  luna  quali  furono  calcolati 

Ggg  9 
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dal  Sig.  Carouge(la  Lande,  Tom.  IV.  pag.  644),  danno  fyD  = 
11" , 8 ; = 1 1 ",  99;  = 5" , 79.  Si  ha  poi  Z = 

75°  25',  Z'  = 59°  44',  Z"  = 58°  a 6',  il  valor  mezzano  di/, 
4°  38'  , e log.r  = 8,  76150.  Con  questi  dati,  ricavo  dalle  forino- 
le (818), usando  i segni  superiori  nella  1*  e nella  2*,  come  con- 
viene al  caso , 9,Z  =3",  823;  9*/  = 17",  16  : indi  £=  7”  , 67; 
e = 17",  485  ; K = — 3",  85.  Considerando  il  calcolo  della 
distanza  de’  centri  fatto  per  Parigi,  facilmente  si  scorge  in  qual  senso 
applicar  si  debbano  le  correzioni  degli  errori  E,  e,  perchè  spa- 
risca l’error  fyD.  La  longitudine  della  luna  data  dalle  tavole  appa- 
risce troppo  piccola  ili 7 " , 7;  la  latitudine  troppo  grande  di  17"  ,5; 
e come  i valori  di  K e di  E hanno  il  segno  contrario,  ne  risulta  che 
la  longitudine  della  luna,  data  dall'ipotesi  della  longitudine  di 
Berlino,  è troppo  grande  di  3",  85.  Per  diminuire  di  questa  quan- 
tità la  longitudine  della  luna , si  trova  , col  mezzo  del  moto  orario , 
che  bisogna  accrescere  l’ ipotesi  di  7 " di  tempo;  laonde  la  diffe- 
renza de’ meridiani  fra  gli  Osservatori  Reali  di  Parigi  e di  Berlino, 
dedotta  rigorosamente  da  queste  osservazioni , e dai  calcoli  del 
Sig.  Carouge,  viene  ad  essere  44*  . 

820.  Se  due  osservazioni  fossero  latte  nel  meridiano  conos- 
ciuto , ed  una  sola  nel  meridiano  che  vuole  determinarsi , in  tal 
caso  si  applicheranno  alle  due  prime  le  equazioni  (818,  i*  e 2*). 
La  i*  darà  il  valore  di  E,  la  2*  quello  di  e.  Si  farà  la  correzione  di 
questi  errori  nel  luogo  della  luna  dato  dalle  tavole,  indi  si  calcolerà 
la  distanza  de’ centri  (808)  relativamente  alla  terza  osservazione  ; 
e l’error  dell’ipotesi  per  la  longitudine  terrestre  si  rinverrà  col 

mezzo  dell’equazione  (H),(8i4). 

» 

821 . Trovar  la  correzione  delle  osservazioni  fatte  ad  un  reticolo 
di  45°,  non  situato  nella  giusta  direzione  del  moto  diurno. 

Fig.8o  Siano  CB,  CA,  CD  i tre  fili  del  reticolo,  che  dovrebbero  tro- 
varsi nelle  posizioni  Cb , Ca , C d\  e sia  BAD  il  parallelo  di  un  astro , 
perpendicolare  al  circolo  orario  vero  C<z.  I passaggi  dell’astro, 
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osservati  in  B,  A,  D,  danno  in  tempo  gl’ intervalli  BA  , AD,  dai 
quali  si  deve  conchiudere  il  valore  di  A a e quello  di  C a. 

L’angolo  BCD  essendo  diviso  per  mezzo  dal  filo  AC,  si  ha  (244), 
BA-t-AD  ; BA  00  AD  * tang.j(D  -t-  B)  ; tang.ì(D  00  B). 
Ma  dall’essere  BCD  = 90°  ne  nasce,  che  tang.j(Dn-B)  = 
tang.450  = 1 , e che  D (/)  B = 90°  — 2B  — 1 a CA , a mo- 
tivo che  B = 90°  — BCa , e BCa  = 4 5°  a CA.  Dunque 


tang.aCA 


BA  00  AD 
BA  4-  AD  » 


la  qnal  forinola  fa  conoscere  l’angolo  di  deviazione  de’  fdi.  v 

L’ ipotenusa  BD,  divisa  in  due  segmenti  dalla  perpendicolare 
Ca,  dà  (221,2°.),  BD  \ BaC/oDal^i  7 sen.(D  00 B).  Dunque 

Ba  co  Da  = (BA  -+-  AD)  sen.aaCA. 

Col  mezzo  di  questa  forinola  si  avrà  il  valore  assoluto  de’  segmenti 
Ba , Da , e si  conoscerà  per  conseguenza  il  momento , in  cui  si 
doveva  osservare  il  passaggio  dell’astro  in  a. 

La  differenza  fra  Ba  e BA  dà  il  valore  di  aA;  quindi  si  ha 

Ca  = a A cot.aCA; 

e Ca  è la  differenza  di  declinazione , che  si  cerca , fra  l’ astro  e il 
centro  del  reticolo.  Per  calcolarla , conviene  moltiplicare  il  valore 
di  aA  qual  fii  trovato  in  tempo  , per  i5  cos.decl. dell’ astro. 

822.  Trovare  la  correzion  degli  errori , a cui  vanno  soggette  le 
Osservazioni  per  motivo  della  differenza  f a il  parallelo  vero,  e il 
parallelo  apparente . 

Tre  sono  le  cause,  che  rendono  diverso  if parallelo  apparente 
dal  vero.  i°.  Il  cangiamento  di  declinazione  dell’  astro  ; 20.  il  cangia- 
mento della  parallasse  di  declinazione;  3°.  il  cangiamento  della 
refrazione.  Convien  valutar  separatamente  l’error  che  proviene  da 
ognuna  di  queste  tre  cause.  Delle  due  prime  non  fa  duopo  tener 
conto , se  non  per  la  luna. 

823.  Quando  si  osserva  col  cannocchiale  parallatico  la  differenza 
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di  ascensione  retta  o di  declinazione  fra  la  luna  ed  una  stella  che 


le  vieadietro,  è di  necessità  situare  il.  micrometro  in  guisa,  che  il 
r;,.  g,  lembo  della  lunarada  il  fdo.  Ciò  posto,  sia  P il  polo  del  mondo, 
.BC  il  filo  orario  dcfl  micrometro , FM  00  altro  filo  perpendicolare  al 
medesimo  filo  orario,  c sia  LU  il  moto  del  lembo  della  luna  che, 
traversando  il  cannocchiale  , si  avvicina  o si  allontana  dal  polo  per 
una  delle  tre  cause  (822).  Dovendosi  mettere  il  filo  MF  nella  si- 
tuazione LU , ne  nasce  clic  il  filo  orario  BC  si  trova  nella  situazione 

/ ì v • • f 

CS  ; e però  se  AN  è il  parallelo  della  stella , il  passaggio  di  questa , 
che  avrebbe  dovuto  osservarsi  in  B , si  osserverà  in  S.  Come  egli  è 
-chiaro  che  il  moto  del  centro  della  luna  è parallelo  al  moto  del 
lembo , e, come  le  osservazioni -degli  orli  si  riducono  sempre  al  cen- 
tro , supponiamo  al  presente  che  CU  sia  la  strada  tenuta  dal  centro 
della  luna;  l’angolo  BPS  sarai’ errore  sulla  differenza  de’  passaggi 
osservati.  Ora  il  triangolo  CPS  dà  sen.PS  seri.  PCS  sen.CS 
sen.CPS  -I I CS  I CPS,  a motivo  della  piccolezza  di  queste  quan- 
tità. Ma  PCS  = MCL  è l’angolo  del  parallelo  apparente  col  pa- 
rallelo vero  ; CS  è la  differenza  osservata  di  declinazione  fra  la 


stella  ed  il  centro  della  li^na.  Dunque  la  correzione  in  tempo  del 

passaggio  osservato  si  avrà  con  facilità  dall’ equazione  seguente: 

. ' ••  I . r.-j-  ■ >.  0.I>  , ' \ ■ r’.i  > ''  ‘ : % 


(T). . . la  correzione  cercata 


, diff.anpar.Jtr/.  X icn.  ang.  paralleli 
ìS  los.Jcc/.  della  stcUa 


Questa  Correzione  è additila  al  passaggio  osservato  della  stella  , 
quando  la  luna  si  accosta  al  polo , e ne  ò più  lontana  che  la  stella , 
•o  quando  la  luna  si  sfcosta  dal  pòlo , e ne  è più  viciria  che  la  stella  : 
sottrattivi!  negli  altri  casi.  '•>  - 

' L’errore  in  declinazione , 0 sia  la  differenza  da  CS  a BC,  può 
negligersi  ne’ primi  due  casi  (822)  : del  resto  si  ha  BC  = CS  X 
•cosi PCS.  j ' ■ 1 1*  ■ ■ • ■ 

Per  calcolare  l’equaziorte  (T)  fa  d’ uopo  cónoscere  l’angolo  de’ 
•paralleli.  Noi  'prendiamo  a determinarlo  separatamente , per  ris- 
petto a ciascuna  delle  tre  cause  (822). 

. 82.}.  Chiamando  m il  moto  diurno  della  luna  in  declinazione  , 
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preso  in  minuti  , Vangalo  de’ paralleli , prodotto  dal  cangiamento 
della  luna  ùi  declinazione , si  ha  in  minuti  con  sufficiente  esattezza 
dalla  seguente  forinola  speditissima  , che  dà  il  Sig.  de  la  Lande 
( Astr.  2^43  ) : 

angolo  de’  paralleli 


1 m 


cos./AfcY.  dilla  luna  * 


825.  Cerchiamo  ora  V angolo  de’ paralleli  prodotto  dal  cangia- 
mento della  parallasse  della  luna  in  declinazione.  L’ enunciazione 
del  quesito  porta  naturalmente  a differenziare  la  forinola  , che  dà  il 
valore  della  parallasse  di  declinazione  : per  il  che  rimango  sorpre- 
so, come  questa  soluzione  tanto  ovvia  non  sia  caduta  fin’ora  in 
mente  ad  alcuno,  e specialmente  ai  valenti  Geometri,  che  hanno 
esaurito,  per  così  dire,  questo  argomento,  impugnandola  soluzio- 
ne del  Sig.  de  la  Lande. 

Sia  Z il  zenit , P il  polo , LU  il  parallelo  apparente  della  luna  , 
PA  =PL,  e per  conseguenza  AU  il  cangiamento  della  parallasse 
di  declinazione.  Chiamando  d questa  parallasse,  p la  parallasse 
orizzontale,  è noto  che  d = p sen.ZL  cos.PLZ,  {Astr.  la  Lande, 
Tom.  IV,  pag.  634).  Ma  sen.ZL  = — ^unclue  d = 


p sen.ZPL  sen.PZ  cot.PLZ.  Oracot.PLZ 


«cn.PLZ 

cot.PZ  &en.PL 
sen.ZPL 


— cos.  PL 

- p cos.  PL 


cot.ZPL,  (VII.  io*).  Dunque  d = p cos.PZ  sen.PL 
sen.PZ  cos.  ZPL.  Differenziando  questa  equazione,  e notando  che, 
oltre p e PZ,  anche  PL  è costante,  giacché  qui  non  si  considera  il 
moto  della  luna  in  declinazione,  si  ha  = p cos.PL  sen.PZ 
sen.ZPL  8,ZPL.  Ma  8, ZPL  = APL , 3,</  = AU  = AL  tang.  ALU  = 
APL  sen.PL  tang. ALU  = p cos.PL  sen. PZ  sen.ZPL  X APL. 
Dall' ultima  equazione  si  cava  tang.  ALU  = p cot.PL  sen.PZ 
sen.ZPL  E però  l’angolo  de’  paralleli  si  avrà  in  minuti  dalla  se- 
guente : 

angolo  de’  paralleli  = *1*  ^ 

o r coi.dttcl.a^fjar.  della  luna 

826.  Resta  per  ultimo  da  cercare  V angolo  de’ paralleli  prodotto 
dal  cangiamento  della  refrazione. 


Fig.8a 
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Sia  AS  il  filo  che  un  astro  ha  percorso , AE , FS  le  quantità 
•8;)  della  refrazione  ne’  due  punti.  Se  si  prende  FR  = AE,  RS  sarà  la 
differenza  delle  due  refrazioni , e AR  il  parallelo  che  l’astro  avrebbe 
seguito , se  F effetto  della  refi-azione  fosse  stato  uniforme  e costante. 
L’angolo  cercato  de’  paralleli  è dunque  RAS. 

Come  basta  trovare  il  suo  valore  in  minuti,  così  impiegherò  in- 
differentemente in  questa  ricerca  l’uno  per  l’ altro  gli  angoli  di  va- 
riazione (753),  ZRP,  ZSP,  ZAP,  che  son  presso  poco  uguali;  e 
prendendo  ZB  = ZA , il  che  dà  BS  per  differenza  delle  altezze 
apparenti , considererò  come  retti  gli  angoli B e C , giacché  ne’  casi 
di  fare  uso  di  questo  problema  la  grandezza  degli  archi  ZA,  PA 
non  è mai  tanto  differente  da  90°,che  l’errore  (534)  possa  esser 
sensibile. 

Faccio  RS  = 9p-,  BS  = fyh,  APR  = ^P,  sen.PA  = cos .deci. 
= cos.D,  RAS  = a,  ZRP  = ZSP  = ZAP  = V. 

Ora  tang.a  ^ ar  — cr  — cos.z»  — sen./'-  Questo 

è il  valore  di  tang.a  dato  da  Lexell , come  apprendo  dal  Sig. 
Trembley,  {Essai de  Trigonom.  sphérujue , pag.  198).  Ma  questa 
forinola  non  mi  par  la  più  comoda , poiché  le  tavole  delle  refi-a- 
zioni non  contengono  la  ragione  ^ , ma  bensì  la  ragione  ^ , della 
quale  stimo  meglio  fare  uso. 

A tale  oggetto  si  consideri  che,  se  dagli  angoli  retti  BAZ,  RAP 
si  leva  la  parte  comune  RAZ , resta  BAR  ==  PAZ  = V.  Ora  AR  == 
BR  : dunque  AR  = . Ma  si  ha  pure  AR  = SR  s,n  ASR 


sen.  BAR 


sen.  RAS 


SR  cos.BAS  co%.(Tr  — a)  ^ r^r.  .o  rr 

— — : — — = fyr  cos.Kcot .a  -f-  sen.K. 


sen.RAS 


Dunque  = 9^  cos.y  cot .a 


sen .V  \ donde  si 


cava 


3,r  im.y  coi.S' 

lans-a  — ìw'ós.'-'v 


Si  può  negligere  il  termine  insensibile  fyr  cos.1  V,  e si  ha 
(U)...  tang.a  = X sen.  V cos.  V = X isen.2^. 


In 
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In  vece  di  tang.o,  si  può  senza  scrupolo  mettere  sen.a , e quindi 
sostituire  il  valore  dato  da  questa  forinola  , in  vece  di  sen.  ang.  pa- 
ralleli, nella  (T),  (8a3)*Ma  conviene  riflettere  che  nel  costruire 
quest’ ultima  si  è supposto  senza  deviazione  il  cammino  apparente 
di  uno  de’ due  astri,  cioè  quello  della  stella  che  si  trattava  di  com- 
parare alla  luna.  Or  come  la  refrazione  influisce -sul  cammino  appa- 
rente tanto  dell’  uno  quanto  dell’  altro  dei  due  astri , così  ne  segue 
che  nel  caso  presente  si  deve  prendere  il  doppio  della  correzione 
data  dalla  formola  (T).  Questa  diviene  conforme  in  tal  modo,  e 
fatta  la  sostituzione  che  dissi  , a quella  del  Sig.  de  la  Lande 
( Asir . 2547). 

827.  Per  sapere  in  qual  senso  debba  applicarsi  la  correzione  , 
basta  avvertire  che  a levante  il  cangiamento  della  retrazione  allon- 
tana gli  astri  dal  polo , ed  a ponente  gli  avvicina.  Si  potrà  dunque 
usare  la  regola, che  abbiain  data  subito  dopo  la  formola  (T)  ,solchè 
si  attribuisca  all’astro,  che  è primo  a passare , ciò  che  ivi  dicemmo 
per  la  luna;  e la  correzione  si  faccia  sul  passaggio  del  secondo 
astro. 

828.  Ho  detto  che  si  deve  prendere  il  doppio  della  correzione 
data  dalla  formola  (T)  : importa  dimostrarlo  con  piena  evidenza; 
giacché  Lexell  (la  cui  forinola  è stata  adottata  dal  Sig.  Trembley , 
pag.  202,  ed  equivale  alla  (T)  presa  una  sola  volta)]dice  positiva- 
mente  nelle  Memorie  di  Pietroburgo  pel  1774»  la  formola  del  Sig. 
de  la  Lande  nequaquani  cum  ventate  consistere  posse. 

Da  ciò  che  si  è detto  (827)  è facile  conchiudere  che  in  tutti  i 
casi  il  filo  orario  del  cannocchiale  sta  sempre  frammezzo  al  cir- 
colo orario  vero  ed  al  circolo  verticale.  Ciò  posto,  sia  NQ  il  filo 
orario  del  cannocchiale , P il  polo , Z il  zenit , RR  ' il  filo  percorso 
dal  primo  astro , MN  il  filo  percorso  dal  secondo , ZS,  CA  due  ver- 
ticali, SE  la  refrazione  dell’astro  più  basso,  MA  la  refrazione 
dell’altro , gli  archetti  AB , EU  perpendicolari  a PU , e l’archetto 
MF  sensibilmente  perpendicolare  tanto  a CA,  come  a ZS. 

Si  ha  PSN  = a , PSZ  = V = PMC  sensibilmente , SE  = 

Hhh 
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/-,  NS  = diff.appar.rfcc/.,  che  chiamo  fyZ);  e faccio  MA  ==  r\ 
* Per  D intendo  sempre  la  declinazione,  ma  tanto  dell’uno  come 
dell’  altro  astro  indifferentemente.  Si  potrà  impiegare  per  più  esat- 
tezza nel  calcolo,  se  si  vuole,  la  quantità  mezzana  frale  due  decli- 
nazioni; e così  potrà  farsi  per  l’angolo  di  variazione  V. 

Quando  il  primo  astro  fu  osservato  in  S,  il  suo  luogo  véro,  o 
sia  liberato  dalla  refrazione,  era  in  E.  Mancava  dunque  al  suo  pas- 
saggio pel  circolo  orario  vero  PU  un  intervallo  di  tempo  >5  ^ D = 

= lillrò  • Chiamando  T il  tempo  del  passaggio  osser- 
vato in  S , il  momento  del  passaggio  liberato  dalla  refrazione  sarà 
dunque  T -+- 

Quando  il  passaggio  del  secondo  astro  fu  osservato  in  N,  il  suo 
passaggio  apparente  sul  circolo  orario  vero  era  già  succeduto  prima 
in  M.  La  differenza  in  tempo  fra  questi  due  passaggi  è — 

” = TsT^T)  X ^ sen.J'cos.F,  (826)  (U).  Questa  dif- 

ferenza deve  sottrarsi  dal  passaggio  osservato  in  N , per  aver  quello 
in  M.  Ma  quando  l’astro  appariva  al  punto  M , il  suo  luogo  "vero, 
o sia  liberato  dalla  refrazione , era  in  A.  Mancava  dunque  al  suo 
passaggio  sul  circolo  oràrio  vero  PU  un  intervallo  di  tempo  -5  -g 


ÀM  srn.AMB 


r'  scn.r 


— ,5  co ».d  — 75  E Però>  se  si  chiama  T' il  tempo  del 

passaggio  osservato  in  N , sarà  il  momento  del  vero  passaggio , che  si 
sarebbe  dovuto  osservare  in  B,  V — .73^-75  X stn.V cos.V-ì- 


La  differenza  di  ascensione  retta  in  tempo  fra  i due  astri,’ 


>5  ios, 


sen  Jr 

i5  co» .t>  ^ 


liberata  dagli  effetti  della  iefraziorte*,  è dunque  T' 

X V>  cos.F-  r')  - ovvero  f-T- 

X COS.X-K  r — /).Mar  — r'-èladiflè- 
'renza  di  tefrazione,  corrispondente  alla  differenza  di  altezza  dei 
due  astri  ; onde  r — r’  I PS  ; * tyr  ; Di  più  FS  = MS 
‘Co s.'V  —'%\D  Xos.V,  giacché,  in  vece  di  MS,  si  può  senza  scru- 
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r 

polo  mettere  NS.  L’ultima  analogia  dà  dunque  r — r'=  X 
cos.V.  E però  l’errore  della  differenza  T'  — T de’ passaggi 
osservati  risulta  X 3 ’ c^e  ^ appunto  il  vàloj1 

doppio  della  forinola  (T),  sostituito  che  siasi  il  valore  di  sen.a 
preso  dalla  formola  (U).  Ritorna  dunque  a danno  di  Lexell  l’im- 
putazione da  lui  scagliata  contro  il  Sig.  de  la  Lande. 

La  nostra  figura  suppone  l’astro  all’  oriente  : si  troverà  un  egual 
risultato , supponendolo  all’  occidente. 

829.  La  vera  differenza  di  declinazione  è BU  = MS  — BM  -+- 

SU.  Ponendo  NS  in  luogo  di  MS , la  correzione  della  differenza 
osservata  NS  sarà  SU  — BM  = SE  cos.ESU  — MA  cos.  BMA  = r 
cos.  V — r'  cos.  V.  Pigliando  il  valqre  di  r — - /-',  trovato  poc’  anzi , 
la  correzione , sempre  additila  alla  differenza  Qfservata  di  declinai 
zrone,  sarà  X cos. * V. 

830.  Per  avere  dalle  tavole  di  reflazione  la  ragione  ^ , basta 

conoscere  all’ incirca  l’altezza  mezzana. Tra  l’uno  e l’altro  degli  astri, 
per  mezzo  di  un  globo.  Basta  pure  conoscere  l’ angolo  di  varia- 
zione, a mezzo  grado  più  o meno  : si  può  calcolarlo' per  via  della 

ri  t r cos. alt. del  polo  stn.ane.or. 

formola  seguente , sen.V  — '"V 

831.  Trovare  il  momento , nel  quale  il  moto  di  un  astro  in  al- 
tezza è il  piti  rapido.  > '•  1 . : • •• 

Sia  P il  polo  , Z il  zenit,  RS  il  parallelo  di  un  astro.  Pongd 
PR  ==  PS , cioè  che  l’astro  non  cangi  in  declinazione  ; giacché 
questo  cangiamento , allor  che  ha  luogo , è sempre  infinitamente 
piccolo  in  un  istante  di  tempo,  almeno  per  rispetto  al  moto  in  al- 
tezza. Il  triangolo  PZR,  convertendosi  in  PZS,  conserva  dunquè 
costanti  i due  lati  PZ,  PJR;  e però,  chiamando  Z l’ angolo  PZR , R 
l’angolo  PRZ,  e facendo  (,63o,  63 1),  A = P,  B ==  % , C = R, 
si  ha  c d ..*  [■*  , 

^ZR  se  ^P  sen.PZ  sen.Z  = B^P  sen.PR  sen.R. 

H h h ij 


Fig.68 
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Fig.68  Donde  si  vede  che  il  valor  massimo  di  ^ZR,o  il  massimo  moto  in 
altezza,  in  un  istante  di  tempo  $,P,  ha  luogo  quando  sen.Z,  o 
sen.R,  sia  il  più  grande  possibile,  cioè  quando  l’azzimutlo , o quan- 
do l’angolo  di  variazione  (753),  sia  di  90°. 

• . » 

83a.  Questi  angoli  esser  non  possono  tutti  due  retti  ad  un 
tempo,  se  non  quando  RS  sia  l’equatore  (4*7)-  Allora  sono  cos- 
tanti (se  la  declinazione  non  cangia),  e per  conseguenza  il  moto  in 
altezza  è equabile. 

Se  RS  non  è l’equatore,  PR  sarà  più  grande  o più  piccolo  di 
90';  e si  noti  che  non  può  mai  essere  PZ  > 90°. 

Considerando  in  prima  PR  < 90° , quello  solo  de’  due  angoli 
Z,  R potrà  esser  retto,  il  quale  sia  opposto  al  lato  maggiore 
(475,  3°.),  (41 3).  E però,  se  la  declinazione  boreale  dell’ astro  è 
minore  dell’altezza  del  polo,  il  moto  più  rapido  in  altezza  avrà  luogo 
quando  l’azzimutto  sia  di  90°  : e se  la  declinazione  boreale  è mag- 
giore dell’  altezza  del  polo,  il  momento  del  massimo  moto  in  altezza 

sarà  quello  in  cui  l’angolo  di  variazione  sia  di  90°. 

. 

Se  poi  PR  > 90°,  allora  nessuno  degli  angoli  Z , R può  mai 
esser  retto.  In  fatti,  se  fosse  Z = 90°,  sarebbe  cos.PR  = cos.PZ 
cos.ZR,  (VI.  i3‘).  Ma  ZR  < 90%  poiché  qui  si  considera  l’astro 
al  di  sopra  dell’orizzonte.  Dunque  l’equazione  precedente  dà  un 
valor  positivo  di  cos.PR  ; il  che  è assurdo , attesa  l’ ipotesi  di  PR  > 
90°.  Similmente  , se  fosse  R = 90°,  sarebbe  cos.PZ  = cos.PR 
1 cos.ZR,  la  quale  equazione  dà  un  valor  negativo  di  cos.PZ  contro 
la  verità. 

Per  determinare  il  momento  del  valor  massimo  di  sen.Z,  o di 
sen.  R,  quando  PR  > 90°;  si  prenda  l’equazione  (VII. 9*),  che 

da  cos.Z.  = pZ  &en  2K • Macos.  rii  e negativo  in  questo 

caso;  dunque  Z > 90°;  e quest’angolo  sarà  tanto  più  piccolo  , 
cioè  tanto  più  vicino  a 90°,  quanto  più  piccolo  sia  il  valore  di  cos.Z, 
dato  da  questa  equazione.  Ora  il  minimo  valore  di  cos.Z,  per  un 
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dato  valore  di  PZ  e di  PR  , ha  luogo  visibilmente  , allorché 
cos.ZR  = o. 

Similmente  ragionando  sull’equazione  (VII.  1 1*) , che  dà  posi- 
tivo in  questo  caso  il  rettangolo  cos.PR  cos.ZR  , si  troverà  pari- 
ménte che  il  minimo  valore  di  cos.R  ha  luogo  quando  cos.ZR  = o. 

Dunque  il  moto  più  rapido  in  altezza , degli  astri  che  hanno  una 
declinazione  meridionale,  ha  luogo  quando  ZR  = 90%  cioè  quando 
l’astro  si  leva. 

833.  Dedurre  l’altezza  meridiana  dalle  altezze  osservate  in  pros- 
simità al  meridiano. 

Siano  ZR  , ZS  due  distanze  al  zenit,  osservate  poco  prima,  o 
poco  dopo  il  passaggio  dell’  astro  pel  meridiano  ; si  dimanda  la  dis- 
tanza ZT. 

Il  triangolo  PZS , convertito  in  PZR , conserva  costanti  i lati  PZ, 
e PS  = PR.  Chiamo  P l’angolo  ZPS;  ed  ho  (629),  cangiando  i 
segni  dei  differenziali , e facendo  A = P , B = Z , C=S, 


(A)...  sen.ìS|ZS=  sen.j^P  X 


icn.PZ  sen.PS  sen.(  P-f-  -r^P) 
sen.(ZS  -H  ± £yZS) 


Ora  8,ZS  è la  differenza'  delle  due  altezze  osservate , 8»P  è l’in- 
tervallo di  tempo  fra  le  due  osservazioni,  contato  in  parti  dell’equa-  ■* 
tore;  P H-  ì^P  e ZS  -t-  \ ^ZS  sono  l’angolo  orario  mezzano  e la 
distanza  al  zenit  mezzana , fra  l’una  e l’altra  osservazione.  La  for- 
ni ola  ( A ) serve  dunque  a verificare  con  calcolo  esattissimo  la  diffe- 
renza delle  due  altezze  osservate,  ed  a ridurne  molte,  successiva- 
mente, ad  una  sola,  prendendo  il  mezzo  fra  i diversi  risultati.  Sup- 
pongo tutte  le  osservazioni  ridotte  al  punto  S,  cioè  all’ osserva-  * 
rione  più  prossima  al  meridiano  : per  quindi  applicare  alla  mede- 
sima la  formola  (A) , basta  fare  ^P  ==  ZPS,  e P = o ; e si  ha 


sen.j(ZS  — ZT)  = sen.’ jZPS  X 
e quando  sia  ZPS  < 20,  (259),. 


icn.PZ  sen.PS 
»eu.  j(Zò  ZT)  i 


ZS  — ZT  = 


(ZPS)‘ 
jR"  •*> 


sm.PZ  «en.PS 
Ito.  4(ZS  -|-  ZT)  ■ 
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le  quali  equazioni  fanno  conoscere  ZT,  o la  distanza  al  zenit,  che 

si  cerca. 

Queste  equazioni,  e la  forinola  (A),  mi  riescono  comode  per 
conchiuder  con  molta  esattezza  da  più  osservazioni  l’ altezza  meri- 
diana del  Sole  ne’ giorni  circonvicini  ai  solstizj.  Soglio  prendere  sei 
altezze  di  un  lembo  avanti  il  mezzodì , e sei  dell’altro  dopo  il  mez- 
zodì , onde  avere  con  gran  precisione  anche  il  diametro  del  Sole , 
quale  è fatto  dal  cannocchiale.  Essendomi  noto  , per  altre  osserva- 
zioni , o per  l' andamento  regolare  del  pendolo , il  giusto  momento 
del  mezzogiorno  vero,  ho  gli  angoli  orarj  corrispondenti  a ciascuna 
delle  osservazioni.  Impiego  nel  calcolo  del  secondo  membro  delle 
equazioni  trovate  di  sopra , la  declinazione , e la  distanza  al  zenit 
del  lembo  osservato  , negletti  i secondi;  e peravere  con  facilità  ed 
esattezza  il  logaritmo  del  piccolo  seno  di  (P  -4-  ì^P)  , trovo  co- 
mode le  tavole  (c/tez  Dcsaint  1768)  eh?  ho  indicate  (168). 

834.  Date  tre  altezze  di  un  astro , ed  il  tempo  allorché  ciascuna 
fi*  ossc/vata , trovare  l’ angolo  oraria  e la  declinazione  dell’astro , 
e l’altezza  del  polo. 

Questo  problema , che  è costato  fatica  infino  ad  ora , è risolto 
immediatamente  dalle  mie  analogie  differenziali  finite. 

Siano  A',  A",  A'" le  tre  altezze  osservate,  supponendo  A7 
la  più  piccola , A'"  la  più  grande  ; T l’intervallo  di  tempo , ridotto 
In  parti  dell’equatore,  fra  le  osservazioni  delle  due  altezze  minori 
A' , A"  ; T' l’intervallo  di  tempo  fra  le  due  maggiori  A" , A"'  ; O"' 
l’angolo  orario  corrispondente  all’  altezza  maggiore  A'",  L la  lati- 
tudine terrestre , D la  declinazione  dell’  astro. 

Comparando  la  prima  e la  terza  osservazione , la  formola  (A) , 
(833) , dà  sen.ì(A"'  — A')  : sen.l  (T  -+-  T')  ; ; cos.L  cos.D 
sen. (0'"-HT  -4-;T')  : cos.1(A'"t4-A').  Ma  comparando  le  osser- 
vazioni delle  due  maggiori  altezze , si  ha  parimente  sen.j  (A"' — A " ) 
*.  sen.1T'  ; *.  cos.L  cos.D  sen.(0'"  -+-  i T'  ) : cos.i(A"'  -+-  A"  ). 

_ T n jeD.-KA"'  — A')  cos.4(A"'  -+.  A') 

Dunque  cos.L  cos.D  = T + Try  ,cn.(0'"  + :T+tD  — 
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»«<•+(  A'"  — A " ) cos.  t ( A"  -4-  A " ) „ — /ri”'  _i_  !T  _i_ìT»N  

S~n.iT'  *en.(0"'  + TT'r) * SCn-^  » 1 » 1 ) ~ 

sen.(0"' H- jTf  ) cos.jT  *4-  cos.(0"'-+-ìT')  sen.jT.  Ponendo 

questo  valore  nell’equazione  precedente,  e moltiplicandola  per 

sen.  ( O -f-  ì T ' ) , si  ricava 

«en.it A"'—  A')to«.-KA'"  4-  A')  «en.jT' 


sen.f(T-f-T')  co*.tT 


0. 


COt  CO'"  -4-1T'ì  COt  irlY  «ra.4tAw—  A'Jpos.-HA' 

COt*VJ  -t“  a t ) COt.,  I ( A'" — A " ) cos.t( A"'-f- A " ) 

equazione  che  fa  conoscere  l’angolo  orario  , giacché  O'"  è la  sola 
quantità  incognita. 

Or  facendo  per  brevità  " ~ = m ’ avre* 

mo  cos.L  cos.D  = m.  Ma  cos.L  cos.D  = sen.PZ  sen.PS  = FIg.68 

cos.ZS  — cos.PZ  coi.PS  /-trir  a\  sen.A*" — sen. L sen. D r\ 

(VII.  7*)  = 7^ = m.  Dunque 

sen.L  sen.D  = sen. A'" — m cos.O'".  Questa  equazione,  una 
Volta  aggiunta,  e una  volta  sottratta  dall’altra  cos.L  cos.D  = m , 
dà  (II.  4*,  3‘) 

co$.(L  t/i  D)  = sen. A"'  -4-  m (i  — cos.O'") 
cos.(L  -h  D)  = m (ì  -4-  cos.O'")  — sen.A'", 


ovvero  , (I.7*,  24* )>  per  impilar  più  comodamente  i logaritmi, 
cos.(L  oo  D)  = sen.A'"  -4-  aw  s™n  Al?  ^ 
cos.(L  -4-  D)  = sen.A'" 

Col  mezzo  di  queste  due  equazioni , si  avranno  i valori  assoluti  di 
Le  di  D , cioè  della  latitudine  e della  declinazione  : è vero  che 
bisogna  sapere  estrinsecamente  qual  delle  due  sia  maggiore  dell’al- 
tra; ma  è ben  rara  il  caso,  ave  possa  mancar  questa  cognizione 
anticipata. 

■ Le  seguenti  equazioni , ricavate  dalle  precedenti  coi  metodi 
(202,  198).,  serviranno  a condur  tutto  il  calcolo  con  facilità  e 
speditezza  , e con  l’uso  delle  sole  tavole  trigonometriche  in  loga- 
ritmi. 
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»m. t( A'"  — A" ) co».  r ( A"'  4-  A") 


sen.T  T 


/ n co*.  tT  scn.-f  (T 

CO  S.X  = \/ ttttó tt: — r 

V wn.ifA"  — A ) coi.  t 

tang.(0'"  -+-  jT')  = tang.jT  cot.1* 


4-  T') 
(A'"+  A1) 


m 


»en.(0,"-f--:T'} 

tang.7  = sen.ìO'"  y/ 'Jgjp 

cos.z  = tang.ìO'"  cot.^" 

cos. ( L co  D)  = 

cos.(L  -+■  D)  = scn.A'"  tang.'z. 


È facile  conoscere  che  quanto  saranno  più  grandi  gl’  intervalli  fra 
un’osservazione  e l’altra,  tanto  maggiore  sarà  l’ esattezza  ne’ risul- 
tati : essendo  chiaro  , che  quanto  saranno  più  piccoli  i seni  di 
ì(A'"  — A")  e di  JT’,  e quanto  piùcot.jT  sarà  grande,  tanto  più 
si  renderanno  sensibili  nel  calcolo  gli  errori  che  fossero  stati  com- 
messi nelle  osservazioni. 

La  presente  soluzione  è analoga  a quella  di  Bezout , ma  trovata 
con  molto  minor  fatica  : e quanto  al  calcolo  numerico  , si  hanno 
21  logaritmi  da  cercare  con  le  mie  formolo , e 27  con  quelle  di 
Bezout.  Tutte  le  altre  soluzioni,  che  ho  veduto  finora,  sono  più 
laboriose. 

835.  Essendo  date  la  declinazione  e due  altezze  di  un  astro , 
coi  momenti  delle  osservazioni , trovare  V angolo  orario  dell’ astro , 
e t altezza  del  polo. 

Fig.68  Nel  triangolo  isoscele  SPR , conoscendo  i lati  e l’angolo  verti- 
cale, si  troveranno  la  baseRS , e gli  angoli  sulla  base.  Nel  triangolo 
ZRS  conoscendo  i tre  lati,  si  cercherà  uno  degli  angoli  adjacenti  a 
RS,  per  esempio  ZSR.  Si  avrà  quindi  ZSP  , o (ZSR  — PSR). 
Finalmente  nel  triangolo  PZS  conoscendo  ZS , PS , e l’angolo 
compreso , si  troveranno  PZ  e l’angolo  ZPS. 

Se  fosse  nota  l’altezza  del  polo , e si  cercasse  la  declinazione 

dell’astro , 
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dell’astro , lo  stesso  metodo  servirebbe,  mettendo  Z in  luogo  di  11 
e di  S , e S in  luogo  di  Z.  * 

836.  Essendo  date  l’ altezza  del  polo , la  declinazione  e due  al- 
tezze di  un  astro,  coi  momenti  delle  osservazioni , trovar  l’angolo 
orario  dell’astro. 

La  forinola  (A),  (833)  , <là  sen.  ( ZPS  -4-  1SPR)  = 

Questa  è la  forinola,  a cui  perviene  il 

Sig.  Douwes,  giacché  il  numeratore  si  riduce  (II.  a3*)  a jcos.ZS 
— i cos.ZR , o sia  alla  mezza  differenza  de’  seni  delle  due  altezze. 

Seie  osservazioni  sono  fatte  in  vicinanza  al  meridiano,  basta  co- 
noscer la  latitudine  terrestre , a qualche  grado  più  o meno , giacché 
l’errore  su  questo  elemento  poco  influisce  in  tal  caso  sull’angolo 
orario,  a cagione  rfie  sen.PZ  sarà  sempre  molto  più  grande  di 
sen.(  ZPS  -+-  ì SPR).  Trovato  il  valore  dell’angolo  orario  prossi- 
mamente,si  potrà  anzi  adsprarlo  nella  soluzione  (Vili.  3*), per  cer- 
care e conoscer  più  esattamente  la  latitudine,  la  quale , impiegata 
in  un  secondo  calcolo  della  formola  precedente , darà  l’angolo  ora- 
rio con  vie  maggior  precisione. 

Donde  si  vede  clic  le  altezze,  prese  in  vicinanza  al  meridiano, 
sono  molto  proprie  a determinare  la  latitudine  terrestre  , quando 
la  declinazione  dell’astro  è ben  nota;  e viceversa,  a determinare  la 
declinazione , quando  ben  si  conosce  la  latitudine. 

Da  questa  soluzione  si  può  ottenere , ripetendo  i calcoli  come 
dissi  di  sopra t tutta  l’ esattezza , di  cui  le  osservazioni  siano  suscet- 
tibili. Essa  è però  di  gran  lunga  superiore  al  metodo  di  La  Caille 
( Trai  té  de  Navigation  de  Bouguer) , fondato  sopra  la  variazione 
delle  distanze  al  zenit,  proporzionale  ai  quadrati  degli  angoli  orarj  ; 
il  qual  metodo  va  soggetto  ad  errori  considerabili,  come  ben  di- 
mostrò d’ Alembert  ( Opusc . maihóm.  Tom.  IV,pag.  357). 

837.  Date  tre  longitudini  e tre  latitudini  eliocentriche  o seleno- 
centriche d’una  macchia , trovare  l'inclinazione  dell’equatore  solare 

Iii 
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o lunare  sopra  V eclittica,  il  luogo  de’  nodi  del  detto  equatore,  e la 
distanza  della  macchia  al  polo  di  rotazione. 

Le  mie  analogie  differenziali  finite  danno  una  soluzione  imme- 
diata e molto  semplice  di  questo  problema,  clic  finora  è costato 
molto  maggior  fatica. 

Fig.85  Sia  E il  punto  del  globo  solare  o lunare , che  corrisponde  al  polo 

dell’  eclittica,  P il  polo  di  rotazione  dell’  astro , M,  A,  C i tre  luoghi 
osservati  della  macchia. 

Si  conoscono  per  osservazione  le  tre  distanze  ME , AE,  CE  della 
macchia  al  polo  dell’  eclittica , e le  differenze  di  longitudine , MEA, 
AEC. 

Si  cerca  PE  distanza  de’  due  poli,  la  longitudine  del  polo  P che 
è a <po°da  quella  de’  nodi,  e la  distanza  MP  = AP  = CP  della  mac- 
chia al  medesimo  polo , supponendola  aderente  al  disco  dell’astro, 
e ferma  nello  stesso  sito  durante  l’intervallo  delle  osservazioni. 

Descritti  i tre  archi  di  circolo  massimo, MA,  AC,  MC,  osservo 
che  il  triangolo  PEM , convertito  nel  triangolo  PEA , conserva  cos- 
tanti i lati  PE , PM , onde  si  ha,  cangiando  i segni  dei  differenziali 
nell’  analogia  (619) , e facendo  in  quella  A = P,  B = E,  C = M, 

sen.^EM  * — tang.^PEM  ; 1 sen.(EM j^EM)  ; cot.(PME  — i^PME). 

Ma  9,EM  = EA  — EM,  8,PEM  = MEA  ,(EM  h-  -1  ^EM) 
= {(EM  -+-EA),  e PME  — l^PME  = \ (PME  -4-  PAE),  come 
si  può  veder  meglio , ricorrendo  alla  dimostrazione  (71 1)  dell’ana- 
logia (6 19).  Dunque, sopprimendo  il  segno  negativo  di  tang.^PEM, 
il  quale  indica  solamente , che  PEM  diminuisce  quando  EM  au- 
menta (726) , si  ha 

sen.’(EA  — EM)‘.tang.jMEA  ; \ sen.)(EA-t- EM)  * cot.ì(PME-)-  PAE). 

In  quest’analogia  tutto  è noto,  eccetto  l’ultimo  termine.  Ma  con- 
siderando il  triangolo  MPE  convertito  in  CPE,  si  avrà  similmente 
un’analogia  che  darà  il  valore  dicot.j(PME  -+-  PCE);e  conside- 
rando il  triangolo  APE  convertito  in  CPE , un’  altra  che  darà  iL  va- 
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lore  di  cot.y(PAE  -t-  PCE).  Avute  così  le  mezze  somme  dei  tre 
angoli  di  posizione , PME,  PAE , PCE  , presi  a due  a due  , sarà  fa- 
cile trarne  il  valore  di  ciascuno  degli  angoli  stessi. 

Al  presente  uno  qualsivoglia  dei  tre  triangoli  considerati  finora  t 
per  esempio  il  triangolo  PCE , convertito  in  PAE , dà  (61 4)  » 

tang.ì^PECltang.j^PCE  ; ; tang.(PEC-+-i9tPEC);tang.(PCE-+-l9>PCE), 

ovvero,  ricorrendo , se  si  vuole,  alla  dimostrazione  (710)  dell’ana- 
logia (614), 

tang.  ì CEA  [ tang.  j (PAE — PCE)  ; * tang.  (PEC-H  jCE  A)  ; tang.  ì(P  AE  -t-  PCE) 

Il  terzo  termine  di  quest’  analogia  è il  solo  ignoto  ; e però  si  ha  da 
essa  il  valore  dell’angolo  PEC  , e per  conseguenza  la  longitudine 
cercata  del  polo  P. 

Conoscendo  allora  un  lato  e gli  angoli  adjacenti , in  uno  qualun- 
que de’  triangoli  PEC , PEA  , PEM , conoscendo  , per  esempio  , 
nel  primo,  CE,  PEC,  PCE,  si  troveranno  ad  un  tratto,  con  la  bella 
soluzione  di  Neper  (I X.  4*)  * i due  lati  richiesti , PE , PC. 

In  tutto  questo  calcolo  non  si  hanno  da  cercare  che  21  logaritmi. 

La  soluzione  del  P.  Pezenas,  che  fra  le  date  finora  mi  sembra  una 
delle  meno  laboriose,  obbliga  a cercare  46  volte  in  due  tavole.  Il 
mio  metodo  ha  puri’ avvantaggio , che  tutte  le  incognite  si  deter- 
minano per  via  delle  tangenti , e per  conseguenza  con  ogni  esattezza 
di  calcolo  in  tutti  i casi. 

838.  Questa  mia  soluzione  si  legge  nel  Tomo  X delle  Memo- 
rie presentate  all’Accademia  delle  Scienze  di  Parigi. Vi  ho  aggiunto 
diverse  regole  relative  ai  casi,  ne’ quali  il  circolo  de’ limiti  si  trova 
frammezzo  alle  longitudini  osservate  ; poiché  allora  le  prime  analo- 
gie , in  vece  di  dare  tre  mezze  somme  degli  angoli  di  posizione , ne 
danno  una  sola  e due  mezze  differenze.  Ma  , osservando  le  regole 
de’  segni  (42 , 1 54)  j si  può  fare  uso  in  tutti  i casi  delle  analogie  che 
ho  dato  di  sopra , senza  bisogno  nè  di  una  figura , nè  di  badare 
alla  si  tuazione  del  circolo  de’  limiti. 

111  l) 
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Ecco  il  tipo  del  calcolo  ridotto  alla  maggior  semplicità  e gene- 
ralità. 

Sia  L' la  prima  longitudine  osservata  della  macchia,  L"  la  se- 
conda , L'"  la  terza;  D',  D"',  D"  le  tre  respettive  distanze  al  polo 
dell’  eclittica  ; L la  longitudine  cercata  del  polo  dell’  equatore 
dell’  astro , O l’obliquità  dell’  eclittica  per  rispetto  al  detto  equatore, 
D la  distanza  della  macchia  al  detto  polo. 


tang.  a 


sen.T(D”  — D')  cor.4(L"  — L') 
se». 4(0"  -+■  D') 


tang.  b 


sen. 4 (D,w  — D')  tot. 4 ( I/"  — L') 
’ sc».4t,D'"-t-  O'j 


lang.c 


tang.x 


L 


srn.4(D'" — D")  fol.r(L'" — L”) 
scn.4^'"H-  O") 

tang.i(L"'  — L")tang.p  cot.(u 
a:  -+-  i(L"'  -+-«  L"). 


- by- 


m — L LO  L'"  « = (4  + c)  (/)  a: 

Se  m > 180*,  si  prenderà  36o“  — m,  in  vece  diyn.  Similmente,  se  n > i8o*,  si  prender  ir 
36o*  — n , in  vece  di  n. 


tang. tDw  sen. ì(mtr>n) 
scn.  t (wi  -+-  m) 

tang  t D'"  cos.  -7  ( m 00  n) 

+ n) 

O = z lo  y D = z -h  y 
Ma  se  n > 90°,  allora, 

O = 180* — (?  + /),_  £>  = 180'  — ( zLoy 


tang.j  = 
tang.  z = 
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CAPITOLO  XXII. 

Delle  projezioni , e de  planisferj  Geografici  ed 
Astronomici. 

Il  gran  soccorso  che  porge  la  Trigonometria,  nella  costruzione 
de’ planisferj , e nell’  usod’  ogni  sorte  di  projezioni,  non  ci  permette 
di  lasciare  questo  Trattato  senza  una  qualche  idea  di  simili  appli- 
cazioni. 

83p.  Per  proiezione  s’ intende  la  rappresentazione  ,o  l'apparenza 
di  un  oggetto  sul  piano  di  prospettiva.  Se  da  ogni  punto  di  una 
figura  si  conducono  linee  con  una  data  legge  su  un  dato  piano , 
diverso  da  quello,  in  cui  è la  figura,  tutti  i punti  del  dato  piano  , 
sui  quali  cadranno  queste  linee,  formeranno  la  projezione  della  fi- 
gura. Le  carte  celesti  e geografiche , per  esempio , non  possono 
esser  che  projezioni,  poiché  si  tratta  di  rappresentare  una  superfi- 
cie sferica  sopra  una  carta  piana  ; vale  a dire , di  ridurre  ad  un  piano 
solo  tutti  i punti  di  una  superficie  sferica , i quali  si  trovano  in  essa 
situati  in  un  numero  infinito  di  piani  diversi. 

Per  concepir  chiaramente  la  gran  difficoltà  di  questa  rappresen- 
tazione , basta  applicare  un  foglio  di  carta  sopra  di  un  globo,  fa- 
cendo come  se  si  volesse  incollarvclo  sopra  : si  riconoscerei  tosto 
che  senza  diminuire  il  foglio  notabilmente  , trinciandolo  in  diverse 
parti , non  si  potrebbe  mai  venirne  a capo.  Egli  è dunque  impossi- 
bile di  conservare  con  esattezza  sopra  una  carta  geografica  le  dis- 
tanze respeltive  de’ Paesi,  e di  dare  ai  gradi  di  longitudine  c di 
latitudine  quella  grandezza  relativa  che  hanno  sul  globo  : non  si 
può  che  accostarsi  più  o meno  alla  verità. 

8/jo.  Nèlle  carte  antiche  si  facevano  i meridiani  paralleli , e i 
gradi  di  longitudine  uguali  dappertutto  a quelli  di  latitudine.  Queste 
si  chiamano  carte  piatte  , e sono  le  più  difettose  immaginabili.  In 
fatti  sia  P il  polo,  EQ  un  arco  dell’ equatore,  per  esempio,  di  120.  Eig.Stf 
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ng.86 


Eg.87 


Sia  A la  città  di  Parigi,  D quella  di  Dublino,  M quella  di  Marocco. 
Suppongo  queste  due  ultime  città  sotto  lo  stesso  meridiano , giacché 
la  differenza  di  longitudine  fra  di  esse  è piccolissima , e forse  nulla , 
non  essendo  ancor  nota  con  precisione  la  longitudine  di  Marocco. 
In  vece  di  far  convergenti  sulla  carta  i meridiani  PE,  PQ,  sicché 
vadano  ad  incontrarsi  al  polo,  come  sono  sul  globo  e realmente, 
se  si  pongono  paralleli,  come  FQ , GE;  Parigi  si  troverà  sulla  carta 
nel  punto  H,  Dublino  in  K , c Marocco  in  L.  Tanto  basta  per  far 
comprendere  quanto  enormi  esser  possano  gli  errori  sulle  distanze 
reciproche , in  questa  specie  di  carte. 

841.  E necessario  di  ben  intendere  ancora  quanto  sia  differente 
sul  globo  la  grandezza  dei  gradi  di  longitudine  a diverse  distanze 
dal  polo.  L’arco  di  parallelo  AR  è di  tanti  gradi  (394)  quanti  ne  ha 
l’ arco  EQ.  Ma  la  lunghezza  di  AR  è tanto  più  piccola  di  EQ, quanto 
più  AR  è vicino  al  polo  ; giacché  la  lunghezza  de’  gradi  di  longitu- 
dine diminuisce  (392)  in  proporzione  del  seno  della  distanza  in  cui 
sono  dal  polo. 

842.  Per  rimediare  agl’  inconvenienti  e difficoltà  che  ho  esposte, 
e per  avvicinarsi  alla  verità  nella  costruzione  delle  carte  geografiche 
e celesti , si  ebbe  ricorso  a diverse  specie  di  projezioni. 

La  projezione  più  semplice  è V ortografica.  La  legge  di  questa 
projezione  si  è , che  le  linee  tirate  da  ogni  punto  della  figura , di  cui 
si  dimanda  la  projezione  , cadano  ad  angolo  retto  sul  piano,  sul 
qual  si  vuole  la  projezione.  Se  cercasi , per  esempio , la  projezione 
ortografica  di  una  linea  AB  sopra  un  piano  rappresentato  dalla  linea 
PI,  si  caleranno  da  ogni  punto  di  AB  le  linee  BC , FH , & c.  perpen- 
dicolari a PI.  La  parte  AC , della  linea  PI , compresa  dalle  perpen- 
dicolari , sarà  la  projezione  di  AB.  Qualunque  sia  la  distanza  di  AB 
dal  piano  di  projezione, le  perpendicolari  BE,FG,&c.  segnerebbero 
similmente  la  projeziòne  DE  = AC , della  linea  AB  sul  piano  NO. 
Ma  DE,  o AC  ==  AB  cos.A,  (211).  Dunque  la  projezione  orto- 
grafica di  una  linea  è uguale  alla  stessa  linea  moltiplicata  per  il 
coseno  della  sua  inclinazione  al  piano  di  projezione. 


4 


Digitized  by  Google 


Delle  proiezioni.  4^9 

843.  Se  la  figura,  di  cui  si  dimanda  la  projezione,  è un  arco  di 
circolo  , e se  il  piano  dell’arco  è perpendicolare  al  piano  di  proje- 
zione; allora  il  seno  è la  projezione  ortografica  dell’arco,  purché 
l’origine  di  questo  si  prenda  dal  punto  della  circonferenza,  da  cui 
parte  la  perpendicolare  che  passa  pel  centro.  Sia  DFH  un  semi- 
circolo , il  qual  si  concepisca  rilevato  perpendicolarmente  suj  piano 
della  carta,  nel  qual  piano  rimanga  il  solo  diametro  DH.  Calando 
da  ogni  punto  della  circonferenza  le  perpendicolari  FC , IE , &c. , la 
serie  de’punti,  segnati  da  esse  sul  piano  della  carta,  formerà  il 
diametro  DH.  Ora  se  C è il  centro  , l’arco  FH  sarà  di  90°,  e la 
sua  projezione  CH  sarà  eguale  al  raggio , cioè  al  seno  di  90°.  Così 
CE  = LI  = sen.FI  sarà  la  projezione  dell’arco  FI.  Dunque  , &c. 

844.  Che  se  il  piano  del  circolo  non  è perpendicolare , ma  in- 
clinato al  piano  di  projezione;  allora  le  ordinate  FC , IE,  &c.  ca- 
denti sul  diametro  che  è nel  piano  di  projezione , faranno  tutte  con 
le  loro  projezioni  (842)  respettive  CG,  EK,  &c.  un  angolo  uguale 
all’  inclinazion  dei  due  piani , (387).  Si  avrà  però  (842),  cos.  incl.  = 

^ ^ , &c.  ; e per  conseguenza  FC  I CG  1 1 EI  I EK  ! I &c. 

Ma  tale  è la  proprietà  di  un’  ellissi,  che  le  sue  ordinate  siano  pro- 
porzionali a quelle  corrispondenti  di  un  circolo  d’egual  diametro. 
Dunque  DGKH , o sia  la  projezione  del  semicircolo  DFH , è la 
metà  di  un’ellissi.  Ciò  che  si  è dimostrato  per  la  metà  di  un  cir- 
colo , deve  aver  luogo , per  le  stesse  ragioni , relativamente  all’  altra 
metà.  Dunque  la  projezione  ortografica  di  un  circolo  inclinalo  è 
un’ellissi. 

Qualunque  sia  la  distanza  del  circolo  dal  piano  di  projezione , 
l’effetto  sarà  sempre  il  medesimo,  giacché  si  potrà  concepire  un 
altro  piano  parallelo,  il  qual  passi  pel  centro  del  circolo.  Ne  nas- 
cerà un’ellissi  perfettamente  uguale  in  ambi  questi  piani , giacché 
le  linee  che  determinano  le  due  projezioni  sono  le  stesse , salvo  il 
loro  prolungamento  relativamente  al  piano  più  remoto. 

845.  Un  circolo , veduto  da  lungi  obliquamente , pare  dunque 


Fig.88 
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un’ellissi  ; giacché  gli  oggetti  inclinati  e lontani  si  rappresentano 
all’  occhio  in  projezione  ortografica,  cioè  come  situati  in  un  piano 
Fjg.89  perpendicolare  ai  raggi  visuali.  La  linea  BC  veduta  obliquamente 
• da  un  punto  O , a tal  distanza  che  l’angolo  O possa  considerarsi 
.come  infinitamente  piccolo  , ci  par  grande  quanto  AB  = BC 
cos.  ABC  = BC  sen.C.  Il  primo  valore  è quello  già  trovato  (842). 
Il  secondo  fa  vedere  che  la  grandezza  apparente  di  un  oggetto  in- 
clinato diminuisce  proporzionatamente  al  seno  dell’ inclinazione 
Fig.90  dell’  oggetto  medesimo  al  raggio  visuale.  Posto  dunque  che  DGH 
sia  la  projezione  ortografica  di  un  semicircolo  DFH  veduto  obliqua- 
mente, tutte  le  ordinate  CF,  EI  ci  parranno  più  piccole  nella  pro- 
porzione ora  detta.  Questa  ragione  costante  fa  vedere  di  nuovo, 
che  la  projezione  di  un  circolo  inclinato  è un’ellissi,  il  cui  asse 
maggiore  DII  è uguale  al  diametro  del  circolo,  e l’asse  minore  è 
più  piccolo  di  questo  diametro  nella  ragione  che  passa  fra  il  seno 
dell’  angolo  d’ inclinazione  del  circolo  al  raggio  visuale , ed  il  seno 
totale. 

846.  Questi  sono  gli  elementi  della  projezione  ortografica.  Essa 
è veramente  poco  usitata  nella  costruzione  delle  carte  geografiche, 
non  potendo  servir  senza  gravi  errori , se  non  se  in  quelle  di  poca 
fig.88  estensione.  Per  esempio , sinché  FI  è un  piccolo  arco  ,la  differenza 
da  esso  alla  sua  projezione  CE  non  è di  gran  conto  : e però  la  dis- 
tanza FI  di  due  paesi  F , I sul  globo  , può  essere  rappresentata 
senza  errore  sensibile  sulla  carta  dalla  distanza  CE.  Ma  quanto  più 
11  punto  I si  avvicina  al  punto  H , tanto  più  le  aumentazioni  dell’ar- 
co FI  eccedono  le  aumentazioni  corrispondenti  della  linea  CE,  e 
gli  errori  sulle  distanze  respettive  de’  paesi  diventano  sempre  più 
gravi.  Supponiamo  IH  = 6o°  = 2 FI  , sarà  CE  , o LI  = 
sen.  3o°  = ;CH.  Dunque  CE  = EH;  e però  le  distanze  IH , FI,  la 
prima  delle  quali  è doppia  della  seconda  sul  globo  , saranno  rap- 
presentate sulla  carta  da  linee  uguali. 

Ad  onta  di  un  tanto  inconveniente  , la  projezione  ortografica 
serve  utilmente  agli  Astronomi  per  rappresentare  e predire  le  cir- 
costanze 
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costanze  degli  eclissi , giacché  allora  non  si  tratta  delle  distanze 
respetlive  de’  luoghi , ma  solamente  di  descrivere  sopra  una  carta 
geografica  le  curve  e le  zone  che  abbracciano  i paesi  che  saranno 
immersi  nell’ombra,  e quelli  che  osserveranno  eguali,  o diverse 
fasi.  I precetti  per  queste  operazioni  non  appartengono  al  presente 
Trattato,  ma  si  trovano  esposti  completamente , e con  la  più  desi- 
derabile chiarezza , nel  lib.  X dell’  Astronomia  del  Sig.  de  la  Lande. 

_ 847.  La  projczione  più  comoda  per  le  carte  che  abbracciano 
una  gran  parte  del  globo , e sopra  tutto  per  li  mappamondi , quella 
che  sfigura  meno  la  forma  naturale  de’ continenti , èia  projezione 
stereografica.  Nella  projezione  ortografica,  la  superficie  della  sfera 
è rappresentata  sul  piano  di  quel  circolo  massimo,  al  qual  tutti  i 
raggi  visuali  sono  perpendicolari , l’occhio  essendo  supposto  in 
una  distanza  infinita  dal  detto  piano.  Nella  projezione  stereografica, 
la  superficie  della  sfera  è rappresentata  ancora  sul  piano  del  me- 
desimo circolo , ma  l’ occhio  è supposto  al  polo  del  circolo  stesso; 
sicché  de’  raggi  visuali  un  solo  è perpendicolare  al  circolo  , ed  è 
quello  che  passa  pel  centro. 

848.  Se  BFD  rappresenta  l'emisfero  di  cui  si  vuole  la  projezione, 
il  diametro  BD  rappresenterà  il  piano  di  projezione , e l’occliio 
sarà  considerato  nel  punto  Q , supponendo  CQ  perpendicolare  a 
BD  , e C il  centro  del  globo.  La  projezione  d’ogni  punto  della  su- 
perficie dell’emisfero  BFD  sarà  in  quel  punto  respettivo  del  piano 
BCD,  per  il  qual  passa  ogni  raggio  visuale  che  termina  all’  emisfero. 
Così  il  punto  S è la  projezione  del  punto  H , il  punto  T la  projezione 
del  punto  U,  la  linea  ST  è la  projezione  dell’  arco  HU,  e così  dis- 
correndo. Se  si  prende  l’origine  degli  archi  dal  punto  F che  ha  la 
sua  projezione  al  centro,  e se  si  riflette  che  CT  = tang.CQT  = 
tang.ì FU,  ne  risulta  che  la  projezione  stereografica  d’ogni  arco, 
contato  dal  punto  che  ha  la  projezione  al  centro , c uguale  alla 
tangente  della  metà  dell’  arco  stesso. 

849.  La  più  bella  proprietà  della  projezione  stereografica  con- 
siste nel  rappresentare  con  circoli  tutti  i circoli  della  sfera , grandi 
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?..  ^ o piccoli , eccetto  quelli  solamente,  nel  piano  de’ quali  l’occhio  si 

° trova  (852, 860,  &c.).  Per  esempio,  il  circolo,  che  ha  per  dia- 
metro la  corda  UH,  ha  per  projezione  un  circolo  che  ha  per  dia- 
metro ST.  Per  ben  intender  ciò,  fa  d’uopo  considerare  che  i raggi 
visuali , che  vanno  dal  punto  Q ad  ogni  punto  del  circolo  che  ha 
per  diametro  la  corda  UII,  formano  un  cono.  Questo  cono  essendo 
tagliato  dal  piano  BCD , si  tratta  di  provare  che  la  sezione  rappre- 
sentata da  ST  è circolare. 

Ora  l’angolo  QST=1DQ  -+-±BH  = jBQ  -HBH  = ^QH  = 
QUII.  Nel  modo  stesso  si  trovano  eguali  gli  angoli  T,  II.  Dunque  i 
triangoli  QST,,  QUH  sono  simili.  Ma  QUH  è il  triangolo  per  l’asse 
del  cono  avente  per  base  il  circolo  del  quale  la  retta  UH  è il  diame- 
tro. Dunque  deve  essere  circolare  anche  la  base  del  cono  del  quale 
QST  è il  triangolo  per  l’asse;  poiché  questi  due  coni  sono  simili, 
6e  le  loro  dimensioni  omologhe  sono  proporzionali , cioè  se  i loro 
triangoli  per  l’asse  sono  simili. 

850.  Se  Q è uno  de’  poli , il  piano  di  projezionc  BCD  sarà  l’e- 
quatore. In  tal  caso  le  proiezioni  de’  paralleli  sono  circoli  concen- 
trici, e quelle  de’ meridiani  sono  linee  rette. 

In  fatti  i°.  se  si  prende  FG  = FU , la  projezione  del  parallelo 
che  passa  per  li  punti  G,  U, sarà,  per  le  cose  dette  (849),  un  cir- 
colo descritto  dal  centro  C col  raggio  CT  = CE.  Similmente  la  pro- 
iezione del  parallelo  che  passa  pei  punti  K,  H,  posto  FK.  = FH, 
sarà  un  circolo  che  avrà  CS  per  raggio,  e C per  centro.  Il  punto  C 
che  è la  projezione  del  polo  F è dunque  il  centro  di  tutti  i circoli 
che  sono  proiezioni  de’ paralleli. 

851.  Per  descrivere  un  parallelo  qualunque  sul  piano  di  pro- 
jezione, si  prenderà  dunque  per  raggio  (848)  la  tangente  della 
mezza  distanza  dal  parallelo  al  polo.  O pure,  graficamente,  per 
descrivere  i paralleli,  di  grado  in  grado,  o di  cinque  in  cinque  gra- 
di, o altriménti,  si  dividerà  il  quadrante  BF  , in  90  parti,  o in  18 
parti , o altrimenti  ; da  ogni  divisione  si  tirerà  una  retta  al  punto  Q : 
le  intersezioni  di  queste  linee  con  la  BD  daranno  i punti  T,  S,  &c. 
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e per  conseguenza  i raggi  CT , CS , &c.  delle  respettive  proiezioni 
de’  paralleli. 

852.  3°.  Dissi  (85o)  che  le  projezioni  de’ meridiani  sono  linee 
rette.  In  fatti  se  l’occhio  è ad  un  polo, è dunque  nel  piano  di  tutti 
i meridiani,  che  tutti  passano  per  li  poli;  non  può  dunque  vedere 
la  curvatura  di  questi  circoli. 

Per  descrivere  le  projezioni  de’  meridiani , si  consideri  che 
BFDQB  sia  l’equatore , cioè  il  piano  di  projezione.  Ogni  diametro 
di  questo  circolo,  il  cui  centro  C è la  projezione  (85o)  di  uno 
de’ poli , sarà  la  projezione  di  un  meridiano. 

853.  Descritti  che  si  abbiano  i meridiani , e i paralleli,  non  v’  è 
più  difficoltà  per  collocare  i paesi,  o le  stelle,  sopra  un  planisferio 
terrestre  o celeste  , secondo  le  respettive  longitudini  e latitu- 
dini. 

Di  questa  projezione  polare  si  è servito  Tolommco  per  costruire 
il  suo  Astrolabio,  e Roberto  di  Vaugondy  incerte  carte  della  Mos- 
covia.  E più  usitata  ne’planisfe^j  celesti,  che  nei  terrestri , e sopra 
tutto  in  quelle  carte,  che  abbracciano  la  metà  del  ciclo. 

854.  Per  descriver  l’eclittica  in  queste  carte,  immaginiamoci 
che  BQDFB  sia  il  coluro  de’solstizj,  BCD  il  piano  di  projezione , 
F e Q i due  poli  dell’ equatore  ; consideriamo  un  arco  BU  eguale 
all’ obliquità  dell’eclittica , e tiriamo  il  diametro  RU  ; le  sue  estre- 
mità R,U  saranno  i due  punti  solstiziali,le  cui  projezioni  sul  piano 
BCD  sono  i punti  T,  P.  II  diametro  dell’eclittica  sul  piano  di  pro- 
jezione è dunque  PT.  Ma  PT  = CT  -t-  CP  = tang.CQT  -+- 
tang.CQP  = tang.  jFU  -t-  tang.  jFR  = tang.  ^FU  *-f-  cot.  ìFU  = 

, (I.  9*).  Dunque  ìPT  = cosec.FU  = scc.BU  : e però  per 
descriver  l'eclittica  sul  piano  di  projezione,  si  deve  prender  per  rag- 
gio la  secante  dell’  obliquità. 

Sia  ora  BFDQB  l’equatore , cioè  il  piano  di  projezione , e siano 
Q,F  i punti  segnati  o°  e i8o°,chc  sono  quelli , ne’ quali  l’eclittica 
deve  tagliar  l’equatore.  Preso  per  centro  ciascuno  di  questi  punti 
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successivamente,  e per  raggio  la  secante  dell’  obliquità  ,sarà  facile 
trovare  il  punto  m , che  è il  centro  dell’eclittica  da  descriversi. 

855.  Nel  modo  stesso , volendo  delineare  su  un  planisferio  ce- 
leste la  projezione  dell’orizzonte  di  un  luogo  qualunque  dellaTerra, 
se  si  considera  che  RU  sia  il  diametro  del  detto  orizzonte , Q e F i 
poli  dell’equatore,  BFDQB  il  meridiano  del  luogo  di  cui  si  tratta, 
sarà  QR  o FU  l’altezza  del  polo,o  vero  la  latitudine  del  luogo 
stesso.  E però  il  raggio  del  circolo  destinato  a rappresentar  l’ oriz- 
zonte sarà  la  cosecante  della  latitudine.  Questo  circolo  suol  for- 
marsi di  cartone, e serve  a determinale  il  levare  ed  il  tramontare 
degli  astri , sui  planisferj  mobili. 

8 56.  La  projezione  polare,  della  quale  abbiamo  dato  un’idea,, 
è la  più  facile  di  tutte  : ma  la  più  usata , principalmente  pei  mappa- 
mondi , è quella  in  cui  l’occhio  è supposto  nell’  equatore,  al  punto 
di  2706  quando  vuol  disegnarsi  il  nostro  emisfero , e al  punto  di  90® 
quando  vuol  disegnarsi  l’emisfero  opposto. 

857.  In  questa  projezione  , che  chiamerò  equatoriale , i meri- 
diani sono  circoli  egualmente  che  i paralleli,  ed  i loro  raggi  sul 
piano  di  projezione  si  trovano  come  segue. 

Sia  BFDQB  l’ equatore , D il  punto  dal  qual  si  cominciano  a 
contare  le  longitudini,  Q il  punto  di  90°  ove  l’occhio  s’  intenda 
posto,  e UR  il  diametro  di  un  meridiano , del  qual  si  chiede  la  pro- 
jezione sul  piano  rappresentato  dalla  linea  BD, che  è in  questo  caso 
il  piano  del  primo  meridiano.  Abbiamo  veduto  (854)  che  >1  circolo, 
che  ha  per  diametro  UR, ha  per  projezione  un  circolo  che  ha  per 
raggio )PT,  o cosec.FU.  Ma  FU  = QR  = 90°  — DR,e  DR 
è la  longitudine  del  meridiano , di  cui  si  tratta.  Dunque  nella  pro- 
jezione equatoriale,  il  raggio  di  un  meridiano  è uguale  alla  secante 
della  longitudine  del  meridiano  medesimo. 

Siccome  ogni  meridiano  deve  passar  per  li  poli , così  sarà  facile 
trovar  sulla  carta  il  centro  d’ogni  meridiano , in  quel  modo  che 
abbiamo  indicato  (854). 

858.  Per  trovare  la  projezione  de’  paralleli, sia  il  piano  dell’equa- 
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tore  rappresentato  dalla  linea  QF , l’occhio  restando  fermo  in  Q a 
90°  di  longitudine.  Il  piano  di  projezione  BCD  è sempre  il  primo 
meridiano  ; ma  i punti  B , D sono  i poli  nella  presente  supposi- 
zione. I diametri  de’  paralleli  sono  linee , come  GR  , perpendicolari 
a BD.  Ora  la  projezione  stereografica  di  GR  è PE  = CP  — CE  = 
tang.  jFR  — tang.  jFG.  Ma  FR  = 180° — QR  = 180°  — FG,c  FG 
è la  latitudine  del  parallelo,  di  cui  GRè  il  diametro.  Dunque  PE  = 
cot.  'fiat.  — tang.  i/or.  ==  2 cot./af.  ,(I.  38’).  E però  nella  proje- 
zione equatoriale,  il  raggio  di  un  parallelo  è uguale  alla  cotangente- 
delia  latitudine  del  parallelo  medesimo. 

Questa  regola  e la  precedente  (857)  dispensano  i Geografi  da 
ogni  calcolo , e son  più  semplici  delle  date  da  altri  finora. 

Siccome  sulla  circonferenza  del  primo  meridiano , o sia  del  piano 
di  projezione,  si  hanno  sempre  due  punti,  pe’ quali  passa  un  pa- 
rallelo , così  essendo  noto  il  raggio , si  troverà  facilmente  sul  piano 
di  projezione  il  centro  d’ogni  parallelo. 

859.  Se  si  vuol  sopra  un  mappamondo  la  projezione  di  un  oriz- 
zonte; sia  Z il  zenit,  oil  polo  del  detto  orizzonte,  Q il  punto  di 
90°  sull’equatore,  o il  polo  del  primo  meridiano  BCD  : si  avrà 
ZR  = 90°  = DQ  , e per  conseguenza  QZ  = DR.  Ma  QZ  è (391) 
l’inclinazione  dell’orizzonte  sul  piano  di  projezione  BCD.  Dunque 
(857)  la  secante  di  questa  inclinazione.è  il  raggio  di  projezione 
dell’  orizzonte  proposto  : e in  generale  ( teorema  semplice  e nuovo  ) 
nella  projezione  stereografica  della  sfera , ogni  circolo  massimo  ha 
per  raggio  di  projezione  la  secante  della  sua  inclinazione  al  piano 
di  projezione.  Cerchiamo  una  forinola  generale  per  conoscer  la 
quantità  dell’  inclinazione  di  un  orizzonte  sul  primo  meridiano.  Sia 
P il  polo , PH  la  sua  elevazione  sull’  orizzonte  dato  MH , PM  il  primo  Fìg.pa 
meridiano , e per  conseguente  l’ angolo  P la  longitudine  di  quel 
luogo , del  cui  orizzonte  si  tratta  : l’ angolo  M sarà  l’inclinazione 
cercata.  Ora  nel  triangolo  PMH, rettangolo  in  H,  si  ha  (VI.  i2*)r 
cos.M  = sen.P  cos.PH.  Dunque  cos .itici.  = sen .long,  cos fiat. 

= ìsen.(/o/i£.  -+-  lat.)  -t-ìsen filong.  — lat.) , (II.  14’). 
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860.  Per  far  vedere  quanto  sian  comode  nell’  applicazione  le 
regole  precedenti,  sia  AFIl  il  primo  meridiano  veduto  dal  punto 
segnato  270°  sulla  circonferenza  dell’ equatore , e TCN  lo  stesso 
primo  meridiano  veduto  dal  punto  diametralmente  opposto,  cioè 
da  quello  segnato  90° sulla  circonferenza  dell’equatore;  e sia  pro- 
posto di  delineare  e rappresentare  sui  detti  circoli  AFR,TCN,  i 
due  emisferi.  Condotti  per  il  punto  di  contatto  de’ medesimi  cir- 
coli i diametri  che  formano  una  sola  retta  mn,  s’intenda  che  questa 
sia  la  projezione  dell’ equatore , la  quale  esser  deve  fina  linea  retta  , 
giacché  l’occhio  essendo  posto  nel  piano  di  questo  circolo  non  può 
vederne  la  curvatura.  Si  tirino  quindi  i due  diametri  AR/TN , per- 
pendicolari a mn\  questi  saranno  le  projezioni  de’  meridiani  di 
90° , e di  270° , e le  loro  estremità  saranno  i poli.  Se  A è il  polo 
artico  ,sarà  T lo  stesso  polo: nei  punti  R , N sarà  1’  antartico. 

861.  Ciò  posto,  per  collocare  ogni  paese  nel  sito  conveniente  , 
fa  d’ uopo  descrivere  i circoli  di  longitudine  e di  latitudine. 

Vogliasi,  per  esempio,  descrivere  il  meridiano  di  5o°.  Il  raggio 
di  questo  circolo  (807)  è la  secante  di  5o°,  che  nelle  tavole  vale 
1, 5507.  Suppongo  che  il  diametro  AR  della  projezione  vaglia  400 
sopra  una  scala  di  parti  eguali  ; bisognerà  (25  ) moltiplicar  per  200 
le  linee  trigonometriche  prese  nelle  tavole,  e si  avrà  sec.5o°  = 
3i  1 y circa.  Presa  questa  distanza  sopra  la  scala,  e fatto  centro  ad 
uno  de’  poli , si  troverà  sull’  equatore  il  punto  r,  che  deve  servire  di 
centro  per  descriver  col  raggio  3iiyil  circolo  di  projezione  del 
meridiano  di  5o°.  ADR  è la  projezione  della  metà  di  questo  meri- 
diano , nella  figura.  Nella  stessa  maniera  le  tavole  daranno  il  rag- 
gio di  ogni  altro  meridiano  : e non  si  avrà  da  fare  alcun  calcolo,  se 
si  prende  per  raggio  della  projezione  una  linea , che  sulla  scala 
vaglia  una  quantità  di  parti  uguali,  la  qual  sia  una  potenza  di  10. 

862.  Per  descrivere  i circoli  di  latitudine , se  si  vuol , per  esem- 
pio, averli  di  dieci  in  dieci  gradi,  si  dividerà  in  18  parti  eguali 
ciascuno  de’  semicircoli  terminati  dai  diametri  AR,TN.  Suppongo 
CN  = BN  = 3o°,  o vero  a tre  di  dette  parti;  il  parallelo  che 


Djgitized  by  Google 


Delie  proiezioni.  447 

passerà  per  li  punti  B , C , sarà  il  parallelo  di  60°  di  latitudine.  Il 
raggio  di  questo  parallelo  sul  piano  di  projezionc  è (858)  la  cotan- 
gente di  6o°,che  presa  nelle  tavole, e moltiplicata  per 2oo(suppo- 
nendo  sempre  di  400  parti  il  diametro  AR  della  projezione) , vale 
n5ì.  Presa  sulla  scala  quest’apertura  di  compasso , e portata  da 
uno  de’ punti  B,  C,  sul  diametro  TN  prolungato,  si  troverà  il  cen- 
tro del  parallelo  da  descriversi  BPC.  , 

Nel  modo  stesso  potranno  delinearsi  le  projezioni  di  tutti  gli 
altri  paralleli. 

863.  Veduto  il  modo  per  disegnare  i mappamondi , sia  ora  da 
descriver  su  di  essi  l’orizzonte  dell’emisfero  illuminato  dal  Sole  ad 
un  dato  momento;  per  esempio , al  momento  in  cui  Venere  uscì 
di  sopra  il  disco  del  Sole  nel  1 769.  In  quel  momento  il  Sole  stava 
nel  piano  del  meridiano  di  174°,  e aveva  220  36'  di  declinazione 
boreale:  donde  ne  segue  (859)  ch%l’ inclinazione  dell’orizzonte 
richiesto  sul  piano  di  projezionc  è di  84°  28';  e che  la  secante  di 
84°  28'  è il  raggio  di  projezione  del  detto  orizzonte.  I dati  palesano 
poi  che  questo  circolo  deve  tagliar  l’equatore  ne’  punti  di  84° e di 
264°,  e il  meridiano  di  174°  a 67° 24'  di  latitudine  australe.  I primi 
due  punti  si  determinano  già  col  metodo  (861  ),  del  qual  basta  fare 
uso  per  trovarne  uno  j,  giacché  l’altro  S deve  essere  ad  eguale 
distanza  dal  centro  della  projezione  nell’  altro  emisfero.  Si  descri- 
verà inoltre  il  meridiano  di  174%  e il  parallelo  (862)  di  67°  24',  e 
si  avrà  il  punto  e d’ intersezione.  Con  questo  punto , con  quello  s di  ’ 
84°  sull’equatore,  e con  la  secante  di  84°  28'  per  raggio , si  troverà 
il  punto  che  deve  servir  di  centro  per  descrivere  l’ arco  FrG , il  qual 
rappresenta  la  metà  dell’orizzonte  cercato.  Per  descriver  l’arco  ISH 
che  rappresenta  l’altra  metà,  basta  prendere  NH  , TI  uguali  a 
GR , AF  , e fare  uso  del  medesimo  raggio  adoperato  per  descri-  * 
vere  FrG. 

Dalle  costruzioni  fatte  si  vede , che  il  Sole  essendo  in  un  punto 
Kdel  meridiano  di  174° a 220  36'  di  distanza  boreale  dall’equatore, 
l’emisfero  illuminato  viene  ad  essere  FAG  -+-  ITII. 
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864.  Abbiamo  trattato  della  projezione  stereografica  polare  ed 
equatoriale  de’  meridiani,  de’ paralleli , e degli  orizzonti.  Per  avere 
la  projezione  stereografica  di  un  cerchio  minore , il  qual  non  sia  nè 
parallelo  nè  perpendicolare  al  piano  di  projezione  , si  è già  veduto 
(845)  che  un  cerchio  minore  , il  cui  diametro  è,  per  esempio,  la 

l'ìg.pi  corda  UH,  ha  per  projezione  un  circolo  il  quale  ha  per  diametro 
ST.  Resta  da  determinare  il  valore  di  questo  diametro. 

OraST  = CS  — CT  = tang.jFH  — tang.jFU.  Per  deter- 
minare la  projezione  dal  diametro  di  un  cerchio  minore , obliquo  al 
piano  di  projezione,  bisogna  dunque  conoscere  la  distanza  mas- 
sima FH,  e la  distanza  minima  FU  dal  detto  cerchio  al  punto  F, 
il  qual  corrisponde  al  centro  della  projezione. 

È poi  chiaro  che  se  il  punto  F è situato  fra  i punti  H,  U,  allora 
si  ha  ST  = tang.jFH  -k  tang.ìFU. 

865.  Per  descrivere  i circoli  che  segnano  tutti  i punti  della 
Terra,  i quali  vedono  a un  dato  momento  l’ ingresso  o l’uscita  di 
.Venere , allorché  passa  sul  disco  del  Sole,  il  Sig.  de  la  Lande  ha 
proposto  metodi  semplici  nel  lib.  XI  della  sua  Astronomia  , nel 
quale  si  trovano  riuniti  con  somma  chiarezza  tutti  i precetti,  che 
possono  desiderarsi  per  il  calcolo,  o perla  rappresentazione  grafica 
di  tutte  le  circostanze  di  un  Passaggio. 

Non  appartenendo  a questo  Trattato  il  formare  un  Astronomo, 
nè  un  Geografo, mi  contenterò  di  aver  dato  un’idea  delle  due  specie 
di  projezioni , che  sono  le  più  divulgate,  e nella  seconda  delle 
quali  gran  parte  della  fatica  vien  diminuita  dalle  mie  forinole. 

8 66.  Avevo  in  animo  di  trattar  delle  applicazioni  della  Trigo- 
nometria alla  Gnomonica,  ma  come  tutti  i problemi  di  questa  pos- 
son  ridursi,  e sono  ridotti  da  diversi  Autori  alla  risoluzione  di  trian- 

, goli  rettilinei  rettangoli , così  ìe  forinole  ordinarie , che  ho  dato  per 
queste  risoluzioni , servono  a tutti  i casi  della  Gnomonica , e non  ne 
Jio  trovato  alcuno , die  meriti  l’indagine  di  qualche  particolar  for- 
inola e soluzione. 

APPENDICE. 
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^)testo  Trattato  era  mezzo  stampato  j allorché  il  Sig.  Ab.  de 
Lambrc  si  compiacque  accordarmi  la  sua  assistenza  nella  correzion 
delle  prove.  Ilo  profittato  diverse  volte  dei  di  lui  suggerimenti  nel 
corso  della  stampa , ma  non  avendo  potuto  innestare  alcune  sue 
forinole  e regole , che  sono  più  semplici  e comode  di  quelle  che  ho 
date , ho  pensato  di  farne  materia  di  una  breve  Appendice.  Inse- 
rirò nella  medesima  le  correzioni  degli  errori  scoperti , con  diligente 
revisione , dopo  la  stampa,  ed  alcune  spiegazioni  : onde  tutto  ser- 
va a sminuire  le  imperfezioni  di  quest’  Opera. 

Art.  8.  In  questo  articolo  cadeva  in  acconcio  la  spiegazione  del 
simbolo  3,  che  ho  adottato  per  significare  il  differenziale  finito, 
o infinitesimo,  di  una  quantità  variabile.  Ma  questo  nuovo  segno 
mi  fu  suggerito  dopo  dal  Sig.  Didot , che  con  raro  e spontaneo 
zelo  ha  fatto  scolpire  diversi  nuovi  caratteri , a fin  che  il  signifi- 
cato de’ simboli  algebraici  fosse  chiaro  ed  esente  da  confusione. 
Art.  i3,  lin.  5;  — 1 corrige  — - 

1 7 m n o m n 


Art.  32 , lin.  4 ; 


v/(RR  — cos.’A) 
R X co».  A 


corrige 


— cos.’A) 
cos.A 


Art.  35 , lin.  ^..Aggiungo , a notizia  de’ principianti , che  alcuni  Au- 
tori prolungano  il  raggio  al  di  là  del  centro , c così  trovano  la 
tangente  dell’angolo  ottuso  in  direzione  opposta  a quella  dell’an- 
golo acuto.  Per  esempio,  se  TU  rappresenta  la  tangente  di  un  Fig.i. 
angolo  acuto  TCU , TZ  rappresenterà  la  tangente  di  un  angolo 
ottuso  TCM,  supponendo  MCZ  una  linea  retta.  Ma  siccome, 
secondo  la  definizione  ordinaria  (7) , TZ  è la  tangente  propria 
dell’  arco  TS , così  mi  sembra  che  a rigore  un  angolo  maggior  di 
90°  non  abbia  linee  trigonometriche  , che  gli  appartengano  in 
proprio;  e poiché  si  dee  prenderle  in  prestito  da  un  altro  arco , 

.tanto  vale  ricorrere  a quello  che  fornisce  il  seno.  Del  resto, 

HI 
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purché  sì  pervenga  a stabilire  regole  giuste  circa  i segni , non  in* 
tendo  disputar  della  preferenza  di  un  metodo  sopra  l’altro. 

Pag.  25 , lin.  1 ; cos.  1 20°  = cos.  6o°  corrige  cos.  1 20*  = — cos.  6o° 
Questa  equazione  si  può  dimostrar  come  segue  : cos.i20°  = 
cos.(i8o° — 6o°)=  (54)cos.  i8o°cos.6o°-4-sen.  i8o°sen.6o*= 
(42)  — ì X cos.6o°  -+-  o X sen.6o°  = — cos.6o°. 

Pag.  40,  lin.  7;  — sen.B)  corrige  — sen.B  X 
Pag.  42,  lin.  17....  25.  Questi  precetti  sono  relativi  semplice* 
mente  alle  operazioni  analitiche,  nelle  quali  gli  archi  si  suppon- 
gono sempre  minori  di  90°.  Si  hanno  molti  esempi  di  questo 
operazioni  (687 , 692 , 693 , &c.). 

Pag.  58,  lin.  i5;  volori  corrige  valori 

Art.  181  , e 182.  Si  osserverà  che  questi  moltiplici  sono  formati 
coi  valori  di  M e di  ^ presi  con  25  decimali  solamente  , e che- 
per  conseguenza  non  si  può  tener  per  sicura  l’ esattezza  dell’  ul- 
tima nota , e forse  anche  talvolta  della  penultima. 

Pag.  87,  lin.  12;  si  si  conosce  corrige  si  conosce 

Pag.  91 , lin.  io;  si  ha  poi  corrige  si  ha  poi  con  14  decimali 

Pag.  97,  lin.  9;  tang.A  corrige  log.  tang.A 

Art.  255 , lin.  8 , e lin.  1 5 ; (IV.  77*)  corrige  (III.  77’) 

Art.  3oi , lin.  10;  a cannocchiali  corrige  di  cannocchiali 
Pag.  167,1*111.  8.  Da  questa  forinola  si  perviene  agevolmente,  col 
metodo  che  ho  tenuto  (463),  alla  seguente  che  è più  comoda  al 
calcolo , e die  mi  fu  suggerita  dal  Sig.  Ab.  de  Lambre  : 


sen-ìAEP  — y/ 


scn, t f ARP  -4-  1UE  — RPE)  scn.j(ARP  RPE  — RAE) 
coi. H.-VL  cos. RPE 


35  Art.  325.  IlSig.  Ab.  de  Lambre  trova  l’angolo  cercato  EAe,  con 
una  sola  forinola , eh’  egli  dimostra  con  somma  semplicità  per 
mezzo  della  Trigonometria  sferica.  Noi  dovendo  in  questo  luogo 
adoperare  la  rettilinea,  giungeremo  alla  stessa  forinola  nel  modo 
che  segue. 

Dal  punto  r si  consideri  calata  sopra  RE  una  perpendicola- 
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' re;  questa  sarà  parallela  ed  eguale  ad  Ee , e si  avrà  Rr*  = Ee* 
-t-  (RE  — rey  = E e1  -+-  RE1  -+-  re'*—  2 RE  X re  = 
E<j*  AR1  — AE1  -4-  A r*  — Ae*  — 2Re  X re.  Dunque 
AE*  -4-  Ae’  — Ee*  =;  AR1  -4-  A r*  — Rr’  — 2 RE  X 
re;  e per  conseguenza  (232)  J 3 AE  X Ae  X cos.EAe  = 
2AR  X A r X cos.RA r — 2 RE  X re,  ove ro  cos.EAe  = 


AR  X Ar  X coa.RAr  — RE  X r<  cos.RAr  — icn.RAE  itn.rke 

AE  x Ai  ciw-RAE  cot.rA e 

cando  a questo  valore  di  cos.EAe  U metodo  (4^3) , si  perviene 
alla  forinola  del  Sig.  Ab.  de  Lambre,  che  è 


sen.iEAe  = y/ 


rscn.  -r(RAr  -4-  RAE  — rAr)  sen.?(RAr  -f  rA<?  — RAE) 


cos.RAB  Los.rAc 


Art.  342.  Di  questo  problema  il  Sig.  Ab.  de  Lambre  dà  la  seguente 
soluzione , la  quale  è più  breve  e più  comoda  della  mia  per  il 
calcolo. 


AD  = 


AC  X »*n.ACD AB  X sen.ABD 


: però  sen.ABD  I sen.ACD  Fig.41 


• • 
• • 


sen.n  sen.m 

AC  sen.m  AB  sen.n;  e per  conseguenza  (II.  12'), 

lang. 4 (ABD  -4-  ACD)  AC  X sen.m  + AB  x sen.n  _ l 

Un|-TÀBb---ACl37  = ÀC^n-mlTÀB-X  » CCl  met°- 

do(20p), 


tang.  a 


AB  X sen.n 
AC  X sen.n»  * ^ 


tang.-j(ABD  — ACD)  = tang.;  (ABD  -4-  ACD)  cot.(45°-4-  a). 


La  somma  ABD  -4-  ACD  è una  quantità  conosciuta , poiché  il 
quadrilatero  ABDC  dà  ABD  -t-  ACD  = 36o°  — BAC  — BDC. 
Si  ha  dunque , col  mezzo  di  queste  forinole,  il  valore  assoluto  di 
ABD  e di  ACD  ; dopo  di  che  la  determinazione  delle  distanze 
cercate  in  questo  problema  non  patisce  più  difficoltà. 

Quando  tang.  ; (ABD  — ACD)  risulti  negativa,  si  porrà  •+■ 
tang.  1 (ACD  — ABD)  in  vece  di  — tang. ì( ABD  — ACD), 
(164). 

Art.  358,  lin.  3.  Comprendo,  con  altri  Autori,  sotto  il  nomege- 

Lll  ij 
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nerale  di  caso  ìrrtdultibile  tutte  le  equazioni  del  terzo  grado  die’' 
hanno  tre  radia  reali.  Era  estraneo  e infruttuoso  al  mio  scopo 
l’entrar  nelle  distinzioni  dell’  Analisi  sulla  precisa  diffinizione  del 
Caso,  stesso:  tanto  più  che  alla  Trigonometria  è indifferente  che 
ìe  ràdici  sieno  razionali , o irrazionali  ; essa  le  trova  con  sempre 
uguale  facilità. 

Art.  36 1 , alla  fine,  acide  In  generale,  mA  essendo  il  moltiplice 
di  A , e c la  circonferenza  del  circolo , le  radici  delle  equazioni 

(i25)  sono,  sen. A,  sen.  -+-  A^  , sen.  (£  -+-  A),  e cosi 
discorrendo  , finché  si  pervenga  all’  ultima  , che  è sempre  ■ 

Ponendo  nelle  espressioni  precedenti  cos.,  in  vece  di  sen. , si 
avranno  le  radici  delle  equazioni  de’ coseni  degli  archi  moltl- 
plici. 

Art.  3 69 , lin.  18  ; adde  Prendendo  la  somma , si  ha  un  secondo 
valore  di  A che  sodisfa  all’equazione  (F) , la  quale  è implicita- 
mente di  secondo  grado , come  si  può  vedere  sostituendo,  per 
esempio,  \/(.i  — sen.’  A)  in  vece  di  cos. A , indi  risolvendo 
l’ equazione  coi  metodi  ordinar)  per  ricavarne  il  valore  analitico  . 
di  sen.  A. 

Pag.  216,  lin.  9 ; a corrige  A 

Pag.  23 7,  lin.  7 ; due  forinole  corrige  una  formola 

lin.  9;  le  quali  non  si  traducano  corrige  la  quale  non  si' 
traduca 

Art.  463,  lin.  9;  ( 398)  adde-,  purché  l'arco  cercato  non  sia  com- 
posto della  somma  di  due  archi,  nel  qual  caso  esso  può  essere 
qualche  volta  maggior  di  90°. . 

Art.  465,  lin.  8 -,  per  vie  più.  laboriose.  11  metodo  che  ho  seguito 

- nel  dimostrare  le  analogie  di  Neper  è quello  che  ha  usato  il  Sig. 
Mauduit  ( Astronomie  sphérique)s 

Art.  488,  lin.  12.  In  vece  di  questa  regola  , il  Sig.  Ab.  de  Lambre 
ha  trovato  quella  che  segue , la  quale  ha  il  vantaggio  di  rendeE 
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nota  (quando  è possibile  di  togliere  il  dubbio)  la  specie  dell’an- 
golo cercato,  avanti  di  calcolare  il  valore  di  esso  : il  che  è utile 
sopra  tutto  ne’ problemi  (489,490). 

Un  angolo  è della  stessa  specie  del  lato  che  gli  è opposto,  sem- 
pre che  l’un  de’ lati  adjacenli  abbia  un  valore  intermedio  inclu- 
sivgmente , fra  il  valore  del  lato  opposto  e il  valore  del  supple- 
mento del  lato  opposto. 

Per  esempio , sia  AC  = 5o°,  e per  conseguenza  i8o®  — Fig.53 
* AC  = i3o°.  Se  il  valore  di  AB  non  sia  nè  minor  di  5o°nè 
maggior  di  r3o°,  l’angolo  C sarà  della  stessa  specie  di  AB. 

Questa  regola  può  dimostrarsi  nel  modo  seguente.  Poiché 

(VII.  n‘),cos.C  = ET. rp , è eli  taro  che  C sara 

della  stessa  specie  di  AB,  sempre  che  sia  cos. AB  ;>  cos.BC 
cos.AC.  Ora  facilmente  si  scorge  che  questo  ha  luogo  ogni  volta 
che  si  abbia  AC  = AB  , o AC  = 1 8o°  — AB  , o pure  che 
il  valore  di  AC  stia  fra  quelli  di  AB  e di  180°  — AB  ; giacché, 
in  tutti  questi  casi , cos. AB  è o eguale  o maggiore  di  cos.AC,  e 
per  conseguenza  cos.  AB  >■  cos.BC  cos.  AC. 

Mi  rincresce  non  poter  inserire  la  dimostrazione  sintetica  del 
Sig.  Ab.  de  Lainbre , la  quale  esige  una  figura  particolare  : ma 
questa  dimostrazione  fa  vedere  i°.  che  la  sua  regola  abbraccia 
tutti  i casi,  ne’  quali  è possibile  di  togliere  il  dubbio  ; 2°.  che  la. 
regola  da  me  data  gli  abbraccia  ugualmente. 

Art.  492  ,lin.  5.  Qui  pure  il  Sig.  Ab.  de  Lainbre  sostituisce  la  re- 
gola seguente, che  è utile  sopra  tutto  ne’  problemi  (493,494). 

Un  lato  è della  stessa  specie  dell’  angolo  che  gli  è opposto , 
sempre  che  l’un  degli  angoli  adjacenti  abbia  un  valore  interme- 
dio inclusimrnentc , fra  il  valore  dell’ angolo  opposto  c il  valore 
del  supplemento  dell’  angolo  opposto. 

E facile  dimostrare  e ricavar  questa  regola  dall’equazione 
(VII. 29'),  a similitudine  di  quel  che  abbiam  latto  qui  sopra  rela- 
tivamente all’  art.  488. 


Digitized  by  Google 


454  Appendice. 

Pag.  36 1 , lin.  20;  fa  = corrige  fa  a s=* 

Art.  77 t.  Le  due  equazioni  di  questo  articolo  danno  il  valore  di 
z co  « in  parti  di  R = ì , come  sono  gli  archi  della  tavola  (AA). 
Se  si  vuole  il  valore  di  z co  u in  secondi , conviene  moltiplicare 
per  R"  ogni  coefficiente  di  sen.u,  sen.au,  &c.,  e di  sen.  z, 

• sen.2z,  &c. 

Pag.  382,  lin.  i3.  Il  Sig.  Ab.  de  Lambre  mi  ha  fatto  riflettere  che, 
per  le  stelle  circompolari , a cagione  delle  rapide  ineguaglianze 
di  tang .deci.,  l’impiegar  la  declinazione  intermedia  non  basta  a 
dare  con  ogni  esattezza  il  valor  della  precessione  in  ascensione 
retta,  quando  si  tratta  di  un  intervallo  di  più  anni.  Si  potrebbe 
rimediare,  spezzando  l’ intervallo  in  diversi  intervalli,  e molti- 
plicando i calcoli  : ma  in  ogni  modo  propongo  la  formola  se- 
guente, che  è rigorosa , e cavata  dalla  prima  analogia  ( 638)  can- 
giando le  lettere, e sostituendo  le  denominazioni  come  feci (784). 

• 

sen  .prec. ascensione  retta  = 2s en.\prec.  longitudine  X r^0  17^' X 
(cos.  obi. cos. long,  -t-  j prec. long.  cos. asc.r.  -{-sen. long.  -{-{prec. long,  sen .asc.r.) 

In  vece  di  +^e.totg.)-  si  può  mettere,  se  piace  piu, 

cos  ìat.  m 

co %.(fUct.  prcc.dcd.) 

Art.  806.  11  Sig.  Ab.  de  Lambre  ha  composto  dodici  forinole  nuove 
per  trovar  la  distanza  vera  di  due  astri , di  cui  siasi  osservata  la 
distanza  apparente.  Prescelgo  una  di  dette  forinole , che  può 
dedursi  da  quella  del  Sig.  Cav.  de  Borda , e riuscir  più  spedita 
nel  calcolo , se  non  dispiace  il  cercar  due  coseni  nelle  tavole  tri- 
gonometriche in  numeri  naturali. 

Sia  D la  distanza  apparente  di  due  astri , x la  distanza  vera, 

A l’altezza  apparente  dell’uno,  a l’altezza  vera  del  medesimo, 

B l’ altezza  apparente  dell’  altro , b la  sua  altezza  vera  j la  formola 
del  Sig.  Cav.  de  Borda  è la  seguente 

cos.-j-CA+B  + D)  cos  T ( A-+-B ooDjco*. a cos. A\ 

COS.  A LOS.  U /’ 


sen.jx 


=V( 


cos. 


f 
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la  qual  si  risolve  con  le  sole  tavole  trigonometriche  in  logaritmi , 
col  metodo  (208).  , 

Esprimiamo  questa  forinola  così  : sen.’i  x = cos.a  ì {a  -4-  b) 

— m ; sarà  (I.  7%  24*  ) , — - — = 7 — — : 

e riducendo,  e trasponendo,  cos.a:  ==  2 m — cos.(a-t-ò). 
Restituendo  in  questa  equazione  il  valore  di  m , si  ha  la  forinola 
del  Sig.  Ab.  de  Lambre , come  segue  : 


cos.a:  = B + C0,;'(A  + B(^D)  t<Ma  — cos.  (a  -+-  b ). 

cos.A  cos.B  N 7 

Pag.  408,  lin.  9 ; fetta.  © corrige  retta  © 

Art.  863.  Il  Sig.  Ab.  de  Lambre  mi  ha  fatto  riflèttere  che  si  può 
risparmiare  la  descrizione  de’  meridiani  e del  parallelo.  Come  i 
punti F,G  sono  a distanza  eguale  dai  poli,  basta  trovare  questa  Fig.93 
distanza  ; giacché  allora  con  quei  due  punti  e col  raggio  si  ha 
tosto  il  centro  del  circolo  da  descriversi.  Ora  il  triangolo  PMH  , Fig.92 
rettangolo  in  H (85p),dà  (VI.  10*),  colPM  =cos.P  cot.PH  = 
cos. long,  cot ,laL\  e PM  è appunto  la  distanza  cercata. 

Art.  864,  lin.  9^  dal  corrige  del 

Tavola  I , formala  42*;  corrige 


' i 

\ ' * » * 
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Valore  degli  archi  circolari  in  parti  del  raggio  supposto  eguale  all'unità ; 


Vedi 


i*  = 0,017,(53  292519  943295  769236908 

2 o,o3.(yo6  583o39  886691  538.j7.J8i5 

3 o,oJ2Ì>9  877559  829887  307710723 

4 0,069813  170079  772183  076947631 

5 0,087266  46 2 699  716478  846184538 

6 0,104719  755119  659774  615421446 

7 0,122178  047639  60.1070  384648Ì54 

8 0,189626  340159  5|6i66  153893261 

9 0,157079  632679  489661  928132169 

10  0,174:132  926199  432967  692169077 

11  0,191986  217719  376263  461605985 

12  0,209439  510269  319549  230842892 

13  0,226892  802769  2628)6  000079800 

24  0,244346  096279  206140  769616708. 

15  0,261799  3»7799  149436  5385536i5 

16  0,279262  680319  092732  3077905 j3 

17  0,296705  972839  036028  0770274.81 

18  0,314159  265348  979223  846264838 

19  o,3.ìi6i2  557878  922619  61.5501246 

ao  0,349065  860398  865915  584738i54 

21  0,366619  142918  809211  153976061 

22  0,386972  436468  752606  923211969 

23  0,401425  727968  69)802  692448877 

24  0,418879  020478  669098  461685784 

25  0,436332  312998  582394  230922692 

26  0,453785  6o55i8  526690  0001596.10 

27  0,471268  8y8o38  468985  769396507 

28  0,4886912  190668  412281  538633415 

39  o,5o6i45  483078  355577  307870323 

So  0,62.3598  776.598  298876  077107231 

3i  0,541062  068118  242168  846244*88 

3a  O,5.i35o5  36o638  185464  615681046 

33  0,575968  653 1 58  128760  384817954 

34  0,593411  946678  072056  1540.54861 

35  0,61  0*65  238198  oi535i  92629176 9 

36  0,62,5318  530717  958647  692528677 

37  0,645-77 1 823237  901943  461765.684 

38  0,66 >225  ir5757  845269  231002492 

69  0,64*0678  408277  788535  000239400 

40  0,691*4 i3i  7004  97  73i83o  769476307 

41  0,71 5.584  9933 17  675126  5387i32i5 

42  o,733o,38  285837  618422  S0795012.3 

4S  0.760491  578355 • 561718  0771870.60 

44  0,767944'  87087J  5o5qi  5 


,46). 


4 5*  = 0,785398  163397  4 »83o9  615660846 

46  0.80285 1 455917  3f;i6o5  384897754 

c, 820304  7484Ì7  334901  154134661 

48  0,837758  040957  278196  923371669 

49  o,8552ii  333477  221492  692608477 

60  0,872664  625997  16(788  461845384 

51  0,890117  918217  108084  231082292 

52  0,907571  ai  1037  o5i38o  000319200 

53  0.925024  5o3556  994675  769556107 

54  0,942477  796076  907971  538793015 

55  0,969931  088696  881267  308029923 

56  0,977384  38in6  824563  077266830 

57  0,994837  673636  7678.58  846503738 

58  1,012290  966156  711164  615740646 

69  1,029744  268676  6.54450  384977553 

60  1,047197  551196  597746  154214461 

61  1,064650  8 4^7 1 6 541041  923451369 

62  1,082104  1 36236  4843Ì7  69268827 6 

63  1,099657  4287.56  427633  461926184 

64  1,117010  721276  370929  231162092 

65  1,104464  013796  314226  000399000 

66  1,151917  3o65i6  257520  769600907 

67  1,169670  598836  200816  538872815 

68  1,186828  891356  144112  308109723 

69  1,204277  183876  087408  07734663© 

70  1,221730  476396  o3o7o3  846583533 

71  1,239183  768915  973999  615820446 

72  i,25 663 7 061435  917295  385o57353 

73  1,274090  353955  860591  154294261. 

74  1,291543  646475  800886  92Ì531169 

75  1,308996  938995  747182  692768076 

76  1,326460  23 1 5i 5 690478  462004984 

77  i,343po3  524o35  6.33774  23124189* 

78  i,36i366  8i6555  577070  000478799 

79  1,878810  10907.5  52o365  769715707 

80  1,396268  401595  463661  538952615 

8»  1,413716  694115  406957  308189522 

82  1,431160  986655  350253  077426450 

83  1,448625  279155  290.548  8(6663338 

84  1,466076  671675  206844  616900246 

85  1,48)629  864195  180140  3S5i37i53 

86  1,50098)  156715  1234Ì6  154874061 

87  i,5t8(36  449235  066731  92Ì610969 

8$  i,53j889  741755  010027  692847876 

«9°  = 
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$9#  = 1,553343  034274  9533ì3  462084784 

90  1,570796  326794  896619  231321692 

91  1,788249  619014  8Ì9915  000.558599 

92  1,605702  911804  780210  769795507 

93  i,6i3i56  204354  726006  ^39032415 

94  1,640609  496S74  669802  308269322 

95  1,608062  789094  61Ì098  0775*6230 

96  i,6r$5i6  081914  556393  846743138 

97  1,692969  374434  499689  610980045 

98  1,710422  666904  442985  085216953 


457 

99*  = 1,72787 5 959474  386281  i5445386i 

100  1,745329  251994  329576  023690769 
120  2,094395  102593  195.192  008428922 
t5o  2,617993  877991  494065  385536 1 53 
180  3,14*592  653589  790238  462642283 

210  3,665191  429188  092111  509750614 
240  4,188790  2047S6  390984  616857844 
270  4,712388  980284  689807  6 90960070 
33o  6,759586  53i58i  267603  848179536 
36o  6, 28Ì 1 85  307179  586476  925286767 


1 1 = 0,000290 

2 o,ooo58i 

3 0,000872 

4 0,001 1 63 

5 0,001454 

6 0,001740 

7 0,002036 

8 0,002327 

9 0,002617 

10  0,002908 

20  o, 005817 

3o  0,008726 


88S208  662721 
776417  33 ì 443 
664622  997164 
552824  662886 

441043  328607 
32925 1 994329 
217160  66oo5i 
105669  3^5772 

993877  99M94 

882086  627215 

764173  3 1 4i3 1 
646229  971647 


696153948 
192307897 
788 16184  ' 
38^615794 

980769742 
57 6920691 
1 73077639 
7692Ì1288 

365385536 

961539182 

923078969 

8846 1 8424 


1"=  0,000004  8^8i36  811095  359935S99 

2 0,000009  696273  622190  719871798 

3 0,000014  54441®  4^3*86  079807697 

4 0,000019  392Ì47  244281  42974259 7 

5 0,000024  240684  055476  799679496 

6 0,000029  088620  866572  15961 5Ì95 

7 o,oooo33  936957  677667  519521294 

8 o,oooo38  782094  488762  879487193 


f; 

io 

20 

3o 


0,000043  633x31  2998 >8 
0,000048  48 *68  110923 
0,000096  962736  221907 
0,000145  444104  322860 


239423093 

599328991 

198717983 

798076974 


4° 

5o 

60 


0,011 635  528346  628863  846157938 
0,014541  4104Ì3  286079  807697423 
0,017453  292519  943295  769226908 


40 

5p 

60 


0,000193  926473  443814  397435966 
0,000242  406840  554767  9967949 57 
0,000290  888208  662721  5961Ì2948 


Giunte  all’Errata  delle  Tavole  di  Logaritmi  stampate  in  Parigi, 
presso  Desaint  , 1768  ; x voi  in-12.  Vedi(i68). 

Siccome  le  pagine  di  queste  Tavole  non  hanno  il  consueto  numero  in  testa  che  le  distingua  I’una 
dall'altra , cosi  per  citarle  si  * preso  l'espediente,  per  la  Tavola  de' Logaritmi  de' seni,  tan- 
genti, &c.,  d'indicare  i gradi  e minuti  del  primo  seno  della  pagina*  dove  trovasi  l'errore  scoperto. 

Similmente  le  pagine  della  Tavola  de’  Logaritmi  de’  numeri  sono  citate  per  via  del  numero  dal 
quale  incominciano.  . 

Errata  della  Tavola  de'  Logaritmi  de'  seni,  tangenti,  etc. 


i°. seno  della  pagina.  Colonna.  Errori.  CorroTÌoni. 

Sin. 5*  3o'  .....  6a  . ...  Tai 7^.4  . . . Tang.S.i 

9 0 4 • • • • 9. 3997 1 3 . . .9.1 997 1 3 

10  3o  .....  4 ....  6. 263907  . . . 9 . 260907 

«è,  7 • • • - p- 691971  . . . 9 . 991971 

1 1 3o 4 ....  9 . 326753  . * . 9 . ia685i  * 

*7  jo 6 . . . . 0.487765  . . . 0.497765 

20  3o 5 ...  . 0.642  ...  0.641 


Mmm 
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j®.  seno  della  pagina.  Colonna.  Errori.  Correzioni. 

sin. t.  3*  Znl  .....  a*  . ...  9. 906179  ' . . . 9.606179 

22  2°  ......  a ....  0 . 964342  - . . . 9 . 694342 

S o rv.  x.  afi  . . . tv.  x.  o 

39  3o 6 . .’.  Colane.  19  • . . Colane.  3o 

3i  2a  . . VI.  X.  1.  ...  I V.  X.  i_ 

33  o 3,  4*  casella . o . ...  o . Ì22 

33  3o VI.  X.  26  . . . IV.  X.  a6 

3q  1 ...  . sin.  01  ...  sin.  So 

il  ° 4..  ..9. 954447  • • • 9 • 954437 

4*  3o 1 .Vii:  . . . i,  vii n 


'Si  aggiunga  un'unità  all'ultima  nota  de' logaritmi  di  cos.  17*13',  di  col 

e di  tang.38*  47'. 


31*27',  di  tang.38* 28' 


Errala  della  Tavola  de  Logaritmi  de’ numeri  naturali.  - 


1°.  numero  della  pagina.  Colonna.  Errori.  Correzioni.  - 


810 

1)00 


990 

i53o 

1890 

2260 
43ao 
4590 
. 4770 
S040 
6400 
558o 
5670 
6210 
71 10 
8010 

8190 

11070 

11880 
11970 
12240 
1 48  ‘>0 
i683o 


8* 

6 


3 ; 

& . . . 
3,  incasella 
2ì  casella 

3 . 


t-Ii-S 

^7 


424 

435 

ili 

283 

oàs  ’ 

. 280035 


2339 

o . ltì.  o" 

0 . 1 7 ' 3o  * 
4883 

65 

5463 

1.  33'  3^ 
5938 
6279. 
7233 
éoii 

5 . 04460 6 
Lee  dì/ fi  io 

iifii 
■ io5a 
1 i3io 
i4>39> 
4_.  238323 


Si  aggiunga  un’ unità  all’ ultima  nota  di-’ Logaritmi  de’ numeri  seguenti 
6.t6 , 13267,  15097,  i5668. 

Si  tolga  un'unità  dall' ultima  nota  de' Logaritmi  de'  numeri  seguenti  : 

17609,  19116.  ... 

Ciascuna  delle  differenze,  343 , 361,221,  217.  i83,  175,  de' Logaritmi  dei  numeri  deve  esser 
portata  avanti  di  una  casella. 


o ■ 1 4 ’ 3o  ", 


458 


384 
283 
228 

3 . 2goo35 


'2Ì2(y 

1 . 12'  o" 
1.  i7'3o" 
4783 

85 

547? 

L.  351 


ó738 
6269  1 
7i33 
8022 

3 . 908431 
8212 

4 . 044696 

Log.dìj!f.i9  . 

119l3 

i2o5a 
123 10 
14939  • 

4 . 228323 

aia,  45o,  45i", 53i  , 

i6a3,  2692,  6545, 
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Tavola  (BB  ).- 

Logaritmi  de'  numeri  primi,  dal  2 fino  al  io83.  Vedi  (190). 

Lt  careluriuithe  lono  omelie  in  quella  TaeoU. 


Num. 

A 

3 

5 

7 

11 

ti 

•7 
1 9 

a3 

39 

3i 

37 

<> 

43 

il 

59 

61 

67 

7* 

73 

II 

89 

97 

tot 

io3 

107 

109 

1 1% 

'V 

1 3 1 

>37 

139 

149 

1Ì1 


s 

lèi 

UÀ 

Ì2i 

■2 


Logaritmi. 


Num. 


30102 

99956 

6398. 

19521 

1 SI 

477.2 

11047 

I9662 

48730 

199 

69897 

ooo4i 

36o.  8 

80429 

2_1_L 

84509 

80400 

1(256 

85=71 

223 

04139 

2685 1 

58225 

04075 

2 27 

Il  394 

33523 

06836 

7692I 

a3o44 

892l3 

78273 

928(4 

27875 

36009 

52828 

96  1 64 

2J9 

36172 

78360 

17692 

87887 

2(1 

46239 

79978 

080.66 

08733 

2J_1 

49 1 36 
56820 

I69Ì8 

17*40 

34272 

66994 

67967 

99681 

3 

6.278 

38567 

19735 

49(5* 

269 

633(6 

8.(555 

79386 

52641 

221 

672O9 

7*4*7 

78579 

58696 

83717 

00789 

46441 

04663 

77085 

201 16 

43.44 

19026 

785Ì2 

9835o 

10767 

03389 

82607 
85 1 ±5 

48027 

83(87 

OOK26 

19075 

434I5 

28609 

1 

8633a 

28601 

204.55 

90107 

1 il 

89762 

9*907 

70912 

80923 

9044 1 
76073 

4 **799 

90  3, Sì 

ÌZ 

94939 

OO066 

449*  * 

78472 

33z 

98677 

17342 

66244 

85178 

3(7 

OO  l Ì2 

i3737 

82642 

57ql8 

3T9 

01283 

7“  (7 

05172 

20517 

333 

02938 

07776 

85209 

6,o83 

35q 

03742 

o53o7 

fi4979 

H4434 

40623 

83419 

63520 

72280 

367 

m 

m 

io38o 

37209 

55956 

86(25 

11727 

12966 

53764 

26o8l 

I0672 

06671 

56406 

76856 

389 

14^01 

48002 

540p5 

08046 

s?7 

17318 

62684 

12274 

o38a6 

401 

17897 

69472 

93l69 

43687 

i9/589 

96524 

09233 

73676 

4 1 9 

212.8 

76044 

03967 

8076! 

■1  = » 

22271 

6(7.1 

47583 

27998 

43  1 

238o( 

6io3i 

28795 

4.(56 

433 

2.5285 

3o3oq 

79893 

16957 

4.39 

26767 

86748 

69 1 84 

5l029 

in 

4(9 

28103 

33672 

47727 

.63764 

28555 

73090 

°7773 

76060 

Mz 

=94 

298K  ; 

32(7.8 

34830 

356oa 
33983 
36735 
3;  829 

3S20 1 
39967 
40993 
41995 

4297.5 

43296 

44^47 

4,87° 

45178 

46686 

48713 

49276 

49.554 

5oio5 

51982 

52762 

54o32 

54282 

•'•4777 

55509 

56466 

57170 

57863 

583.9 

.88994 

89879 

60214 

61172 

62221 

62(28 

6Ì447 

636,8 


Logaritmi. 

62261  61592 

30764  09706 
2,(552  97692 
4863o  48160 

5827 1 o3 1 22 
5.(823  09887 
59210  26018 
79009  48137 


70425 
372,4 
3 1 2.33 
57484 

22800 
92908 
97690 
63 199 

6(355 

76203 

83754 

03890 

43375 

92622 

7W37 

99008 

947  (7 

Ó4269 

470.53 

.(.(485 

60642 
883 18 
92099 
87709 

96013 

08067 

437*6 

00080 

40229 

209.88 

72701 

7S965 


74868 

81008 

3.294 

02407 

74405 

05079 

24290 
54109 
77.86 
a683 7 

46448 

177.81 

757*« 

7.338 

90873 

59179 

87822 

783l9 

52089 

08687 

(>8072 

68022 

I ’ 

2.5707 
63 1 »5 
20182 
0734. 

6629.5 

.35668 

6o”3. 

53365 


64246  48202  42121 
6 |6.(o  37262  28069 
68224  6 >410  o3323 

60991  62000  69800 

M m m ij 


92237 

6ÌOIO 

66)08 

673q8 

72010 

994*3 

9-219 

685oo 

3S.(oS 
1 3924 
53?  16 

86897 

98009 

729.')* 

553;8 

89286 

a3556 

42624 

48475 

5o555 

48481 

49(55 

7386 1 

62619 

7185.4. 

89654 

5655o 

14781 

33799 

6o55i 

34193 

7(o38 

7362| 
06288 
3o6 1 1 
8o36i 

3098) 

(30744 

•60076 

44270 

37063 

56oa3 

1749A 

22235 
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460 

Num. 

66370 

Logaritmi. 
09053  89648 

>4507 

Num. 

773 

88817 

Logaritmi. 
94989  1 83a4 

90897 

463 

66558 

O99IO 

*7953 

13567 

787 

89597 

473*i 

59064 

55847 

6693l 

688o5 

66l  12 

16309 

797 

90145 

832i3 

96112 

347*7 

412 

68o33 

55 134 

14563 

22010 

809 

90794 

852i6 

12272 

30432 

487 

«8753 

89612 

14634 

33246 

81  ■ 

909O2 

08542 

111 56 

03069 

421 

69IOO 

>49** 

22.968 

47*75 

821 

91484 

31571 

19440 

77180 

499 

/io.) 

6981O 

05456 

23389 

9*417 

828 

oi53o 

98862 

12269 

83977 

7oi56 

7985o 

55927 

39710 

8*7 

91750 

55op5 

525^6 

67071 

509 

70671 

77813 

36758 

74657 

829 

9i855 

453o5 

5o273 

553ia 

.631 

71 683 

77*3* 

99624 

474*4 

8I9 

92376 

1 9608 

287OO 

27Ì02 

5a3 

7i85o 

16888 

67274 

26926 

Sii 

93094 

903  1 1 

675a3 

oiooo 

5.|i 

733 19 

72651 

06569 

43688 

857 

93298 

08219 

28198 

16429 

■'547 

73798 

73a63 

3343o 

7738i 

859 

93399 

3 1 638 

31242 

3o263 

5j7 

74585 

5i95i 

70728 

90044 

863 

936oi 

07967 

15209 

69266 

563 

75o5o 

839,8 

51346 

U29O9 

877 

94*99 

9/»9Ì3 

66040 

5i8a3- 

569 

755i  1 

22663 

95o7i 

17229 

881 

94497 

B9084 

12047 

91274 

571 

75663 

61081 

4 5848 

OSOO^ 

883 

94596 

07035 

77568 

58562 

■'>77 

76U7 

jSi  3i 

557S1 

42H49 

887 

9479* 

36iq8 

Si  726 

39220 

•éz 

;6«63 

81012 

47614 

476o6 

9°7 

96760 

72870 

60095 

25:>8  > 

jp 

773o5 

46933 

64262 

6064O 

9“ 

9595l 

83-69 

7*998 

2476* 

599 

7774» 

783?^ 

68223 

8931 1 

37983 

9*9 

9633 1 

55n3 

86111 

26520 

601 

44720 

0273o 

52089 

9*9 

96801 

57l39 

98641 

76318 

Coi 

86910 

7.5257 

58C96 

s37 

97173 

95908 

87778 

2Ó3o3 

6ii 

78746 

04745 

l84l5 

03774 

94  * 

97358 

96284 

27286 

90884 

6,7 

79028 

5 1640 

332.fi 

68205 

947 

97634 

99790 

o'iiy'i 

41875 

6 19 

79*69 

06490 

20117 

97680 

9^3 

97909 

29G06 

383a6 

tfé 

651 

80002 

93292 

44l34 

5i3o2 

967 

98042 

67740 

83ooi 

6,. 

8o683 

80295 

18817 

42225 

97* 

987*1 

9**99 

08004 

86280 

643 

8o8.il 

09729 

24222 

07249 

977 

98989 

45637 

i8773 

07091 

«47 

8ÌO9O 

42806 

81812 

687OO 

38446 

983 

99255 

35i78 

3ai  35 

62275 
3 2836 

6o3 

81491 

7.5o73 

92143 

99* 

99607 

36544 

85275 

639 

81 888 

54145 

94009 

86128 

997 

99869 

5i583 

ii655 

7 1 988 

66l 

82020 

14594 

85640 

23665 

IOO9 

oo38g 

1 l662 

36910 

52172 

^3 

8jRoi 

60642 

aÌ976 

8.1648 

10  i 3 

00060 

94453 

60280 

4-841 

«77 

83o58 

86686 

85144 

3i6oi 

1019 

00817 

41840 

06426 

39490 

«Si 

83i42 

07006 

81 53a 

66340 

1021 

00902 

57410 

869IO 

24725 

«91. 

83947 

80473 

74 1 98 

40758 

io3i 

Ol325 

86652 

835 1« 

54691 

JOl 

8,57* 

80I7O 

66658 

65706 

io33 

01410 

o32i5 

I962O 

67904 

7°9 

85o6  \ 

6235i 

83o66 

54285 

IO  >9 

01661 

55475 

57>77 

41240 

7*9 

83672 

88903 

82882 

60777 

1049 

02077 

54881 

9^7 

85991 

727 

861 53 

44108 

69037 

836il 

io5i 

02160 

27160 

28242 

22C08 

733 

86610 

39746 

41127 

94317 

1061 

0*571 

53839 

01340 

66012 

ri 

7 *9 

86864 

44383 

94812 

73669 

io63 

02653 

32645 

23296 

7*<>97 

743 

87098 

88167 

60575 

29242 

1069 

O2897 

77062 

08778 

01749 

7S1 

87563 

99370 

04168 

38975 

1087 

03Ó22 

95440 

S6294 

53993 

7.47 

87909 

58795 

00072 

75709 

1091 

03782 

475o5 

88341 

8776i 

761 

88i  38 

46.*»67 

70572 

82637 

1093 

o38Ó2 

01619 

49702 

79227 

7C9 

88392 

\ 

63698 

! 

OI4Ì1 

03960 

i°97 

04020 

662  y5 

757“ 

10212 
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Num. 

Lo®  3 unni. 

1 isi 

04257 

55 1 24 

40190 

59866 

1109 

04493 

16461 

49l6o 

06^71 

iui7 

O48o5 

3iy3i 

15609 

05702 

uai 

o5o37 

9756a 

61457 

7M9 

>129 

05269 

39419 

24967 

86114 

>i5i 

06107 

53x36 

39791 

80. 65 

n53 

06182 

93072 

94699 

02164 

x 1 63 

06557 

2ZL4Z 

28448 

41 138 

«'7' 

o6855 

68950 

7^363 

1299» 

1181 

07224 

98976 

1 35  4 

79908 

>187 

°7-»45 

O7189 

54591 

22046 

119J 

07664 

04436 

70J41 

87278 

4^1 

Num. 

Logaritmi. 

1201 

07954 

30074 

02906 

04893 

1 2li 

08386 

08008 

66572 

97420 

1217 

08529 

06782 

30064 

98)186 

1223 

08742 

64570 

36285 

46333 

1229 

o8955 

18828 

86454 

08564 

I23l 

09025 

80629 

3i3i6 

30782 

1237 

09236 

96096 

29120 

65363 

1249 

09656 

24383 

74135 

5i2o3 

1259 

10002 

57301 

07862 

69756 

1277 

10619 

08972 

634i5 

28661 

1279 

1283 

10687 

10822 

05444 

66563 

78653 

74928 

92264 

5o365 

Fattori  de  numeri  composti  che  non  sono  divisìbili  per  2_,  nè 

per  nè  per  5. 


Num.  Fattori. 

Num. 

Fattori. 

Num. 

Fattori. 

Num.  Fattori. 

Num.  Fattori. 

49  — 7 ■ l 
77  = 7 • U 

|zz_=_ 

391  = 

i3. 29 
17.26 

«Z_=L 

649  = 

7.7.13 

871  = i3  . 67 
880  = 7 . 127 

lill  =r  11.101 

11  . 09 

1121  ss  19  . 69 

91  = Z_.  il 

40Ì  = 

1 3 . 3i 

667  = 

ìi  • 2g 

893  = ig  . i2 

1127  — 7.7-2  i 

119  = 7 . 17 

407  = 

n.37 

671  = 

1 1 . 6l 

899  = 29  . 3i 

1 133  ss  1 1 , io3 

121  = 11.11 

4li  = 

7 • 59 

.679  = 

7 • 97 

901  = 17  . 53 

1139  ss  17  . 67 

»33  = 7 . 10 

427  = 

7 . 61 

689  = 

|3  . Ì3 

913  = 11  . 83 

1141  ss  7 . 16Ì 

«HE 

1!  Il 

432  = 
401  = 

19.23 

1 1 . A l 

697  = 
70Ì  = 

■2.41 

19  . 37 

917  = 2 • ili 

923  = i3  . 71 

1147  = h-i  37 
1167=  i3  . S9 

169  = li . li 

469  = 

7 • h 

707  = 

2 • L£i 

931  = 7.7.19 

1 139  ss  19  . ai 

187  = 11.17 

473  — 

n-43 

7 1 3 = 

23  . 3» 

943  = 23  . 41 

1 169  = 7 . 167 

203  = 7 . 29 

481  = 

i3.  37 

721  = 

1_1  V* 

949  = 13  . 73 

1177  = 11.107 

209  = 1 1 . L9 

493  = 

■7-29 

731  = 

12  . il 

9->9  = 7 ■ “7 

1 1 83  =s  7. 1 3. 1 3 

317  = 7 . 3i 

497  = 

7 • 7* 

7^7  = 

1 t - . 67 

961  = 3i  . 3i 

1 189  ss  s9  . 41 

221  = 13.17 

6 1 1 = 

7 • 7 3 

749  = 

7 • ><>7 

97?  = 7 • i32 

1199=  1 1 . 109 

347  ss  i3. 19 

5i7  ss 

“•47 

763  = 

Z-  i£2 

979  = 11  . 89 

1207  = 12  . 2! 

ibi  ss  11.23 

527  = 

1 7 . 3 1 

767  = 

i3  . 5g 

989  = 23  . 43 

1211  s=  7 . 173 

ih  = z • il 
287  = 7 • 41 

529  = 

533  = 

2Ì  ■ 2Ì 

i3. 41 

779  = 
781  — 

L2  • ii 
11.71 

1001  ss  7.11.13 
ioo3  = 17  . 59 

1219  = 23 . 53 
1241  ss  17  . 73 

=83  = LZr-LZ 
299  =C  li.  22 
3oT  = 7 . 43 

539  = 
55 1 = 
553  = 

7-7-“ 
'9-29 
7 • 79 

79*  = 
793  = 
799  = 

7 ■ ll3 
lT.  di 
'7  • 47 

1007  = . 53 

1027  = lì  . 79 
1037  = 17  . 61 

1243  = n , ili 

12Ì7  = 22  . 43 
i2i3  = 7 . 179 

3i9  ss  11.29 

559  = 

l3..i3 

8o3  = 

1 1 . 73 

1043  = 7 . 149 

1261  = i3  . 97 

Ì2i  = 17. 19 
329  = 7 . 47 

58 1 = 
583  = 

z . fii 
11.53 

817  = 

833  = 

LS  • il 

7-7“7 

1067  ss  7 ■ 161 
1067  ss  l»  . 97 

1267  ==  7 . 181 
1271  = 3i  . ii 

341  = 1 1 . 3t 
343  = 7.7.7 

589  = 

6l  1 = 

19. 3l 
li.  47 

841  = 
»»  = 

29  . 29 
7.1  1.1  1 

1073  = 20  . 37 
1079  = ii  . Ri 

1273  = 12  ^£>2 

iòl  = 19.  19 

623  sr 

tZTBo 

85 1 = 

li  . 12 

1081  ss  ai  . 42 

3?i  ss  2 • 21  629  = 17  .J;  869  = li  . 22  to99  — Z • *5? 


FINE. 
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AVVISO  AL  LEGATORE. 

Le  sei  Tavole  delle  figure  devono  esser  poste  qui 
in  fine.  Le  nove  Tavole  divise  in  dodici  fogli  si 
collocheranno  pur  qui , avanti  o dopo  quelle 
delle  figure. 
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Tavola  111. 


igolo  rettilineo  ABC  , del  qual  siano  date  tre  parti 

m astrazioni  (a35). 


f AC 

y' alo  ri  di  BC 

t A C sen.A 

'9  «,,B 

. AB  sen.A 

20  »eu.C 

, A C 

cos.C  -f-  »c».C  cot.A 

, AB 

coì.B  + &en.B  cot.A 

sen.A  cot.C 

23*  AC  cos.C  -+-  AC  sen.C  cot.B 

fen.C  cot.A 

24*  AB  cos.B  -+-  AB  sen.B  cot.C 

2BC  X AB  cos.B) 

25*  \/(AB'--4- AC1 — 2ABxACcos.A) 

1C* — AB1  sen.’A) 

26“  AC  cos.C  ±\/(AB*  — AC^sen.’C) 

— BC*  sen.*C) 

27*  AB  cos.B  dr  v/(AC*  — AB*  sen.*B) 

cos.A 


tot. 11  vA  AC* — AB'sca.Ml) 


}C*  AB1  — AC* 
a liC  X AB 

iBitpn.'A  ZlZ  co<.  A \J{ BC'  — - AB*  spn.*A  ) 


BC 

iCsen.*C:r  cos.C  y/(  AB*  — BC*  spn.’C) 


AB 


Valori  di  cos.C 

: vAAC*  — AB*  srn.’B) 

AC 

: v/(BC*  — AB*spn.*A) 

BC 

— cos.( A B) 
en.Asen.B  — cos.A  cos.B 

BC  — AB  cos.B 


(BC*  4-  AB*  — aBC  X AB  cos.B) 
AC  — AB  cos.A 


'Continuazione della  Tavoì’a  ///.< 


Valori  di  tang.B 

o,  AC  scn.  A 

7 n;  y^(BC*  — AC*  seu.'A) 

/t  AC  scn.C 

7 * v^(AB*  — AC*  »eu.*C>) 

7 5*  — tang.  (A  -+-  C) 

Mng.A+  htnS,C 
' Uug.  A ung.C  — > 

a AC  sen.A 

77  AB  — A C cos.A 

oa  AC  scn.C 

7 BC  — A C cos.C 

■ /7  ^BC  X AB  V ' 

/9  V ^UC'  + AS'-AC'J  1 

o a AB  cos.Ai:  \/(BC*  — AB’spn.’A)  _ 
°°  AB sen.  A cui. A vAui~-‘  — AB*sen.*A) 

Q » BC  cos.C  ± y/(  AB»  — BC*  SPn.*C  ) 

BC  sen.C  ;p  • ot.C  \/{  AB* — BC’sen.'C) 


Valori  di  t a n g . C 

AB  sen.B 


taug.A  Uiig-B  — » 
,,  AB  srn.B 

104  BC  — AB  tJi.B 

AB  spn.A 

1°*>  AC  — Ali  cos.A 


io6a  ± y/ (rc-'+AC'-A^)  “ 1 

BC  fos  B:fc  x/(  AC*  — BC*  «pn.’Bl 

107  BC  «11.B  y/ ( AC  ‘ — BC  ' B) 

AC  co.. A±  '/'BC*—  AC* .pii  »A ) 
l0°  ACspn.À  ipiui.A  v'tuc-  — AC'.eacA) 


Ce  * 


WicTiV 


Tavola  IV. 


E DE’  TRIANGOLI  OBLIQUANGOLI,  dimostrate  (224  a 234). 


SOLUZIONI. 


. jrw.anp.  opposto  X lato  darò 

1*  FoRMOLA*  . • lcltO  cercato  — angolo  opposto  al  lato  dato 


, lato  opposto  X ang.  dato 

2 seti • angolo  cercato  •-  jalo  Oj,pOSt0  ali1  angolo  dato 

Si  cerchi  con  la  2*  forinola  l’angolo  opposto,  e U terzo  sarà  pur  noto 
Si  cerchi  con  la  2*  l’angolo  opposto , indi  con  la  1*  il  terzo  lato 


(fcz/tg.a  = vAetlan&ol°  de’ latI  dad 

3“  { 

ì - . diff.  de’ lati  dati 

Ciato  cercato  = — , (200; 

. . . j . . . diff.  de’ lati  dati 

4*  tang.ì  diff.  degli  ang.  ignoti  = col.  ; ang.  dato  X 1UI;,  uc“^Tdati 


Sia  S là  mezza  somma  dei  tre  lati. 


5*  cos.  3 angolo 

o VERO 

6*  sen.ì  angolo 


= n/ 


S(S  — lato  opposto  all’  ang.  cercato) 
rettangolo  de'  lau  adjacenti  all'  angolo  cercalo 


(S  — un  de’  lati  adjac.  alf  ang.  cercato)  (<  — l’altro  lato  adjac.) 
rettangolo  de'  lati  adjacenti  all'  angolo  cercato 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


Tavola  V. 


L TERZO  GRADO , per  T7ieZZO 

della  Trigonometria. 

548  a 36 1 ). 

- 

x1  -+-  px  — — q. 

X1  — px  = — <7. 

Se  ff  < 49,  x è immaginario. 

Se  />’  < 4y,  x è immaginario. 

SOLUZIONE. 

SOLUZIONE. 

sen.A=  y y/q. 

sén.A=  y y/q. 

x = — tang.  iA  \/q. 

x = tang.  J A \/<7' 

x — — cot.  ;A  y/q. 

x = cot.  ìA  \/q. 

x3  — px  -+-  q = 0. 

x3  — /?x  — q = 0. 

Si  suppone  4/»*  < 27?’. 

Si  suppone  4 />*  < 279*. 

SOLUZIONE. 

SOLUZIONE. 

sen.B  = ^ X 2 y/'%p. 

sen.B  = X 2 v/;f. 

tang.A  = V^tang.  ;B. 

tang.A  = Vtang.jB. 

_ ty/ìp 

seri,  a A * 

x = 

sei).  2 A 

* y 

x 3 — px  -t-  q — 0. 

x3  — 7?x  — q ~ 0. 

SOLUZIONE. 

SOLUZIONE. 

sen.3A  ==  — X — tt-. 

f a vAr/> 

sen.3A==  — X — tt-. 

x = sen.A  X 2 y/\p. 

x = — sen.A  X 

x=sen.(6o° — A)  X 2 y/\p. 

x = — sen.(6o° — A)X  2 v/j/>. 

x = — sen.(6o°-t-A)  X *\/ì p- 

x = sen.  (6o° -f-  A)  X 2 v/j/>. 
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Tavola  VI. 


izione  de  Triangoli  sferici  rettangoli , 


dimostrate  (418  a 4*9). 


FORM  OLE. 


y f i*Formola...  sen.x  = je/i.ipot.  X Jcn. angolo  dato 
. 2*  tang.x  = tarzg.ipotenusa  X coj.angolo  dato 

3*  cot.x  = cos.  ipotenusa  X tang.  angolo  dato 

____  cos. ipotenusa 
• COS.X  coj.Uto  dato 

r | 5*  cos.x  = tang. lato  dato  X cot.  ipotenusa 

sen. Iato  * dato 

>sto.  6 sen.x  — ; 

ma.  ipotenusa 
. mi?. lato  dato 

7 sen.x  = ; — r— 

/ M/i. angolo  dato 

8*  sen.x  = tang.  lato  dato  X col.  angolo  dato 

cos.  anso  lo  dato 

o sen.x  = rh — r- — 

/ coi. lato  dato 

10*  cot.x  = cos. angolo  dato  X cot. lato  dato 
11*  tang.x  — tang-,  angolo  dato  X .re/z.  lato  dato 
12*  cos.x  = sen. angolo  dato  X codiato  dato 

i3*  cos.x  = rettangolo  cos. lati  dati 

14*  cot.x  — jcn.lato  adiacente  X cot. lato  opposto 

i5*  cos.x  = rettangolo  cot.  angoli  dati 
,/C«  COS.X  — <oi  an8ol°  °PPQ,to 


un.  angolo  adjacente 


tima  specie  (410).  La  specie  di  tutti  gli  altri,  salvi  i casi  dubbj,  i determinata  dal 
nolto  grandi , per  aver  gli  archi  con  precisione  si  ricorra  alle  formolo  ( 43 1 a 437), 
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Tavola  Vii 


trigonometriche  di  un  Triangolo  sferico  ABC. 

Vedi  (495). 

‘ . 

*9‘ 

sen.BC  = 

sen.AB  sen.A 
sen.C 

ao* 

sen.BC  = 

sen.AC  sen.A 
scn.B 

ai* 

sen.AC  = 

sen.BC  sen.B 
sen.A 

aa* 

sen.AC  = 

sen.AB  sen.B 
sen.C 

a3* 

sen.AB  = 

sen.AC  sen.C 
sen.B 

34* 

sen.AB  = 

sen.BC  sen.C 
sen.A 

a5* 

cos.  A -4-  cos.B  cos.C 

sen.B  sen.C 

Bcos.C 

a 6* 

cos.BC  — 

cos.  Asen.ABsen.AC-4-cos.AB  cos.AC 

a7* 

rn<;  AC  — 

cos.B  -4-  cos. A cos.C 

sen.A  sen.C 

A cos.C 

a8* 

cos.AC  = 

cos.  B sen.  BC  sen.  AB  -f-  cos.  BC  cos.  AB 

29* 

cos.C  -f-  cos. A cos.B 

sen.A  sen.B 

.Acos.B 

m 

O 

CO 

cos.AB  = 

cos.Csen.BCsen.AC-t- cos.BC  cos.AC 

3i* 

sen.AB 

sen.B  col. A -4-  cos.B  cos.AB 

3a* 

tang.BC  = 

sen.AC 

sen.C  toI.A  -+-  los.C  cos.AC 

33* 

sen.BC 

sen.C  cot.B  -4-  cos.C  cos.BC 

« 

CO 

tang.AC  = 

sen.AB 

sen.A  cot.B  -4-  cos. A cos.AB 

35* 

tang.AB  = 

sen.AC 

sen.A  cotC  -4“  cos. A cos.AC 

35* 

tang.AB  = 

sen.BC 

sen.B  cot.C  >4-  cos.B  cos.BC 
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Tavola  Vili. 

>er  la  risoluzione  de’  Triangoli  sferici  obliquangoli*. 

Vedi  (496). 

Soluzioni. 

1*  soluzione...  jc/i. angolo  cercato  = (488). 

D sen. lato  opposto  all  angolo  dato  ' ' 

La  specie  dell' angolo  cercato  è dubbia.  quando  la  regola  seguente  non  la  determini  : La  mezza 
somma  dolati  dati , e la  mezza  somma  degli  angoli  opposti , sono  sempre  della  medesima  specie. 

f col.  I segmento  = tang.  angolo  dato  co j. lato  adjacente. 

2*  j coi. II  segmento  = cos.I  segmento  X ^4»*-°  da.o  • 

/ I segmento  rt  II  segmento  = angolo  cercato,  (489). 


tang.l  segmento  = coj. angolo  dato  ta/zg.lato  adjacente 

n7  . . . cos. lato  opposto  all'anga 

segmento  = cos.I  segmento  X whto 
I segmento  dr  II  segmento  = Iato  cercato,  (490). 


Nelle  soluzioni  2*  e 3*  si  deve  prender  la  somma  de' segmenti , quando  gli  angoli  opposti  ai 
lati  dati  siano  della  medesima  specie;  quando  nò,  la  differenza.  £ però  questi  due  casi  sono  dubbi, 
sempre  che  il  precedente  lo  sia.  Ma  la  regola  seguente  basterà  spesso  a togliere  il  dubbio  : Se  la 
somma  de'  segmenti  > 180%  prendete  la  differenza  ; se  il  segmento  II  > segmento  /,  prendete  la 
Somma. 

A*  sen  lato  corcato  — °PPo;'°  daio  , , . 

' * seri. angolo  opposto  al  lato  dato  * ' * 

La  specie  del  lato  cercato  è dubbia , quando  la  regola  seguente  non  la  determini  : La  mezza 
somma  degli  angoli  dati , e la  mezza  somma  de’  lati  opposti , sono  sempre  della  medesima  specie. 

f tang.l  segmento  = razziato  dato  coj.angolo  adjacente. 

-ì  yt  . ? . w lo**,  angolo  adiacente  al  lato  dato 

5»  ; sen. II  segmento  = sen. I segmento  X ,4., ^ dl  i„0  dll0  • 
/ I segmento  zfc  II  segmento  = lato  cercato,  (493). 

( cot.1  segmento  = cos. Iato  dato  tang.  angolo  adjacente. 

6*  ) ie/z.II  segmento  =-  sen. I segmento  X 

/ I segmento  rfc:  II  segmento  = angolo  cercato,  (494)- 

Nelle  soluzioni  51  e6a,  se  gli  angoli  dati  sono  della  medesima  specie,  prendete  la  somma 
de  segmenti;  se  nò,  la  differenza.  Ma  il  II  segmento  ha  due  valori  : il  maggior  valore  dee  riget- 
tarsi , se  dia  la  somma  > 180* , o se  dia  la  differenza  negativa.  In  generale , le  specie  de  segmenti 
sono  fra  esse , come  le  specie  de’ lati  opposti  agli  angoli  dati  sono  fra  esse.  E però  questi  due  casi 
Sono  dubbj , quando  il  precedente  lo  sia. 


Continua  la  Tavola  nel  foglio  seguente ., 
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SOLUZIONI. 

Si  chiami  lato  dolo  il  Iato  opposto  all* angolo  cercato;  base,  l'altro  lato  dato. 

| tang.l  segmento  = ciangolo  dato  tang. Iato  dato. 

II  segmento  = base  — I segmento. 

I angolo  cercato  = tang.  angolo  dato  X (4 72)- 

Se  I segmento  > base,  aeri. II  segmento  sarà  negativo. 

Si  nomini  base  uno,  a piacimento,  de* lati  dati;  laiodato  l’altro. 

yang.  I segmento  = cos.  angolo  dato  tang. lato  dato. 

II  segmento  = base  c/5  I segmento. 

(codiato  cercato  = codiato  dato  X l*  (477). 

Se  il  lato  cercato  é piccolo,  per  averlo  con  esattezza  si  ricorra  alla  soluzione  (478). 

■ Si  chiami  angolo  dato  l'angolo  opposto  al  lato  cercato  ; angolo  verticale,  l’altro  angolo  dato. 

I cot.  I segmento  = tang.  angolo  dato  cos.  lato  dato. 

II  segmento  = angolo  verticale  c/5  I segmento. 

tang. lato  cercato  = tarlato  dato  X ^u^men.o  » (482). 

Si  nomini  angolo  verticale  l'uno,  a piacimento,  degli  angoli  dati  ; angolo  dato  l’altro. 

cot.  I segmento  = tang.  angolo  dato  cos.  lato  dato. 

Ili  segmento  = angolo  verticale  — I segmento. 

I cos. angolo  cercato  = cos. angolo  dato  X T»''  ^.«0°  » (486). 

Se  I segmento  > angolo  verticale,  sen.  II  segmento  sarà  negativo. 

Se  l’angolo  cercato  è piccolo,  si  ricorra  alla  soluzione  (487)* 


Nomino  a,b,c  i tre  lati  ; r,  la  loro  mezza  somma  : a , il  lato  opposto  all’angolo  cercato. 

| sen. ì angolo  cercato  = y/™  » (463)  ; 


O VERO 


cos.  ; angolo  cercato  = » (464)- 

A , B,  C sono  i tre  angoli  ; S , la  loro  mezza  somma  : A , l'angolo  opposto  al  lato  cercato. 

I sen.  i lato  cercato  = y/—  ^ A>»  (467); 


O VERO 


cos.  ì lato  cercato 


/cos ^ S co  B)  cos.(S  co  C) 

' \/  jcvi.li  scn.C 


j obliquandoli , col  mezzo  delle  analogie  di  Neper. 

Vedi  (497). 


SOLUZIONI. 


(tang.\a  — coi.  j angolo  dato  X 


aen. differenza  lati  dati 
arsi,  somma  lau  dati 


OLUZIONE 


* W - V jr/(.  solili  uà  i«u  « 

j segmento  maggiore  = ì angolo  dato  -t-  ìa. 
segmento  minore  = ^angolo  dato  — \a. 
eoe.  ang.  cercato  = cos.  lato  adjac.  in  segni,  adj.  (473). 


( 


In  quest* ultima  equazione  il  segmento  maggiore  s’  impiegherà  col  lato  maggiore  , il  minore 
fol  minore  ; e se  il  segmento  minore  risulta  negativo  e < 90%  si  farà  negativa  la  to/ig.ói  esso. 


, » >cc  v cot. 7 angolo  dato 

ang.ì  diti,  angoli  cercati  = ^ ^ 


sen. -f  differenza  lati  dati 


somma  lati  dati 


. i*  * • cor.  t an colo  dato  cos. t di fT.  lati  dati  , . , * 

anS'  5 som.  angoli  cercati  = — Uud,u » (474). 


\ang.\a  = razziato  dato  X 


sen.  differenza  angoli  dati 
sen.  somma  angoli  dati 


legmento  maggiore  = ì lato  dato  -t-  j a. 
legmento  minore  = jlato  dato  — la. 


■ot. lato  cercato  = coj.ang.  adjacente  co/.segm.  adiacente,  (483). 


In  quest* ultima  equazione  l'angolo  minore  s'impiegherà  col  segmento  maggiore , l’angolo 
laggiore  col  segmento  minore  : e se  questo  risulta  negativo  e < 90*,  si  farà  negativa  la 
ut.  di  esso. 


/on^.Tlato  dato  sen. - differenza  angoli  dati 
sen.  7 somma  angoli  dati 


ang.  ì diiF.  lati  ignoti 

, 1 .•  • .•  umg.y  lato  dato  cox.t  diff.  angoli  dati  , . 0 . x 

ang.  1 somma  lati  ignoti  = — - : p—-5 , (484). 

^ O a O cos.  7 somma  angoli  dati  1 v“  “/ 


Continua  la  Tavola  nel  foglio  segue/i 
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CoNTIKUAZIOKZ  DELLA  TAVOLA  1) 


SOLUZIONI. 


toriato  cercato  = umg.lM.  lati  dati  X ™ 

v N *cn.  Tditler.  auguli  dati 

• O VERO 

tangAMo  cercato  = tang.\ som. lati  dati  X * (484)- 


tang.\ angolo  cercato  = coi.j  differ.  angoli  dati  X tu- 

O VERO  * 

cang.\  ang.  cercato  = cord  som.  ang.  dati  X "1'*,^»  (474)- 


Si  nomini  base  l'uno,  a piacimento  , de'  lati  adjacenti  all'angolo  cercato,  lati  i due  altri. 

tang.\a  — tang.\ somma  Iati  ra/igd  differenza  lati  cot.j  base, 
segmento  maggiore  = ì base  -4-  j a. 


segmento  minore  = ; base  — \a. 

cos. ang.  cercato  = ra/j£.segm.  adjacente  cordato  adjacente,  (465). 

In  quest'  ultima  equazione  il  segmento  maggiore  s’  impiegherà  col  lato  maggiore , il 
minore  col  minore  : e se  il  segmento  minore  risulta  negativo  c < yo*,  si  urà  negativa  la 
uwg.  di  esso. 

\ 

Si  nomini  angolo  verticale  l'uno,  a piacimento  , degli  adjacenti  al  lato  cercato  ; angoli 
semplicemeute,  gli  altri  due. 

iang.\a  = tang.-som.  angoli  tang.ì  diff". angoli  tang. ang.  verticale. 

segmento  maggiore  = ì angolo  verticale  -+-  j a. 

segmento  minore  = { angolo  verticale  — ì a. 

coi.  lato  cercato  = cor.segm.  adjacente  col.  ang.  adjacente,  (469). 

In  quest'  ultima  equazione  il  segmento-  maggiore  s' impiegherà  coll*  angolo  minore , il 
segmento  minore  coll’angolo  maggiore  : e se  il  segmento  minore  risulta  negativo  e < yo*,  si 
farà  negativa  la  cor.  di  esso. 
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